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indiquée  par  les  nombreux  renvois  que  j'ai  eu  soin  de  faire  dans 
tout  le  cours  de  l'Ouvrage. 

Je  ne  saurais  terminer  cette  Préface  sans  exprimer  ma  reconnais- 
sance pour  les  savants  collègues  qui  ont  bien  voulu  me  guider  de 
leurs  précieux  conseils,  et  parmi  lesquels  je  dois  citer  M.  Mittag- 
Leffler,  professeur  à  l'Université  de  Helsingfors.  Je  dois  surtout  les 
plus  vifs  remercîments  à  mon  ami  M.  Laisant,  qui  m'a  secondé 
avec  un  dévouement  constant  dans  l'ingrate  tâche  de  la  révision 
des  calculs  et  de  la  correction  des  épreuves. 

Si  cet  Ouvrage  obtient  quelques  succès,  une  bonne  part  en  sera 
due  aux  soins  que  M.  Gauthier- Villars  a  pris  pour  en  faire  un 
chef-d'œuvre  typographique. 

Bordeaux,  octobre  1878. 
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PRÉFACE. 


Ce  Traité  est  en  grande  partie  la  reproduction  de  mes  Leçons 
autographiées,  qui  ont  été  publiées  en  1871  et  1872,  et  tirées  à  un 
petit  nombre  d'exemplaires.  Ce  tirage,  ayant  été  promptement 
épuisé,  j'ai  pensé  qu'une  édition  plus  complète,  mise  au  courant 
des  nouveaux  programmes  de  l'Enseignement  supérieur,  pourrait 
rendre  quelques  services  aux  aspirants  à  la  licence  es  Sciences 
mathématiques,  et  j'ai  profité  du  bienveillant  concours  que  M.  Gau- 
thier-Villars  s'est  empressé  de  m'accorder  pour  cette  publication. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  six  Livres,  précédés  d'une  Introduction, 
dans  laquelle  j'expose  diverses  notions  préliminaires,  utiles  ou 
même  nécessaires  pour  la  lecture  de  ce  qui  suit. 

Le  premier  des  trois  Chapitres  qui  composent  cette  Introduction 
contient  les  principes  généraux  du  Calcul  des  opérations  considé- 
rées au  point  de  vue  le  plus  abstrait,  indépendamment  de  leur 
nature  intrinsèque  et  de  celle  des  quantités  qui  leur  sont  soumises, 
et  en  ayant  égard  uniquement  à  leurs  propriétés  combinatoires . 
Ces  notions,  que  l'on  peut  d'ailleurs  laisser  de  côté  dans  une  pre- 
mière lecture  de  l'Ouvrage,  m'ont  paru  indispensables  pour  le 
lecteur  qui  veut  se  familiariser  avec  les  considérations,  d'un  degré 
d'abstraction  de  plus  en  plus  élevé,  qu'exigent  les  progrès  de 
l'Analyse,  à  mesure  que  l'objet  de  ses  recherches  devient  de  plus 
en  plus  compliqué. 

La  méthode  que  j'ai  adoptée  est  celle  qu'a  suivie  Hankel  dans 
ses  J^orlesungen  iiber  complexe  Zahlen.  J'ai  seulement  remplacé 
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les  notations  de  cet  auteur  par  celles  dont  Grassmann  a  fait  usage 
dans  ses  ouvrages,  et  qui  ont  l'avantage  de  se  prêter  facilement  à 
la  généralisation,  parce  qu'elles  ne  rappellent  par  leur  forme  au- 
cune des  notations  usuelles,  tout  en  permettant  de  conserver  aux 
calculs  la  disposition  à  laquelle  on  est  habitué. 

Ces  notions  sont  éclaircies  par  l'application  que  j'en  fais,  dans 
le  Chapitre  suivant,  à  la  généralisation  de  l'idée  de  quantité,  con- 
duisant successivement  des  quantités  arithmétiques  aux  quantités 
négatives  et  aux  quantités  imaginaires  ou  complexes.  On  est  amené 
à  la  considération  de  ces  quantités  par  la  résolution  des  équations 
du  premier  et  du  second  degré,  lorsqu'on  veut  étendre  à  tous  les 
cas  les  propriétés  reconnues  dans  les  cas  où  ces  équations  sont 
arithmétiquement  résolubles  ;  on  reconnaît  ensuite  que  les  mêmes 
symboles  suffisent  pour  la  résolution  générale  des  équations  algé- 
briques de  tous  les  degrés.  Les  opérations  auxquelles  ces  symboles 
doivent  être  soumis  ne  diffèrent  en  rien  par  leurs  propriétés  (*) 
des  opérations  analogues  relatives  aux  quantités  arithmétiques,  et 
l'admission  de  ces  symboles  ne  pouvant  amener  à  aucune  consé- 
quence contradictoire,  le  calcul  de  ces  quantités,  considérées  au 
point  de  vue  purement  abstrait,  est  assis  dès  lors  sur  des  bases 
certaines,  et  ne  peut  conduire  qu'à  des  résultats  absolument  vrais. 

Mais,  si  les  exigences  de  la  Science  pure  se  trouvent  ainsi  com- 
plètement satisfaites,  il  en  est  tout  autrement  des  besoins  de  l'en- 
seignement. Pour  se  classer  dans  l'esprit  des  commençants,  les  idées 
abstraites  ne  peuvent  guère  se  passer  d'une  représentation  par  des 
images  physiques,  sans  laquelle  il  serait  bien  difficile  d'en  com- 
prendre la  signification  et  l'utilité.  Jusqu'à  ce  que  Descartes  eût 
représenté  géométriquement  les  racines  négatives  des  équations, 
on  les  appela  racines  fausses.  Jusqu'au  jour  où  les  travaux  d'Ar- 
gand  et  de  Gauss  ont  découvert  la  traduction  géométrique  des 
quantités  complexes,  elles  n'ont  cessé  d'être  regardées  comme  des 
symboles  imaginaires. 

L'objet  du  Chapitre  II  est  d'établir  la  possibilité  de  cette  repré- 
sentation. Après  avoir  rappelé  la  théorie  connue,  des  quantités  né- 
gatives, je  démontre  que  les  opérations  sur  le  signe  représentatif 


(')  Sauf  en  ce  qui  concerne  l'uniformité  des  opérations  inverses  de  l'élévation  aux 
puissances. 
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d'un  point  du  plan  ont  des  propriétés  identiques  à  celles  qu'il  faut 
attribuer,  en  Algèbre,  aux  opérations  portant  sur  le  symbole 
a-\-b  \J —  i .  Il  en  résulte  que  ce  symbole  peut  être  pris  comme 
représentation  d'un  point  du  plan,  et  ainsi  les  calculs  sur  les  ima- 
ginaires trouvent  maintenant  leur  réalisation  géométrique.  Cette 
interprétation  a  pour  effet  de  guider  et  de  rassurer  l'esprit  peu 
familier  encore  avec  le  monde  de  l'abstraction,  et  qui  n'accepterait 
pas  sans  défiance  l'usage  que  l'on  ferait  de  symboles  mystérieux  et 
d'apparence  contradictoire,  pour  servir  de  lien  entre  des  notions 
réelles  et  palpables. 

Le  Chapitre  III  de  l'Introduction  avait  été  rédigé  à  une  époque 
où  la  théorie  des  déterminants  n'avait  pas  encore  acquis  droit  de 
bourgeoisie  dans  notre  enseignement  élémentaire.  J'ai  cru  devoir 
le  conserver  ici,  pensant  qu'il  serait  commode  pour  le  lecteur 
d'avoir  sous  la  main  un  résumé  succinct  de  toutes  les  proposi- 
tions de  cette  théorie  qui  seront  invoquées  dans  la  suite  de  ce 
Traité. 

Le  premier  Livre  traite  des  principes  du  Calcul  infinitésimal. 
Comme  l'indique  le  titre  même  de  l'Ouvrage,  j'ai  renoncé,  suivant 
l'exemple  déjà  donné  dans  d'excellents  Traités,  à  la  division  de 
l'Analyse  supérieure  en  Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral', 
cette  division  ne  m'a  pas  paru  fondée  sur  le  degré  de  difficulté  de 
l'étude  de  ces  deux  branches,  dont  le  point  de  départ  est  le  même, 
et  elle  présente  l'inconvénient  de  priver  du  secours  mutuel  que  se 
prêtent  dès  le  début  les  deux  opérations,  inverses  l'une  de  l'autre, 
de  la  différentiation  et  de  l'intégration.  Enfin  l'étude  simultanée 
des  premiers  éléments  des  deux  calculs  permet  à  l'étudiant  d'ar- 
river plus  vite  à  s'exercer  sur  les  applications  les  plus  variées  du 
calcul  à  la  Géométrie  ou  à  la  Mécanique. 

En  ce  qui  touche  la  méthode  d'exposition  des  principes  du 
Calcul  infinitésimal,  il  n'y  avait  pas,  en  réalité,  de  choix  à  faire  ; 
il  n'existe  qu'une  seule  méthode  rigoureuse,  de  quelque  forme 
qu'on  la  revête  et  quelque  nom  qu'on  lui  donne,  qu'on  l'appelle 
méthode  des  infiniment  petits  ou  méthode  des  limites  :  c'est  la 
méthode  de  Cauchy  et  de  Duhamel,  que  l'on  peut  exposer  de  bien 
des  manières  différentes,  en  mettant  plus  ou  moins  en  relief  le 
principe  sur  lequel  on  s'appuie,  en  déguisant  plus  ou  moins  le 
rôle  que  l'on  fait  jouer  aux  infiniment  petits,  en  confondant  même 
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quelquefois  la  timidité  du  langage  avec  la  rigueur  du  raisonne- 
ment (  '  ) . 

On  doit  à  Duhamel  d'avoir,  le  premier,  formulé  nettement  le 
principe  qui  identifie  ces  méthodes,  si  diverses  qu'elles  soient  en 
apparence.  Le  but  du  Calcul  infinitésimal  est  généralement  la  dé- 
termination des  limites  de  rapports  ou  de  sommes  de  certaines 
variables  auxiliaires,  appelées  quantités  infiniment  petites,  et  le 
plus  souvent  ce  but  ne  peut  être  atteint  qu'en  remplaçant  ces  va- 
riables par  d'autres  quantités  susceptibles  d'une  expression  plus 
simple,  et  conduisant  au  même  résultat  final.  Le  principe  de 
Duhamel,  que  l'on  peut  nommer  le  principe  de  substitution  des 
infiniment  petits,  consiste  en  ce  que,  dans  les  deux  cas  cités,  on 
peut  remplacer  un  infiniment  petit  par  un  autre  infiniment  petit 
dont  le  rapport  au  premier  ait  pour  limite  l'unité.  En  ne  perdant 
jamais  de  vue  ce  principe,  on  pourra  se  servir  en  toute  sécurité  du 
langage  et  de  la  notation  des  infiniment  petits,  qui  a  sur  celui  de 
la  méthode  dite  des  limites  l'immense  avantage  de  la  concision  et 
de  la  simplicité,  et  qui  seul  permet  au  géomètre  de  se  laisser  guider, 
comme  moyen  d'intuition,  par  le  sentiment  de  l'évidence  tiré  de 
la  considération  des  grandeurs  finies. 

Mais,  pour  pouvoir  appliquer  ce  principe,  il  faut  être  en  mesure 
de  reconnaître  l'ordre  de  grandeur  relative  de  deux  infiniment 
petits,  et  de  décider  dans  quels  cas  l'un  d'eux  peut  être  négligé, 
comme  étant  une  fraction  infiniment  petite  de  l'autre.  Cette  question 
de  limite  de  rapport  se  ramène  à  la  recherche  des  dérivées,  par  l'é- 
tude desquelles  il  est  nécessaire  de  commencer  l'exposition  de 
l'Analyse  des  infiniment  petits.  Je  me  suis  efforcé  d'introduire 
dans  cette  étude  toute  la  rigueur  que  l'on  rencontre  dans  les  ré- 
cents travaux  sur  ce  sujet,  et  en  particulier  dans  le  Traité  de 
M.  J.-A.  Serret.  Je  suis  hautement  redevable,  pour  cette  partie, 
aux  précieux  conseils  de  MM.  Darboux  et  H. -A.  Schwarz. 

Les  bases  de  l'Analyse  infinitésimale  étant  ainsi  posées,  on  peut 
alors  introduire  dans  le  calcul  les  accroissements  infiniment  petits 
eux-mêmes  ou  les  différentielles ,  sans  passer  par  la  considéra- 
tion étrangère  des  accroissements  finis,  et  sans  être  obligé  de  sub- 


(')  Dans  un  des  Traités  de  Calcul  différentiel  le  plus  justement  estimés,  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  n'est  définie  qu'au  dernier  Chapitre. 
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stituer  à  la  notion  si  simple  de  l'accroissement  infinitésimal  des 
conceptions  artificielles,  ayant  pour  seul  but  de  donner  aux  équa- 
tions entre  quantités  infiniment  petites  (ou  infiniment  grandes) 
une  exactitude  absolue,  qu'il  n'est  pas  dans  leur  nature  de  pré- 
senter, et  qui  n'aurait  aucune  influence  sur  le  résultat  final.  Ces 
artifices,  qui  pouvaient  avoir  leur  raison  d'être  à  une  époque  où 
l'on  mettait  encore  en  doute  la  légitimité  de  la  méthode  infinité- 
simale, sont  aujourd'hui  devenus  superflus.  Ils  ont  même  l'incon- 
vénient de  ne  pas  concorder  en  apparence  avec  le  langage  des 
infiniment  petits,  employé  de  tout  temps  dans  les  applications 
pratiques,  et  qui  présente  alors,  aux  yeux  des  commençants,  l'as- 
pect d'un  simple  procédé  d'approximation. 

Ces  considérations  m'ont  fait  revenir  à  la  notation  adoptée  par 
Duhamel  dans  la  première  édition  de  son  Cours  d'Analyse.  La 
différentielle  d'une  fonction  y  z=f[x)  est  définie  comme  l'accrois- 
sement infiniment  petit  de  cette  fonction,  correspondant  à  l'ac- 
croissement infiniment  petit  dx  de  la  variable  indépendante.  Mais, 
si  cet  accroissement  doit  figurer  dans  la  recherche  d'une  limite  de 
rapport  ou  de  somme,  on  peut,  sans  changer  le  résultat  cherché, 
altérer  la  quantité  dj  d'une  fraction  d'elle-même  infiniment  pe- 
tite, et  considérer  en  général  les  différentielles  comme  représentant, 
soit  les  accroissements  eux-mêmes  des  variables,  soit  des  quantités 
quelconques  différant  de  ces  accroissements  respectifs  de  fractions 
d'elles-mêmes  infiniment  petites.  Il  m'a  donc  semblé  superflu  de 
désigner  ces  quantités  tour  à  tour  par  deux  caractéristiques  diffé- 
rentes A  et  d,  cette  double  notation  ne  pouvant  avoir  pour  effet 
que  d'obscurcir  dans  l'esprit  des  commençants  la  vraie  notion  de 
l'infiniment  petit. 

Dans  l'exposition  des  principes,  j'ai  fait  un  continuel  usage  de 
la  représentation  géométrique ,  qui  donne  aux  raisonnements 
abstraits  une  forme  intuitive  plus  facile  à  suivre.  Mais  il  faudrait 
bien  se  garder  de  confondre  cet  usage  des  notations  géométriques 
avec  une  méthode  de  démonstration  qui  serait  fondée  sur  les  prin- 
cipes propres  à  la  Géométrie  pure.  Dans  nos  raisonnements  analy- 
tiques, la  courbe  qui  représente  une  fonction  n'existe  qu'en  vertu 
des  propriétés  de  la  relation  analytique  abstraite  qui  définit  cette 
fonction,  et  c'est  comme  conséquence  de  ces  propriétés  que  l'on 
peut  concevoir  une  suite  de  points  aussi  rapprochés  que  l'on  vou- 
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dra,  et  tels  que  la  droite  qui  joint  un  de  ces  points  à  un  point  voi- 
sin tende  vers  une  direction  déterminée.  Les  principes  de  la  Géo- 
métrie pure  nous  fournissent  seulement  des  constructions  qui, 
jouissant  des  mêmes  propriétés  que  les  opérations  abstraites, 
peuvent  servir  à  les  représenter,  et  à  remplacer  ainsi  l'emploi  des 
formules. 

Après  avoir  défini  les  différentielles  dans  les  cas  d'une  ou  de 
plusieurs  variables  indépendantes,  j'établis  la  notion  des  inté- 
grales tant  définies  qu'indéfinies.  J'expose  ensuite  les  méthodes  les 
plus  simples  de  différentiation  et  d'intégration,  et  j'en  fais  l'appli- 
cation aux  diverses  fonctions  élémentaires. 

Je  développe  avec  quelque  étendue  l'importante  question  du 
calcul  direct  des  dérivées  d'ordre  quelconque;  puis  je  passe  à  la 
représentation  de  ces  dérivées  au  moyen  des  différentielles  des 
ordres  correspondants.  Je  traite  ensuite  du  changement  de  va- 
riables dans  les  expressions  différentielles,  des  propriétés  les  plus 
simples  des  déterminants  fonctionnels,  et  du  théorème  d'Euler  sur 
les  fonctions  homogènes. 

Le  Livre  Ier,  comme  tous  les  suivants,  est  terminé  par  un  recueil 
d'exercices  faciles  sur  les  divers  sujets  qui  y  ont  été  exposés. 

Les  longs  détails  dans  lesquels  je  viens  d'entrer  sur  le  plan  du 
commencement  de  ce  Traité  suffisent  déjà  pour  renseigner  le  lec- 
teur sur  la  marche  adoptée  dans  les  Livres  suivants,  dont  je  me 
contenterai  d'indiquer  sommairement  le  contenu. 

Le  Livre  II  est  consacré  aux  applications  analytiques  du  Calcul 
infinitésimal. 

Le  premier  Chapitre  traite  du  développement  des  fonctions  en 
séries,  et  se  termine  par  un  complément  aux  éléments  de  la  théorie 
des  quantités  complexes,  où  sont  définies  les  fonctions  exponen- 
tielles et  circulaires  de  ces  quantités. 

Le  Chapitre  II  a  pour  objet  les  applications  analytiques  de  la 
différentiation  :  détermination  des  vraies  valeurs  ;  maxima  et  mi- 
nima;  décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  fractions 
simples. 

Le  Chapitre  III  contient  le  développement  et  l'application  des 
méthodes  d'intégration  indiquées  dans  le  Livre  Ier;  l'étude  des 
cas  singuliers  des  intégrales  indéfinies;  la  différentiation  et  l'inté- 
gration sous  le  signe  /,  avec  l'emploi  de  ces  opérations  dans  le 
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calcul  des  intégrales  définies  spéciales  ;  le  changement  de  variables 
dans  les  intégrales  multiples  ;  les  propriétés  les  plus  simples  des 
intégrales  eulériennes,  et  la  formule  de  Maclaurin  pour  le  calcul 
approché  des  intégrales  définies. 

Le  Livre  III  traite  de  l'application  de  l'Analyse  infinitésimale  à 
la  Géométrie. 

Le  Chapitre  Ier,  consacré  à  l'étude  des  courbes  planes,  est  ter- 
miné par  un  exposé  succinct  de  la  méthode  d'Analyse  géométrique 
proposée  par  M.  Bellavitis  sous  le  nom  de  Méthode  des  équipol- 
lences,  et  qui,  par  une  heureuse  application  de  l'algorithme  des 
quantités  complexes,  donne  la  solution  la  plus  simple  et  la  plus 
élégante  de  certaines  classes  de  problèmes  de  Géométrie  plane. 

Dans  le  Chapitre  II,  après  avoir  traité  les  questions  de  tangence 
et  de  courbure  des  lignes  dans  l'espace  et  des  surfaces,  je  donne 
quelques  notions  sur  la  mesure  de  la  courbure  des  surfaces,  d'après 
Gauss,  avec  quelques  exemples  de  l'emploi  des  coordonnées  curvi- 
lignes dans  l'étude  des  surfaces. 

Le  Chapitre  III  renferme  les  applications  de  l'intégration  aux 
questions  de  quadrature  et  de  cubature  des  lignes  et  des  surfaces, 
ainsi  qu'aux  questions  analogues,  relatives  à  la  détermination  des 
centres  de  gravité,  des  moments  d'inertie,  etc. 

La  théorie  des  équations  différentielles  fait  le  sujet  des  deux 
Livres  suivants,  dont  l'un  traite  des  équations  et  des  systèmes 
d'équations  à  une  seule  variable  indépendante,  l'autre  des  équa- 
tions à  plusieurs  variables  indépendantes.  Dans  chacun  de  ces 
Livres,  je  commence  par  montrer  comment  on  peut  former  des 
équations  différentielles  par  l'élimination  de  constantes  arbitraires 
ou  de  fonctions  arbitraires,  la  considération  de  ces  exemples  de 
formation  directe  pouvant  éclairer  sur  les  moyens  de  procéder  à 
l'opération  inverse,  savoir,  à  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle donnée,  et  faire  mieux  saisir  la  dépendance  qui  existe  entre 
cette  équation  et  ses  diverses  espèces  de  solutions. 

A  la  suite  de  ces  préliminaires,  dans  le  premier  Chapitre  du 
Livre  IV,  je  donne,  avec  quelques  modifications,  la  démonstration 
de  Cauchy  de  ce  théorème  fondamental,  qu'une  équation  différen- 
tielle d'ordre  quelconque,  remplissant  certaines  conditions,  déter- 
mine une  fonction  implicite^  de  la  variable  indépendante  x,  qui 
jouit  de  la  propriété  d'être  uniforme  et  continue,  si  la  valeur  àej' 
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tirée  de  l'équation  est  uniforme  et  continue,  et  de  pouvoir  prendre 
une  valeur  arbitraire  pour  une  valeur  de  x  donnée  à  volonté.  La 
détermination  effective  de  cette  fonction  peut  se  faire  avec  une 
approximation  indéfinie,  par  la  construction  d'un  polygone  infini- 
tésimal. 

J'expose  ensuite  les  cas  les  plus  simples  de  l'intégration  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre,  en  profitant  des  nom- 
breux exemples  que  contient  le  Treatise  on  Differential  Equations 
de  Boole. 

Pour  la  recherche  du  caractère  distinctif  des  solutions  singu- 
lières et  des  intégrales  particulières  des  équations  du  premier 
ordre,  j'expose  une  méthode  inédite,  due  à  P. -H.  Blanchet,  et  qui 
m'avait  été  communiquée  par  l'auteur  en  1846.  Cette  méthode 
conduit  à  une  suite  indéfinie  de  critériums,  dont  chacun  corres- 
pond au  cas  où  le  précédent  est  en  défaut,  comme  cela  a  lieu  dans 
la  question  analogue  des  critériums  successifs  de  convergence  des 
séries  infinies. 

Après  avoir  indiqué  les  cas  les  plus  simples  d'intégration  ou 
d'abaissement  des  équations  différentielles  d'ordres  supérieurs,  je 
traite  avec  plus  de  détails  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires.  Sans  vouloir  donner  à  l'emploi  du  calcul  des  symboles 
d'opérations  toute  l'étendue  que  ce  calcul  a  reçue  dans  les  travaux 
de  Gauchy  et  des  géomètres  anglais,  j'ai  cru  néanmoins  qu'il  y  a 
grand  avantage  à  introduire  dans  l'enseignement  l'usage  des  sym- 
boles les  plus  simples,  qui  ne  sont  que  des  abréviations  d'écriture, 
et  dont  la  traduction  se  présente  d'elle-même  à  chaque  phase  du 
calcul.  L'usage  de  ces  symboles  s'étend  facilement  au  cas  où  les 
puissances  de  la  caractéristique  T>x  sont  remplacées  par  des  facto- 
rielles. 

J'ai  traité  de  la  même  manière,  autant  que  le  permettait  la  plus 
grande  complexité  du  sujet,  l'intégration  des  systèmes  d'équations 
différentielles  linéaires  simultanées. 

Le  dernier  Chapitre  du  Livre  IV  renferme  les  principes  élémen- 
taires du  calcul  des  variations  des  intégrales  simples. 

Dans  le  Livre  V,  je  m'occupe  des  équations  différentielles  à  plu- 
sieurs variables  indépendantes,  en  commençant  par  les  équations 
aux  différentielles  totales  du  premier  ordre  et  du  premier  degré 
entre  trois  variables. 
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Après  avoir  montré  sur  divers  exemples  géométriques  la  signi- 
fication des  équations  aux  dérivées  partielles,  j'établis,  par  la  mé- 
thode de  Jacobi,  l'identité  entre  les  problèmes  de  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et  de 
l'intégration  d'un  certain  système  d'équations  simultanées  aux  dif- 
férentielles ordinaires.  Je  donne  ensuite  le  moyen  d'intégrer  une 
équation  non  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes,  et  je  termine  ce  Livre 
par  un  aperçu  des  méthodes  employées  pour  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque,  dans  les 
problèmes  de  Physique  mathématique. 

Le  Livre  VI  comprend  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe, et  son  application  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  la  théorie  des  fonctions  uniformes,  j'ai  reproduit  en  partie 
le  travail  publié  en  1868  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  t.  VI,  où  je  me 
suis  surtout  inspiré  du  Livre  de  G.  Neumann  ( i  ).  Cette  théorie  est 
suivie  d'applications  au  développement  des  fonctions  en  séries,  à 
la  décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  fractions  simples, 
à  la  théorie  des  équations  algébriques,  et  au  calcul  des  intégrales 
définies  spéciales. 

L'expression  des  coefficients  du  développement  d'une  fonction 
synectique  en  une  suite  périodique  étant  de  forme  identique  à  celle 
des  coefficients  de  la  série  de  Fourier  pour  le  développement  d'une 
fonction  arbitraire,  continue  ou  discontinue,  j'ai  pris  cette  occasion 
pour  exposer,  d'après  Lejeune-Birichlet,  la  démonstration  de  cette 
dernière  formule,  et  celle  de  l'intégrale  de  Fourier,  qui  s'en  déduit 
immédiatement,  et  dont  j'ai  montré  l'application  au  calcul  des  in- 
tégrales définies. 

Je  passe  ensuite  à  l'étude  des  fonctions  multiformes,  particuliè- 
rement de  celles  qui  proviennent  de  l'intégration  des  fonctions 
algébriques. 

J'étudie  ensuite,  sur  quelques  exemples  simples,  les  fonctions 
synectiques  qui  naissent  de  l'inversion  des  intégrales  précédentes. 

Ces  notions  établies,  j'aborde  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
en  commençant  par  la  réduction  des  intégrales  elliptiques  aux  trois 


(J)  Vorlesungen  ilber  Riemann's  Théorie  der  Abel'scken  Intégrale.  Leipzig,  iS'35. 
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formes  canoniques  de  Legendre,  d'après  une  méthode  indiquée 
par  Weierstrass,  et  je  démontre  leurs  principales  propriétés.  Je 
développe  les  conséquences  du  théorème  d'addition,  et  j'expose 
les  cas  les  plus  simples  des  formules  de  transformation  des  inté- 
grales de  première  espèce,  avec  leur  application  au  calcul  numé- 
rique de  ces  intégrales. 

Considérant  maintenant  la  variable  comme  une  quantité  com- 
plexe, j'établis,  d'après  la  marche  indiquée  par  Ed.  Weyr  (<),  la 
synecticité  de  la  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique  de  pre- 
mière espèce;  je  définis  les  fonctions  elliptiques  proprement  dites, 
et  j'étudie  leur  double  périodicité. 

Je  passe  de  là  à  l'expression  des  fonctions  elliptiques  au  moyen 
des  doubles  produits  d'Abel,  puis  au  moyen  des  produits  simples 
d'Abel  et  de  Jacobi,  qui  se  transforment  dans  les  fonctions  â. 

J'indique  les  moyens  d'exprimer,  à  l'aide  de  ces  dernières  fonc- 
tions, les  intégrales  de  troisième  espèce,  en  renvoyant,  pour  plus 
de  détails,  au  Recueil  de  formules  et  de  Tables  numériques,  que 
j'ai  publié  en  1866. 

En  parcourant  les  indications  que  je  viens  de  donner  sur  le 
contenu  de  cet  Ouvrage,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  matières 
traitées  ne  dépassent  pas  les  limites  tracées  par  le  nouveau  pro- 
gramme de  la  licence  es  sciences  mathématiques,  et  que  je  n'ai  fait 
qu'y  ajouter  des  commentaires  indispensables  pour  leur  complète  in- 
telligence, ou  des  exercices  comme  en  doit  contenir  tout  livre  d'en- 
seignement. 11  m'a  semblé  que,  sans  ces  compléments,  l'étude  des 
parties  difficiles,  ajoutées  aux  matières  de  l'ancien  programme,  ne 
pourrait  produire  aucun  des  fruits  qu'en  attendent  les  auteurs  de 
ces  additions. 

Du  reste,  le  choix  des  articles  que  l'on  pourra  passer  sans  incon- 
vénient dans  une  première  lecture  ne  peut  causer  aucun  embarras 
aux  personnes  travaillant  sous  la  direction  d'un  professeur  ou  à 
portée  de  ses  conseils.  Quant  aux  lecteurs  livrés  entièrement  à 
leurs  propres  forces,  ils  n'auront  qu'à  aborder  directement  les  pa- 
ragraphes correspondants  aux  divers  articles  du  programme,  sauf  à 
remonter  aux  explications  nécessaires,  dont  ils  trouveront  la  place 
, . 

(!)  Sitzungsberichte  der  k.  b.  Geseîlschaft  dcr  Wiss.  zu  Prag,  juin  1876.  —  Archiv 
mathematiky  a  fysihy,  t.  II,  p.  26, 
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CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES.  —  NOTIONS  SUR  LE  CALCUL 
DES  OPÉRATIONS. 


OBJET     DES     MATHÉMATIQUES. 

1.  La  plupart  des  phénomènes  qui  se  passent  sous  nos  yeux  ne 
sont  pas  susceptibles  d'une  détermination  exacte,  et,  lorsqu'ils  se 
reproduisent,  nous  n'avons  aucun  moyen  de  nous  assurer  de  leur 
parfaite  identité.  Toutefois  il  en  est  pour  lesquels  la  détermination 
est  possible  avec  une  approximation  et  une  sûreté  assez  grandes 
pour  que  l'incertitude  qui  subsiste  ne  puisse  avoir  d  inconvénient 
dans  la  pratique. 

Quand  la  détermination  exacte  est  possible,  on  peut  procéder 
avec  certitude  à  l'étude  des  lois  de  la  transformation  d'un  phéno- 
mène dans  un  autre,  et,  si  ces  lois  sont  assez  simples  pour  que 
nous  parvenions  à  les  saisir,  leur  ensemble  constituera  l'objet  d'une 
Science  exacte. 

Dans  le  cas  contraire,  où  l'on  est  forcé  de  se  contenter  d'une 

H.  —  Cours  de  Cale,  injin.,  I.  I 
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détermination  approximative,  on  modifie  les  résultats  observés,  de 
manière  à  pouvoir  les  assujettir  à  des  lois  simples,  et  l'on  essaye 
de  construire  ainsi  une  Science  exacte,  qui  n'a  plus  pour  objet  des 
êtres  et  des  phénomènes  réels,  mais  seulement  des  êtres  et  des 
phénomènes  idéaux,  définis  uniquement  par  les  propriétés  que 
nous  leur  attribuons.  Si  ces  propriétés  ont  été  choisies  en  sorte 
que  les  phénomènes  idéaux  suivent  des  lois  assez  rapprochées  de 
celles  des  phénomènes  réels,  la  Science  idéale,  développée  à  l'aide 
de  la  Logique,  tiendra  lieu,  jusqu'à  un  certain  point,  de  la  Science 
réelle  ;  elle  fournira  des  résultats  plus  ou  moins  conformes  à  l'ob- 
servation; elle  donnera  d'utiles  indications  sur  la  manière  de  coor- 
donner les  recherches  et  de  classer  les  phénomènes  dans  l'étude 
de  la  réalité,  jusqu'au  jour  où,  l'écart  de  l'idéal  et  du  réel  devenant 
trop  grand,  on  se  trouvera  forcé  de  recommencer  sur  d'autres 
bases  la  construction  d'une  nouvelle  Science  idéale. 

2.  La  construction  d'une  telle  Science  se  compose  essentielle- 
ment de  deux  parties  distinctes  :  l'une,  qui  est  fondée  sur  l'obser- 
vation et  l'expérience,  consiste  à  rassembler  des  faits,  et  à  en 
conclure  par  induction  les  lois  et  les  principes  qui  serviront  de 
fondements  à  la  Science;  l'autre,  qui  n'est  qu'une  branche  de  la 
Logique  générale,  s'occupe  de  combiner  ces  principes  fondamen- 
taux de  manière  à  en  déduire  la  représentation,  au  moins  approxi- 
mative, des  faits  observés,  et  à  prédire  en  outre  des  faits  nouveaux. 

Ces  lois  et  ces  principes,  suggérés  par  l'expérience  et  énoncés 
sous  forme  rigoureuse,  comme  devant  régir  les  phénomènes  idéaux 
dont  s'occupe  la  Science  exacte,  s'appellent  les  hypothèses  fonda- 
mentales de  cette  Science  (  '  ) . 

3.  L'observation  des  faits  ne  peut,  en  général,  avoir  lieu  avec 
une  rigoureuse  exactitude,  et  n'est  jamais  complète.  Rien  ne  peut 


(l)  Il  faut  bien  se  garder  d'attribuer  aux  hypothèses  un  rôle  qui  ne  leur  appartient 
pas  relativement  aux  Sciences  exactes.  Les  hypothèses  de  la  Science  idéale  sont  choisies 
en  dehors  de  toute  affirmation  sur  la  réalisation  physique  des  conditions  qu'elles 
expriment.  Elles  signifient  seulement  que  les  choses  se  passent  sensiblement  comme 
si  ces  conditions  avaient  réellement  lieu.  La  Science  idéale  les  accepte  comme  si  elles 
étaient  absolument  vraies,  et  s'occupe  uniquement  de  développer  leurs  conséquences. 
C'est  surtout  par  la  considération  de  ces  dernières  que  l'on  peut  apprécier,  au  poiwt 
de  \Èe  réel,  la  probabilité  plus  ou  moins  grande  des  hypothèses. 
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donc  nous  garantir  a  priori  que  les  hypothèses  fournies  par  l'in- 
duction seront  toutes  vraies,  ni  qu'elles  seront  suffisantes. 

On  reconnaîtra  leur  fausseté  lorsque,  combinées  suivant  les 
règles  de  la  Logique,  elles  aboutiront  à  des  conséquences  contra- 
dictoires, ou  lorsque  les  faits  nouveaux  qu'elles  conduiraient  à 
prévoir  seront  en  désaccord  avec  la  réalité  objective. 

Il  peut  se  faire,  d'autre  part,  que  les  hypothèses  admises  ne 
soient  pas  toutes  distinctes  et  indépendantes  entre  elles ,  et  que 
quelques-unes  fassent  partie  des  conséquences  que  l'on  peut  tirer 
de  la  combinaison  des  autres. 

L'examen  de  ces  questions  dépend  de  la  partie  abstraite  de  la 
Science,  qui  s'occupe  de  la  combinaison  des  principes,  sans  avoir 
égard  à  leur  origine  expérimentale  ni  aux  rapports  de  leurs  consé- 
quences avec  les  faits  réels.  C'est  cette  Science  abstraite  qui  doit 
constater  d'abord  si  les  hypothèses  sont  compatibles  entre  elles, 
et  ensuite  si  elles  ne  sont  pas  réductibles  à  un  moindre  nombre. 
Une  Science  fondée  sur  des  hypothèses  satisfaisant  à  ces  condi- 
tions est  absolument  vraie  au  point  de  vue  rationnel  et  abstrait, 
quand  même  elle  ne  se  trouverait  pas  conforme  aux  faits  réels 
qu'elle  était  destinée  à  représenter.  Dans  ce  cas,  c'est  à  la  partie 
expérimentale  et  inductive  qu'il  faudrait  s'en  prendre;  ce  sont  les 
hypothèses  fondamentales  qu'il  faudrait  changer.  La  partie  pure- 
ment logique,  quoique  devenue  inutile  pour  l'explication  des  phé- 
nomènes réels,  n'en  serait  pas  moins  irréprochable  en  elle-même. 

Cette  partie  logique  des  Sciences  exactes  constitue  ce  qu'on  ap- 
pelle les  Mathématiques  proprement  dites.  Celles-ci  se  divisent  à 
leur  tour  en  Mathématiques  pures,  contenant  les  théories  abstraites 
applicables  à  toutes  les  classes  de  faits  indistinctement,  et  en  Ma- 
thématiques appliquées,  traitant  de  l'application  de  ces  théories 
générales  à  des  classes  particulières  de  faits,  et  des  procédés  spé- 
ciaux qui  s'adaptent  le  mieux  à  chacune  de  ces  classes. 

4.  Les  Mathématiques  ne  se  bornent  pas  à  la  combinaison  des 
lois  fournies  par  l'observation  du  monde  réel  ;  elles  devancent  sou- 
vent l'observation,  et,  entraînées  par  l'analogie  et  par  le  besoin  de 
généraliser,  elles  prennent  pour  objet  d'étude  des  hypothèses  dont 
la  réalité  n'a  pas  encore  offert  d'application.  C'est  ainsi  qu'on  s'est 
occupé  des  racines  négatives  ou  imaginaires  des  équations  long- 
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temps  avant  d'avoir  reconnu  la  vraie  nature  de  ces  quantités;  c'est 
ainsi  que  la  Géométrie  non  euclidienne  est  devenue  un  fécond 
sujet  de  recherches,  et  que  Laplace  a  cru  devoir  consacrer  un  Cha- 
pitre de  la  Mécanique  céleste  à  l'étude  des  lois  du  mouvement 
d'un  système  de  corps  dans  toutes  les  relations  mathématiquement 
possibles  entre  la  force  et  la  vitesse.  De  telles  généralisations  ont 
non-seulement  pour  résultat  de  compléter  et  d'éclairer  les  théories 
des  Mathématiques  usuelles,  mais  encore  elles  préparent  souvent 
des  théories  toutes  faites  pour  de  nouveaux  ordres  de  faits  que  l'on 
viendra  plus  tard  à  découvrir,  de  même  que  la  théorie  des  sections 
coniques  était  prête  deux  mille  ans  avant  de  trouver  son  applica- 
tion à  l'étude  des  phénomènes  naturels. 

§  II. 

DES  OPÉRATIONS  EN  GÉNÉRAL. 

5.  On  donne  le  nom  à' opération  à  l'acte  qui  transforme  un 
phénomène  dans  un  autre,  de  sorte  qu'à  une  succession  de  phéno- 
mènes correspond  une  combinaison  d'opérations. 

Pour  appliquer  la  Logique  à  la  combinaison  des  opérations,  il 
n'est  nullement  nécessaire  de  connaître  leurs  effets  réels  et  la  ma- 
nière dont  elles  s'exécutent.  Il  suffît  d'avoir  constaté  certaines 
propriétés  abstraites  de  ces  opérations,  auxquelles  nous  donnerons 
le  nom  de  propriétés  combinatoires.  On  peut  construire  une  théorie 
abstraite  et  générale  des  opérations ,  fondée  uniquement  sur  la 
considération  de  ces  propriétés,  et  comprenant  ainsi,  comme  cas 
particulier,  l'Algèbre  ordinaire. 

6.  Les  opérations  peuvent  être  simples,  comme  le  sont  les  opé- 
rations fondamentales  de  l'Algèbre;  elles  jouissent  alors  de  pro- 
priétés simples,  et  la  théorie  de  leur  combinaison  peut  recevoir  un 
grand  développement.  D'autres  fois,  elles  sont  de  nature  plus  com- 
plexe :  telles  sont  les  constructions  géométriques,  dont  la  combi- 
naison se  fait  le  plus  souvent  d'après  des  lois  spéciales  pour  chaque 
cas  particulier,  sans  qu'on  puisse  la  soumettre  à  des  procédés  gé- 
néraux. 

Les  opérations  complexes  peuvent  généralement  se  ramener  aux 
opérations   simples.  C'est  cette   décomposition  d'opérations  dans 
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leurs  éléments  qui  caractérise  les  théories  dites  analytiques  (Géo- 
métrie analytique,  Mécanique  analytique,  etc.).  On  donne,  par 
opposition,  le  nom  de  synthétiques  aux  théories  fondées  sur  l'em- 
ploi direct  des  opérations  complexes. 

7.  L'étude  des  premiers  éléments  de  l'Arithmétique  et  de  l'Al- 
gèbre fait  déjà  voir  comment  le  besoin  d'éviter  l'accroissement 
indéfini  du  nombre  des  cas  particuliers  et  de  comprendre  tous  ces 
cas  dans  un  énoncé  unique  conduit  nécessairement  à  étendre  les 
définitions  primitives  des  opérations  de  l'Arithmétique.  Ainsi  la 
définition  de  la  multiplication  reçoit  des  extensions  successives 
lorsqu'on  suppose  le  multiplicateur  fractionnaire,  puis  incommen- 
surable, puis  négatif,  puis  complexe,  et  il  en  est  de  même  pour  les 
autres  opérations. 

Dans  ces  généralisations  graduelles,  on  peut  être  amené  à  faire 
perdre  aux  opérations  quelques-unes  de  leurs  propriétés.  Par 
exemple,  l'extraction  des  racines,  qui  en  Arithmétique  ne  donne 
qu'un  résultat  unique,  peut  conduire  à  plusieurs  résultats  distincts 
lorsqu'on  la  considère  au  point  de  vue  des  quantités  négatives  et 
des  quantités  complexes.  Le  produit  d'une  multiplication  cesse 
d'être  indépendant  de  l'ordre  des  facteurs  dans  la  théorie  des 
quantités  complexes,  appelées  quatevnions,  qui  servent  à  la  repré- 
sentation des  points  de  l'espace  à  trois  dimensions. 

8.  Mais,  si  l'on  peut,  pour  les  besoins  de  la  généralisation, 
abandonner  telle  ou  telle  propriété  d'une  opération,  on  doit,  par 
contre,  s'interdire  d'ajouter  aucune  propriété  nouvelle  à  celles  qui 
avaient  déjà  lieu  pour  l'opération  restreinte,  et  cela,  afin  que  toute 
règle  établie  pour  l'opération  généralisée  soit  applicable  aussi  à 
l'opération  restreinte,  et  contienne,  comme  cas  particulier,  la  règle 
spéciale  primitivement  établie  pour  cette  opération  restreinte,  de 
même  que  les  quantités  généralisées  contiennent,  comme  cas  par- 
ticulier, les  quantités  restreintes. 

Cette  prescription,  que  l'on  a  soin  d'observer  dans  la  généra- 
lisation des  définitions  des  quantités  et  des  opérations  corres- 
pondantes, constitue  ce  que  Hankel  a  nommé  le  principe  de 
permanence  des  règles  de  calcul. 

En  vertu  de  ce  principe,  tout  calcul  fait  pour  les  quantités  géné- 
ralisées doit  s'appliquer  aux  quantités  d'ordre  inférieur,  la  généra- 
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lisation  ne  pouvant  introduire  de  nouvelles  propriétés,  ni  donner 
lieu,  par  conséquent,  à  des  règles  qui  ne  résulteraient  pas  déjà  des 
propriétés  antérieurement  admises. 

9.  L'établissement  des  règles  du  calcul  dépend  uniquement, 
comme  nous  l'avons  fait  observer  [5],  des  propriétés  des  opéra- 
tions. C'est  aussi  la  considération  de  ces  propriétés  qui  doit  servir 
de  guide  dans  le  choix  des  moyens  de  généralisation,  surtout  lors- 
qu'on est  forcé  d'abandonner  quelques-unes  des  propriétés  de 
l'opération  restreinte,  devenues  contradictoires.  On  devra  alors 
conserver  celles  qui  sont  les  plus  importantes,  et  qui  se  prêtent  le 

"mieux  à  l'établissement  de  règles  de  calcul  simples  et  générales. 
De  là  l'utilité  d'une  étude  abstraite  et  générale  des  propriétés  com- 
binatoires  des  opérations. 

10.  Les  considérations  que  nous  allons  exposer  ne  s'appliquent 
pas  seulement  aux  combinaisons  immédiates  des  quantités  simples 
ou  complexes;  elles  s'étendent  aussi  aux  combinaisons  des  signes 
d'opération.  Aussi  éviterons-nous  d'employer  le  mot  de  quantités 
en  parlant  des  êtres  soumis  à  ces  opérations;  nous  les  désignerons 
par  le  terme  plus  vague  et  plus  compréhensif  d'objets,  également 
applicable  au  concret  et  à  l'abstrait. 


§  m. 

DES    PROPRIÉTÉS    COMBINATOIRES    DES    OPÉRATIONS. 

1  1 .  Deux  objets  sont  dits  égaux  quand  ils  peuvent  se  remplacer 
mutuellement  dans  une  combinaison  donnée,  sans  que  le  résultat 
soit  altéré. 

Cette  définition  s'applique  non-seulement  aux  quantités  propre- 
ment dites,  mais  encore  aux  symboles  d'opérations,  qui  peuvent 
être  traités  comme  des  quantités,  et  soumis  eux-mêmes  à  d'autres 
opérations. 

12.  Pour  exprimer  ces  résultats  sous  une  forme  susceptible  de 
généralisation,  employons,  à  l'exemple  de  Grassmann,  des  signes 
autres  que  les  signes  ordinaires  de  l'Arithmétique,  pour  désigner 
une  opération  quelconque  de  nature  indéterminée.  Représentons, 
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par  exemple,  au  moyen  du  symbole 

a  —  b 

(que  nous  énoncerons  :  a  combiné  avec  b),  le  résultat  d'une  opé- 
ration quelconque,  par  laquelle  on  a  formé  avec  les  objets  a  et  b 
un  troisième  objet. 

13.  L'opération  sera  uniforme  si,  pour  a  =  a'  et  b  =  bf,  on  a 

a~b  =  a'~b'. 

Elle  sera  commutative  si  a^-b  =  b  —  a. 

Elle  sera  associative  si  (a~b^~c  =  a—  (b~c). 

Dans  ce  cas,  le  résultat  commun  de  ces  deux  séries  différentes 
d'opérations  pourra  se  représenter,  en  supprimant  les  parenthèses, 
par 

a  ~  b  —  c. 

Elle  sera  distributive  relativement  à  une  autre  opération  repré- 
sentée par  le  symbole  -f,  si  l'on  a 

(af  b)  ~c  —  (a~  c)  \  [b  "■  c) 

ou  bien 

a~{b  \c)  =  (a-  h)  -f-  (a  ~c). 

Ces  deux  définitions  se  confondent  évidemment  toutes  les  fois  que 
l'opération  ~  est  commutative;  on  a,  en  effet,  dans  ce  cas, 

[a\b)~cz=z  [a~c]  f  {b  -c)  =  [c~a]  \  (c  -  b)  =c~  [af  b), 

et  ces  égalités  expriment  que  la  distributivité  a  lieu  tant  par  rap- 
port au  second  terme  que  par  rapport  au  premier.  On  dit  alors 
que  l'opération  -  est  complètement  distributive ,  relativement  à 
l'opération  f . 

14.  Par  exemple,  les  opérations  de  l'Arithmétique  sont  toutes 
uniformes. 

L'addition  et  la  multiplication  sont  commutatives  et  associa- 
tives. 

L'élévation  aux  puissances  ab  n'est  ni  commutative,  ni  associa- 
tives, ah  étant  différent  de  ba,  et  (ab)c  de  a{be). 
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L'opération  a  -  b  —  \Jab ,  qui  consiste  à  prendre  la  moyenne 
proportionnelle   entre  deux   quantités,   est   commutative;    mais, 

%l)Jab.c  n'étant  pas  =  sja.sjbc,  l'opération  n'est  pas  associative. 

Si  l'on  désigne  par  a  et  b  les  rotations  d'un  système  rigide  de 
points  autour  de  deux  axes  concourants,  considérées  en  grandeur 
et  en  direction,  et  par  a  -  b  la  rotation  unique  qui  peut  remplacer 
l'effet  combiné  des  deux  premières  effectuées  consécutivement,  on 
aura  bien,  pour  trois  rotations  de  cette  espèce, 


mais  on  n  aura  pas 

c-  b  zzz  b  ~  a, 

tant  que  les  deux  axes  de  rotation  ne  se  confondront  pas  en  un 
seul;  donc  l'opération  de  la  composition  des  rotations  est  associa- 
tive, mais  elle  n'est  pas  en  général  commutative. 

La  multiplication  est  complètement  distributive  relativement  à 
l'addition. 

L'élévation  aux  puissances  a^b  =  ab  est  distributive  relative- 
ment à  la  multiplication  a\  b  =  a  X  b,  par  rapport  à  son  premier 
terme  seulement  ;  car  on  a 

[a  \  b)  ~c  =  [a  .b)c  =;  ac  .bc  =  [a  ~  c)  \  [b  ~  c); 

mais  a~  [b\c)  — -  àb:c  n'est  pas  égal  à  [a-b)  f  («-c)  =  ab.ac. 

15.  Etant  donné  l'un  des  éléments  a  on  b  d'une  opération  avec 
le  résultat  c,  par  l'égalité 

a  ~  b  =  c, 

l'opération  qui  sert  à  trouver  l'élément  inconnu  au  moyen  de  l'élé- 
ment connu  et  du  résultat  est  dite  une  opération  inverse  de  la  pre- 
mière. 

Si  l'opération  directe  <-»  est  commutative,  il  est  alors  indifférent 
que  ce  soit  le  premier  ou  le  second  terme  qui  soit  donné,  et  par 
suite  l'opération  directe  n'aura  qu'une  seule  opération  inverse, 
que  nous  désignerons  par  le  signe  -  [combiné  inversement  avec). 
On  aura  ainsi 

b  =  c  —  a,      et     a=c  —  b. 
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Tel  est  le  cas  de  l'addition  et  de  la  multiplication  et  de  leurs 
opérations  inverses,  la  soustraction  et  la  division. 

Mais  si  l'opération  directe  n'est  pas  commuta tive,  il  y  aura  deux 
opérations  inverses  distinctes,  que  nous  pourrons  représenter  par 
les  symboles  -  et  -l,  de  sorte  que,  pour  a~b  =  c,  on  aura 

(l)  b  =z  c  ^  a      et      a=:c*lb. 

Pour  distinguer  ces  deux  opérations  —  et  i,  nous  les  appelle- 
rons les  opérations  inverses  relatives  au  premier  terme  ou  au 
second  terme. 

Ainsi  l'opération  ab  =  c  de  l'élévation  de  a  à  la  puissance  b, 
n'étant  pas  commutative,  donnera  lieu  aux  deux  opérations  in- 
verses distinctes 

b  =  \ogac     et     a  =  y/c. 

16.  En  combinant  légalité  a  ~  b  =  c  avec  la  première  éga- 
lité (i),  on  en  tire,  en  changeant  ensuite  c  en  b,  les  deux  identités 

(a  —  è)w#=£5      a^(^b^a)  =  b, 

qui  peuvent  être  considérées  comme  définissant  la  relation  de  ré- 
ciprocité des  opérations  -  et  ~. 

On  tire  de  même  de  la  seconde  égalité  (i),  en  changeant  c  en  a, 
les  identités 

(3)  [a~b)-Lbz=a,      [a±b)~b  =  a, 

qui  définissent  la  relation  entre  les  opérations  —  et  i. 

Si  l'opération  ~  est  commutative,  l'opération  -L  se  confond 
avec  ~,  et  les  identités  (3),  qui  deviennent 

(4)  (a~b)~b  =  a,      (a~b)~b  =  a, 

se  déduisent  immédiatement  des  identités  (2),  en  échangeant  entre 
elles  les  lettres  a  et  b,  et  permutant  les  deux  termes  de  l'opéra- 
tion —. 

M .  Les  propriétés  combinatoires  des  opérations  inverses  dépen- 
dent de  celles  des  opérations  directes. 

Si  l'opération  directe  est  telle  que  le  résultat  varie  lorsqu'on  fait 
varier  un  seul  des  termes,  a  par  exemple,  alors,  b  et  c  restant  les 
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mêmes,  l'égalité  a~b  =  c  ne  peut  subsister  si  a  ne  reste  pas  le 
même  ;  donc  alors  l'opération  inverse  qui  donne  a  =  c-b  est  uni- 
forme. De  même  si,  b  variant  seul,  c  varie  en  même  temps, l'autre 
opération  inverse,  qui  donne  b  =  c±-a,  sera  pareillement  uni- 
forme. 

Lorsque  les  deux  opérations  inverses  d'une  opération  ~  sont 
l'une  et  l'autre  uniformes,  on  dit  que  l'opération  ~  est  complète- 
ment uniforme. 

En  Arithmétique,  l'addition,  la  multiplication  et  l'élévation  aux 
puissances  sont  trois  opérations  complètement  uniformes. 

Nous  verrons,  au  contraire,  qu'au  point  de  vue  de  l'Algèbre  gé- 
néralisée, l'opération  ab  n'est  plus  complètement  uniforme,  même 
pour  b  entier;  car,  le  résultat  ne  changeant  pas  soit  lorsqu'on  mul- 
tiplie a  par  une  des  racines  £iemes  de  l'unité,  soit  lorsqu'on  aug- 
mente b  d'un  multiple  quelconque  de  — = 5  a6  prend  la  même 

valeur  pour  des  valeurs  différentes  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux 
termes.  Il  en  résulte  que  les  deux  opérations  inverses  \/c  et  logrtc 
ne  sont  pas  uniformes. 

§  iv. 

PROPRIÉTÉS    DES    OPÉRATIONS    ASSOCIATIVES. 

18.  Les  opérations  fondamentales  que  nous  aurons  à  étudier 
étant  généralement  associatives,  nous  allons  examiner  les  princi- 
pales propriétés  qui  découlent  de  l'associativité,  jointe  ou  non  à  la 
commutativité. 

Nous  appellerons  module  d'une  opération  ~  un  objet  m  qui, 
combiné  par  l'opération  ~  avec  un  objet  quelconque  a,  donne 
pour  résultat  l'objet  a  lui-même,  de  sorte  que  l'on  ait,  quel  que 
soit  a, 

(  5  )  a  —  m  =  a. 

Pour  l'addition,  m  =  o  ;  pour  la  multiplication,  ni  =  i. 

19.  On  a,  l'opération  ->  étant  supposée  associative, 

a  —  { m  ~  b)  =  (a  ~  m)  ~  b  =  a  -  b  : 
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d'où,  en  supposant  l'opération  —  complètement  uniforme, 

m  —  b  =:  b  ; 

donc  l'équation  (5),  jointe  aux.  propriétés  d'associativité  et  d'uni- 
formité complète,  entraîne  l'équation 

(6)  m  —  a  —  «, 

c'est-à-dire  que  la  propriété  du  module  subsiste,  qu'on  le  prenne 
pour  premier  terme  ou  pour  second  terme  de  la  combinaison. 

20.  Si  l'on  désigne  maintenant  par  -  l'opération  inverse  rela- 
tive au  premier  terme  et  définie  par  la  première  équation  (i),  c'est- 
à-dire  telle  que  l'on  ait 

(7)  b  =  c  —  a  —  [a  —  b)  —  a, 

il  viendra  (6) 

( 8 )  a  —  m  =  [m  —  a)  —  m  —  a  ; 

donc  le  module,  combiné  avec  a  par  l'opération  inverse  —,  re- 
produit encore  a. 

Il  en  serait  de  même  si  l'on  considérait  l'autre  opération  in- 
verse i. 

21.  D'après  l'identité  (7),  on  a,  en  vertu  de  (5), 

[a  -»  m  )  —  a  =  m  =  a  —  a  ; 

donc  on  obtient  le  module  d'une  opération  —  en  exécutant  l'opé- 
ration inverse  ~  sur  un  objet  quelconque  combiné  avec  un  objet 
identique  à  lui.  Par  exemple,   pour  l'addition,  ?ii  =  a  —  «  =  o; 

pour  la  multiplication,  m=  —  =  1. 
11  a 

22.  Nous  venons  de  voir  que  chacune  des  trois  combinaisons 
a~j?i,  m^a,  a  —  m  se  réduit  à  a.  Il  reste  à  examiner  la  combi- 
naison m  — a,  qui  n'a  plus  la  même  propriété.  Nous  appellerons  le 
résultat  de  cette  combinaison  Yobjet  réciproque  de  l'objet  a,  et 
nous  le  représenterons  par  la  notation 
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Pour  l'addition,  l'objet  réciproque  de  a  sera  o  —  a  =  —  a  ;  pour  la 

multiplication,  ce  sera  -■ 
1  a 

On  tire  de  là,  par  la  seconde  identité  (2), 
a  —  a  =  a  —  [m  —  a)  =  m. 

23.  Les  deux  objets  a  et  a  sont  en  relation  de  réciprocité  mu- 
tuelle. En  effet,  en  posant 


m  —  a  =  x. 


il  en  résulte,  par  définition, 


m  =  a  —  x. 


et  par  suite,  en  opérant  par  a—    sur  les  deux  membres,  et  ayant 
égard  à  la  propriété  associative  de  l'opération  ~, 

a  —  m  =  a  —  (  a  —  x  )  =  [  a  —  (  7/z  —  a  )  ]  —  x, 

ou,  en  vertu  de  la  seconde  identité  (2)  et  des  égalités  (5)  et  (6), 

a  =  .#  =  m  ~  «. 
On  conclut  de  là 

a  —  a  =  «'-  (_m  s  a )  =1  }n  =z  a  *-  a. 

L'opération  ~,  faite  sur  deux  objets  réciproques,  est  donc  com- 
mutative. 

24.   L'introduction  des   objets  réciproques  permet  de  changer 
une  opération  dans  son  inverse.  En  effet  : 

i°  Si  l'on  pose  a-b  =  x,  on  en  conclut,  par  définition, 

(9)  a=b~.x, 

d'où,  l'opération-  étant  supposée  associative, 

b  —  a  =  b  ~  (  b  ~  x  )  =  (  6  —  &  )  —  x  =  m  ~  .r  =  x  ; 
donc 

(10)  a~b  =  ï}~  a, 

et  réciproquement,  en  échangeant  entre  elles  les  lettres  a  et  b, 
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puis  remplaçant  a  par  l'objet  réciproque  a, 

(il]  a  —  b  =  b  —  a. 

Si  l'opération  ~  est  commutative,  on  a,  de  plus, 
(12)  a^  b  =  a  <-»  6,      a  -^  b  =  a  ^  b. 

i°  De  l'égalité  (9)  on  tire 
(  1 3  )  a~;c=(è~a;)~a:  =  ô~(a:''-»;rJ  =  ô~TO  =  é, 

d'où 

x  ■=  b  ~  «; 

donc  a^b  et  &  —  a  sont  deux  objets  réciproques. 
3°  Des  égalités  précédentes  on  tire  les  suivantes  : 


(  1 4  )  a—b=b~az=:b-^a=a^b; 

donc  les  deux  objets  a ~b  et  è'- a  sont  égaux   au    réciproque    de 
a~b. 

1 

.  .      .  a  F     i  1 

Ainsi  —  =  —■—=.—• 
b  b    a         ab 

Si  l'opération  -  est   commutative,   les    égalités    (14)    donnent 

encore 

a  -*  b  ■=.  a  —  b, 

c'est-à-dire  que  l'on  obtient  l'objet  réciproque  de  a-b  en  rem- 
plaçant a  et  b  par  leurs  réciproques. 

A  l'aide  de  la  notation  des  objets  réciproques,  on  pourra  main- 
tenant remplacer  partout  l'opération  inverse  —  par  l'opération  di- 
recte —,  que  nous  supposons  associative,  ce  qui  permet  de  ra- 
mener le  calcul  des  opérations  inverses  à  celui  des  opérations 
directes. 

25.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  l'opéra- 
tion directe  -,  pratiquée  sur  une  série  d'objets 

(A)  a,   b,   c,    .  .  ., 
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était  toujours  possible,  et  donnait  pour  résultat  un  objet  apparte- 
nant à  cette  même  série,  que  nous  appellerons  la  série  directe. 

Mais  il  pourra  bien  se  faire  que  l'opération  inverse  ne  soit 
pas  toujours  possible  aux  mêmes  conditions.  Par  exemple,  si  la 
série  (A)  se  compose  des  nombres  positifs  et  entiers,  les  résultats 

des  opérations  a  — b  et  j  pourront  bien  ne  pas  être  exprimables 

par  les  nombres  de  cette  série. 

L'opération  inverse  -  sera,  dans  ce  cas,  impossible ,  à  moins 
que  ne  l'on  puisse  ajouter  à  la  série  (A)  une  série  complémentaire, 
et  que  les  opérations,  directe  et  inverse,  ne  puissent  être  généra- 
lisées de  manière  à  s'appliquer  aux  objets  de  la  nouvelle  série,  et 
à  faire  passer  d'une  série  à  l'autre.  C'est  à  cette  condition  que  la 
définition  des  objets  réciproques,  donnée  au  n°  22,  peut  être 
acceptable  dans  tous  les  cas. 

26.  Supposons  que  l'opération  directe,  ainsi  généralisée,  con- 
serve sa  propriété  associative,  ce  que  l'on  devra  vérifier  dans  chaque 
cas  particulier.  Dès  lors  toutes  les  formules  établies  jusqu'ici  et 
fondées  sur  cette  propriété  continueront  à  subsister. 

En  particulier,  il  résulte  du  numéro  précédent  que  les  deux 
objets  a^b  et  b^a  seront  encore  réciproques  l'un  de  l'autre. 

Si  donc  l'une  de  ces  opérations  est  exécutable  au  moyen  des 
objets  de  la  série  directe  (A),  l'autre  opération  conduira  à  un  objet 
de  la  série 


À) 


formée  avec  les  objets  réciproques  de  ceux  de  la  première,  et  que 
nous  appellerons  la  série  réciproque. 

S'il  en  est  ainsi,  toutes  les  égalités  des  nos  23  et  24  auront  lieu 
pour  l'ensemble  des  séries  (A),  (AJ,  et  l'on  pourra,  en  remplaçant 
un  objet  de  l'une  par  son  correspondant  dans  l'autre,  transformer 
toute  opération  dans  l'opération  inverse. 
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§    V- 
DE    LA    PROPRIÉTÉ    DISTRIBUTIVE. 

27.  Si  nous  supposons  l'opération  ~  complètement  distribu- 
live  [43]  relativement  à  l'opération  f ,  on  aura  alors 

[a  j:  b)  ~  [e  f  d)  =  [a  ~  (c f  d)]  f  [b  ~  [c  f  d)] 

=  l{a~c)\[a~d)]\[[b~c)\{b~d)] 

=  {[a\b)~c]\[[a\b)~d] 

=  [{a~c)ï[b~c)}\[[a~d)\[b~d)l 

et,  pour  que  ces  diverses  formes  du  résultat  s'accordent  entre  elles, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'opération  \  soit  associative  et  commuta- 
tive.  On  obtient  dans  ce  cas,  pour  la  combinaison  des  opéra- 
tions ~  et  -f-,  une  règle  qui  contient  comme  cas  particulier  la 
règle  de  la  multiplication  des  polynômes. 

28.  Considérons  maintenant  les  objets  de  la  série  (A),  réci- 
proque de  (A)  par  rapport  à  l'opération  \  (*).  En  faisant  b  =  a 
dans  l'égalité 

[a  -f-  b)  ~  c  =  (a*-  c)  -f  [b  ->  c ) , 
il  vient  [23],  p.  étant  le  module  de  l'opération  f , 

[a  -f-  a)  —  c  =z  (a~c)^(<z  —  c)  =  a~  c, 

et,  si  l'opération  ~  est  telle  que  l'on  ait  (2) 

(  1 5  )  p  ~  c  =  p., 

on  en  conclura 

(tf'-c)  -f-  \a  —  c)  ~—  p, 

d'où,   en  désignant  par   \  l'opération    inverse   de  f ,    et   opérant 


(')  Par  exemple,  si  -f  est  le  signe  -+-  de  l'addition,  la  série  (a)  sera  la  série  des 
quantités  négatives. 
( s )  Pour  -|  =  -f-  et  ~  =  X,  on  a  p.  =  o ,  et  alors  j*~c=o  =  /*,  «~/*  =  o  =  /x. 
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par  -[(a-c)  sur  les  deux  membres,  il  vient  [16  et  22] 

(ï6)  â~c  =  p]r[a~c)  =  a~c, 

c'est-à-dire  que  a  ~  c  est  l'objet  réciproque  de  a  ~  c  par  rapport 
à  l'opération  \. 

Posant  de  même  c  =  b  dans  l'égalité 

et  admettant  que  l'opération  -  soit  telle  que  l'on  ait  ( (  ) 
(17)  a~f*  =  p, 

on  trouvera 


(ig)  a-  b  =  a  —  b, 

c'est-à-dire   que  a~b  est  le  réciproque  de  a~b. 

Enfin  on  a,  dans  l'hypothèse  de  la  distributivité  complète,  à 
cause  des  relations  (16)  et  (18),  et  en  admettant  les  égalités  (i5) 
et  (17), 

{a\a)~[b\V)  =p~p  =  > 

=  {a~b)\  {a~b)\{~~a~b)\{a~ï) 
=  {a~b)\  [a~b)  f  («~ô)  f  (â  ~  è) 


d'où,  en  opérant  par  \(a~b), 


a^b  =  p\-(a^b}=a~b. 
Exemples  : 

«X  (—  c)=—  (aXc), 
(—  a)  X  ( —  b)  =a>C.b. 

29.  Les  principes  précédents  permettront  de  traiter  la  combi- 
naison de  l'opération  f  avec  l'opération  ~  inverse  de  l'opération 

(')  Pbirla  note  précédente. 
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associative  et  distributive  ~.  Il  suffira,  pour  cela,  de  remplacer 
l'opération  inverse  ~  par  l'opération  directe  ~,  au  moyen  des 
formules  du  n°  24,  de  manière  à  n'introduire  que  des  opérations 
associatives. 

En  particulier,  si  l'opération  ~  est  commutative,  on  aura 
[24  et  23],  en  désignant  par  b,  d  les  réciproques  de  b,  d  par  rap- 
port à  l'opération  -, 

=  (b~d~a~ï)j-(b~d~c-d) 

=  [a~d)\{b~c), 

d'où,  en  opérant  par  -  (b-d), 

[a~b)\  [c  ~  d)=[[a~  d)  f  {b  ~  c)]~(b  ~  d), 

formule  qui  contient  la  réduction  des  fractions  au  même  dénomi- 
nateur. 


II.  —  Cours  de  Cale,  infui.,  I. 
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CHAPITRE  IL 

GÉNÉRALISATION  SUCCESSIVE  DE  L'IDÉE  DE  QUANTITÉ. 


§  1- 

DES    QUANTITÉS    AP..ITHMÉTIQUES. 

30.  Pour  qu'un  objet  puisse  être  considéré  au  point  de  vue  de 
la  grandeur  ou  quantité,  et  rentrer  ainsi  dans  le  domaine  des  Ma- 
thématiques, il  faut  d'abord  qu'il  puisse  être  conçu  comme  formé 
de  parties  susceptibles  d'une  définition  commune,  en  vertu  de  la- 
quelle elles  soient  regardées  comme  de  nature  homogène. 

Une  quantité  peut  se  former  au  moyen  de  quantités  de  même 
nature,  de  deux  manières  différentes  :  soit  par  la  réunion  de  quan- 
tités individuelles  identiques  entre  elles  (  '  )  et  pouvant  se  compter , 
c'est  alors  une  quantité  discrète  ou  numérique;  soit  par  l'accroisse- 
ment continu  d'éléments  homogènes  et  divisibles  à  l'infini,  c'est 
alors  une  quantité  concrète  ou  continue. 

31.  L'étude  mathématique  des  quantités  discrètes  se  ramène  à 
celle  de  leur  loi  de  formation  au  moyen  de  leurs  éléments.  Cette 
loi  s'appelle  nombre,  et  chacun  des  éléments  s'appelle  unité.  Une 
quantité  discrète  est  considérée  comme  entièrement  connue,  quand 
on  connaît  son  unité  et  le  nombre  des  unités  qu'elle  contient. 

La  seule  hypothèse  que  la  théorie  des  quantités  discrètes  puisse 
emprunter  à  l'expérience,  et  qui  comporte  un  certain  arbitraire,  est 
celle  de  Végalité  des  diverses  unités  [30].  Cette  égalité  admise,  la 
comparaison  des  quantités  discrètes  et  leur  transformation  les  unes 


(')   C'est-à-dire  satisfaisant  chacune   à   la   définition    générale  de  leur  ensemble. 
Ainsi  deux  animaux  et  trois  arbres  formeront  un  ensemble  de  cinq  êtres  organisés. 
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dans  les  autres  se  ramènent,  avec  une  certitude  complète,  à  la 
comparaison  et  à  la  transformation  des  nombres  qui  les  représen- 
tent, c'est-à-dire  des  opérations  à  l'aide  desquelles  chacune  est 
formée  par  l'agglomération  de  ses  éléments  ou  unités. 

Ainsi,  dans  la  science  qui  a  pour  objet  l'étude  des  quantités  dis- 
crètes, dans  Y  Arithmétique,  on  opère  toujours  sur  des  abstractions, 
sur  des  symboles  d'opérations,  les  nombres,  sans  avoir  égard  à  la 
nature  spécifique  des  unités  et  des  quantités  qui  en  sont  formées. 
Ces  symboles  se  combinent  suivant  des  lois  simples  et  rigoureuses, 
reposant  entièrement  sur  l'hypothèse  de  l'égalité  des  unités. 

Les  calculs  de  l'Arithmétique  s'appliquent  non-seulement  aux 
quantités  essentiellement  discrètes,  composées  d'individus  indivi- 
sibles, mais  encore  aux  valeurs  des  quantités  continues  qui  peu- 
vent être  formées  par  la  multiplication  d'une  même  unité,  et  par 
suite  exprimées  par  des  nombres  proprement  dits. 

Les  lois  qui  président  à  la  combinaison  des  opérations  de  l'A- 
rithmétique sont  ce  que  nous  avons  appelé  leurs  propriétés  com- 
binatoires  [5]. 

32.  De  ce  que  les  diverses  unités  d'une  même  quantité  peuvent 
se  remplacer  mutuellement,  résultent  immédiatement  les  propriétés 
combinatoires  de  l'addition,  lesquelles  peuvent  s'exprimer  parles 
formules  suivantes  : 

i°  Si  l'on  a  a  =  a'  et  b  =  b',  il  en  résulte  a-r-  b  =  a!  -+-  b'.  L'ad- 
dition est  une  opération  uniforme . 

2°  a  ■+•  b  =  b  -+-  a.  L'addition  est  une  opération  commutative. 

3°  (a  --h  b)  ■+-  c  =  a  -h  (b  ■+-  c).  L'addition  est  une  opération  asso- 
ciative. 

4°  a  -+-  o  ==  a.  Si  l'un  des  termes  s'évanouit,  la  somme  se  réduit 
à  l'autre  terme;  autrement  dit,  le  module  de  l'addition  [18]  est 
zéro  (  '  ). 

33.  La  multiplication  étant  une  addition  de  quantités  égales,  on 
déduit  des  propriétés  de  l'addition  celles  de  la  multiplication  : 

i°  Pour  a  =■  a'  et  b  =  b',  on  a  a  X  b  =  a'  X  V .  La  multiplica- 
tion est  uniforme. 


(')  Cela  revient  à  dire  qu'une  quantité  est  considérée  comme  nulle  et  représentée 
par  zéro,  quand  son  addition  à  une  autre  quantité  n'altère  pas  celle-ci. 

2. 
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2°  (a  -+-  b)  X  c  =  (a  X  c)  -+-  (b  X  c).  Elle  est  distrïbutive  rela- 
tivement à  l'addition. 

3°  axb  =  bx  a.  Elle  est  commutatwe. 

4°   (axb)xc  =  aX  (b  X  c).  Elle  est  associative. 

5°  a  X  o  =  o.  Si  l'un  des  facteurs  s'annule  (  '  ),  le  produit  s'an- 
nule. 

6°  a  X  i  =  ci.  Si  l'un  des  facteurs  est  égal  à  l'unité,  le  produit 
se  réduit  à  l'autre  facteur  ;  le  module  de  la  multiplication  est  l'unité. 

C'est  uniquement  sur  ces  propriétés  que  sont  fondées  les  règles 
de  l'addition  et  de  la  multiplication,  sans  que  l'on  ait  autrement  à 
s'occuper  de  la  signification  de  ces  opérations  et  de  leurs  effets. 

34.  L'addition  et  la  multiplication,  étant  des  opérations  com- 
mutatives,  ont  chacune  une  seule  opération  inverse.  Elles  sont 
complètement  uniformes  [17],  et  par  suite  leurs  opérations  inverses, 
la  soustraction  et  la  division,  sont  uniformes. 

L'élévation  aux  puissances  est  aussi  complètement  uniforme,  et 
ses  deux  opérations  inverses,  l'extraction  des  racines  et  la  déter- 
mination des  logarithmes,  sont  uniformes. 

35.  Mais,  tandis  que  les  opérations  directes,  effectuées  sur  des 
nombres  entiers,  sont  toujours  possibles  et  donnent  pour  résultat 
d'autres  nombres  entiers,  il  n'en  est  pas  de  même  des  opérations 
inverses. 

La  soustraction  est  impossible  et  n'a  aucun  sens,  au  point  de 
vue  de  la  grandeur  absolue,  lorsque  le  terme  soustractif  est  le  plus 
grand  des  deux. 

La  division  n'est  pas  possible,  le  plus  souvent,  si  l'on  ne  fait 
usage  que  de  la  série  des  nombres  entiers.  Elle  devient  possible 
si  les  unités  sont  considérées  comme  divisibles  elles-mêmes  en  un 
nombre  quelconque  de  parties  égales. 

36.  La  divisibilité  de  l'unité  permet  d'insérer,  entre  les  termes 
de  la  série  des  grandeurs  exprimées  par  les  nombres  entiers,  une 
infinité  d'autres  grandeurs,  formées  par  la  double  opération  de  la 
multiplication  et  de  la  division  de  l'unité. 


(')  Le  zéro  étant  défini  par  la  note  précédente. 
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On  prouve  d'abord  que  ces  deux  opérations  sont  commutatives 
entre  elles. 

La  loi  de  formation  de  ces  grandeurs  intermédiaires,  exprimée 
au  moyen  de  deux  nombres,  un  multiplicateur  et  un  diviseur,  est 
considérée,  par  généralisation,  comme  étant  un  nombre  d'une  nou- 
velle espèce,  comprenant,  comme  cas  particulier,  le  nombre  entier. 
On  appelle  un  tel  nombre  un  nombre  fractionnaire  ou  une  fraction. 

Le  module  de  la  multiplication  étant  l'unité,  les  fractions,  telles 

que  -5  -5  yi  ••'■>  exprimant  l'opération  inverse  de  la  multiplica- 
tion, pratiquée  sur  le  module  i,  forment  [26]  la  série  des  quantités 
réciproques  des  nombres  entiers  2 ,  3 ,  4  >  •  •  •  •  Au  moyen  de  ces 
quantités  réciproques,  on  peut  changer  toute  division  en  une  mul- 
tiplication, et  vice  versa. 

37.  L'avantage  qu'il  y  a  à  exprimer  dans  un  même  énoncé  les 
règles  pour  la  résolution  des  questions  analogues,  posées  sur  des 
nombres  entiers  et  sur  des  nombres  fractionnaires,  a  conduit  à 
étendre  aux  fractions  les  dénominations  des  opérations  définies 
pour  les  nombres  entiers,  en  généralisant  convenablement  leur  dé- 
finition. Ces  nouvelles  opérations,  conformément  au  principe  de 
permanence ,  contiennent  les  premières  comme  cas  particuliers  ; 
de  plus,  elles  jouissent  des  mêmes  propriétés  combinatoires;  donc 
les  formules  algébriques,  établies  pour  les  nombres  entiers,  sub- 
sisteront encore  quand  on  remplacera  les  entiers  par  des  fractions. 

38.  L'élévation  aux  puissances  entières  d'un  nombre  entier  ou 
fractionnaire  est  toujours  possible.  Au  contraire,  les  deux  opéra- 
tions inverses,  celles  qui  conduisent  aux  racines  et  aux  logarithmes, 
sont  le  plus  souvent  impossibles,  tant  que  l'on  ne  considère  que 
les  entiers  et  les  fractions,  c'est-à-dire  les  nombres  commensurables 
avec  l'unité. 

Mais,  s'il  n'existe  aucun  nombre  commensurable  x  tel  que  l'on 
ait  xm—a,  on  pourra  trouver,  du  moins,  une  suite  de  nombres, 
x',  x",  . . .,  commensurables  avec  l'unité,  et  tels  que  x'm,  x"m,  ... 
finissent  par  différer  de  a  aussi  peu  que  l'on  voudra.  On  appellera 
ces  nombres  des  valeurs  approchées  de  la  racine  micme  de  a. 

39.  Si  l'on  choisit,  pour  représenter  les  nombres  entiers  ou  frac- 
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tionnaires,  des  valeurs  d'une  grandeur  continue,  d'une  distance 
rectiligne  par  exemple,  formées  avec  l'unité  de  cette  grandeur  sui- 
vant la  loi  exprimée  par  ces  nombres,  on  pourra  représenter  de 
cette  manière  le  nombre  a,  les  valeurs  approchées  de  sa  racine  miemc 
x',  x",  ...,  et  les  mièmcs  puissances  de  ces  valeurs  x'm,  x"m,  ....  Si 
l'on  porte  ces  dernières,  ainsi  que  a,  sur  une  même  direction  à 
partir  d'une  même  origine,  et  qu'on  en  fasse  autant  pour  x',  x",  ..., 
tandis  que  les  extrémités  de  x'm,x"m,  ...  s'approcheront  aussi  près 
que  l'on  voudra  de  l'extrémité  de  a,  les  extrémités  de  x',  x",  . . . 
tendront  vers  une  limite,  qu'elles  détermineront  avec  une  approxi- 
mation indéfinie.  Cette  limite,  tant  au  point  de  vue  de  la  pratique 
qu'à  celui  de  la  théorie,  est  considérée  comme  déterminée  quand 
on  connaît  la  loi  de  formation  de  ses  valeurs  indéfiniment  appro- 
chées. 

La  loi  de  formation  de  x  au  moyen  de  l'unité,  déterminée  par  la 
loi  de  formation  de  ses  valeurs  approchées,  est,  par  une  nouvelle 
généralisation,  considérée  comme  un  nombre,  que  l'on  désigne 
sous  le  nom  de  nombre  incommensurable,  c'est-à-dire  de  loi  de 
formation  au  moven  de  l'unité  d'une  quantité  incommensurable 
avec  cette  unité. 

40.  Nous  verrons,  en  traitant  de  la  théorie  des  limites,  que  les 
opérations  exécutées  sur  les  valeurs  approchées  donnent  des  ré- 
sultats qui,  représentés  par  les  valeurs  d'une  grandeur  continue, 
tendront  vers  une  limite  égale  au  résultat  qu'aurait  l'opération 
concrète  correspondante,  exécutée  directement  sur  la  valeur  qui 
représente  la  limite  "\/a.  Par  exemple,  les  cubes  construits  sur  les 
lignes  qui  représentent  les  valeurs  approchées  de  sji,  tendront 
indéfiniment  vers  le  cube  construit  sur  la  diagonale  du  carré  de 
l'unité  de  longueur. 

On  conclut  de  là  que  l'on  peut  considérer  les  opérations  comme 
s'appliquant  aux  nombres  incommensurables  eux-mêmes,  et  le 
principe  des  limites  nous  montrera  que  ces  opérations  conservent 
les  propriétés  des  opérations  sur  les  nombres  commensurables. 

On  est  conduit  à  assimiler  les  racines  et  les  puissances  des  ra- 
cines à  des  puissances  fractionnaires,  et  à  généraliser  ainsi  le  calcul 
des  exposants.  On  passe  de  là  à  la  considération  des  exposants  in- 
commensurables. 
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41 .  Ayant  comblé  par  ce  moyen  toutes  les  lacunes  qui  existaient 
dans  la  suite  des  nombres  commensurables,  on  pourra  désormais 
considérer  la  série  des  nombres,  tant  commensurables  qu'incom- 
mensurables, comme  formant  une  suite  continue,  pouvant  repré- 
senter la  loi  de  formation  de  toute  valeur  d'une  grandeur  continue 
au  moyen  de  son  unité. 

On  démontre  alors  que,  si  l'on  fait  varier  l'exposant  d'une  puis- 
sance d'une  manière  continue,  la  puissance  varie  pareillement  d'une 
manière  continue.  De  là  la  possibilité  d'exprimer  tout  nombre  plus 
grand  ou  plus  petit  que  l'unité  par  une  puissance  convenable  d'un 
nombre  arbitraire  appelé  base,  respectivement  plus  grand  ou  plus 
petit  que  l'unité.  L'exposant  de  cette  puissance  est  le  logarithme 
du  nombre  donné  par  rapport  à  la  base  choisie. 

42.  L'introduction  des  nombres  fractionnaires  et  des  nombres 
ncommensurables  permet  maintenant  de  représenter  par  des  sym- 
boles numériques  non-seulement  les  quantités  discrètes,  mais  en- 
core les  quantités  continues,  considérées  comme  formées  par  la 
réunion  d'unités  de  leur  espèce,  ou  de  parties  aliquotes  de  cette 
unité,  ou  comme  limites  de  quantités  commensurables  formées  de 
cette  manière.  L'unité,  à  la  différence  de  celle  des  quantités  dis- 
crètes, est  ici  entièrement  arbitraire,  et  toute  relation  dans  laquelle 
cette  unité  n'a  pas  été  particularisée  doit  être  nécessairement  ho- 
mogène. 

43.  Mais  les  généralisations  de  la  notion  de  nombre  introduites 
jusqu'ici  sont  encore  insuffisantes,  en  s'en  tenant  même  aux  opé- 
rations purement  arithmétiques  et  toujours  exécutables.  Ainsi  la 
division  de  deux  puissances  d'un  même  nombre  l'une  par  l'autre 
est  toujours  possible,  tandis  que  la  règle  de  la  soustraction  des  ex- 
posants, applicable  au  cas  où  l'exposant  du  dividende  est  le  plus 
grand,  ne  peut  plus  servir  au  cas  où  cet  exposant  est  le  plus  petit. 
Il  résulte  de  là  que,  pour  une  base  plus  grande  que  l'unité,  les 
nombres  moindres  que  l'unité  n'ont  pas  de  logarithmes,  à  moins 
que  l'on  ne  change  dans  ce  cas  la  définition  du  logarithme,  ce  qui 
présenterait  de  graves  inconvénients. 

On  écarte  ces  inconvénients  et  d'autres  analogues,  qui  se  ren- 
contreraient dans  l'application  du  calcul  aux  grandeurs  continues, 
par  une  nouvelle  généralisation  de  la  notion  de  quantité,  consistant 
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dans  l'introduction  des  quantités  négatives,  ou,  plus  exactement, 
par  l'incorporation  de  l'idée  de  direction  dans  le  symbole  repré- 
sentatif de  la  grandeur. 

§  II- 

DES    QUANTITÉS    ALGÉBRIQUES     RÉELLES.    REPRÉSENTATION     ANALY- 
TIQUE    DES     POINTS     D'UN     ESPACE    A    UNE     DIMENSION. THÉORIE 

DES    QUANTITÉS    NÉGATIVES. 

44.  Les  différents  états  d'une  grandeur  arithmétique  peuvent 
être  représentés  par  les  distances  des  divers  points  d'une  droite, 
indéfinie  dans  un  seul  sens,  à  son  point  initial  pris  pour  origine. 
La  valeur  numérique  de  chaque  distance  sera  la  cote  du  point 
correspondant. 

A  l'addition  arithmétique  de  deux  cotes  a,  b  (fig.  i)  correspond 

Fig.  i. 


une  opération  géométrique,  qui  consiste  à  porter  la  longueur 
OB  =  b  à  partir  de  l'extrémité  A  de  OA  =  a,  dans  le  sens  Ox  des 
longueurs  croissantes,  ce  qui  donne  la  somme 


OC  =  a -h  b  =  c. 


A  l'opération  inverse  de  l'addition,  c'est-à-dire  à  la  soustraction, 
correspondra  une  opération  géométrique  (fig-  2)   qui  consiste  à 

Fig.  2. 


porter  la  quantité  à  soustraire  b  à  partir  de  l'extrémité  A  de 
OA  =  a,  dans  le  sens  contraire  de  celui  des  longueurs  croissantes, 
ce  qui  donne  la  différence 


OC  =  a  —  b  = 
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Si  la  quantité  à  soustraire  b  était  plus  grande  que  a,  la  con- 
struction géométrique  montrerait  Y  impossibilité  de  l'opération, 
l'extrémité  C  de  la  longueur  AC  =  b  tombant,  dans  ce  cas,  au  delà 
de  l'extrémité  O  de  la  ligne  Ox  et,  pour  ainsi  dire,  dans  le  vide, 
et  la  ligne  Ox  n'ayant  plus,  à  gauche  du  point  O,  aucune  place 
pour  recevoir  cette  extrémité  C. 

45.  Considérons  maintenant  une  série  de  points,  formant  un  es- 
pace à  une  dimension,  indéfini  dans  les  deux  sens.  On  pourra  re- 
présenter par  une  telle  série  toute  espèce  de  quantité  variable  à 
l'infini  dans  deux  sens  opposés,  c'est-à-dire  tout  système  de  deux 
séries  de  grandeurs  se  faisant  suite  l'une  à  l'autre  sans  interrup- 
tion, et  telles  que  la  même  opération  qui  accroît  les  grandeurs  de 
l'une  des  séries  fasse  décroître  celles  de  l'autre,  et  puisse  faire 
passer  d'une  manière  continue  de  l'une  des  séries  à  l'autre. 

Outre  les  grandeurs  géométriques,  on  peut  citer  comme  exem- 
ples de  pareilles  séries  indéfinies  dans  les  deux  sens  la  température, 
l'état  électrique  d'un  corps,  l'état  de  fortune  d'après  le  doit  et 
l'avoir,  etc. 

Il  s'agit,  dans  ce  cas,  de  déterminer  la  position  d'un  point  dans 
une  série  de  cette  espèce.  Cette  détermination  n'est  plus  identique 
avec  une  simple  détermination  de  grandeur,  comme  dans  le  cas 
d'une  série  indéfinie  dans  un  seul  sens;  mais  on  peut  la  ramener  à 
une  détermination  de  grandeur  en  y  joignant  une  indication  de  di- 
rection. 

Pour  cela,  prenons  pour  origine  un  point  de  la  ligne,  générale- 
ment arbitraire.  Chaque  point  de  la  ligne  sera  alors  déterminé 
quand  on  connaîtra  :  i°  sa  distance  à  l'origine;  i°  le  sens  dans  le- 
quel on  devra  porter  cette  distance  à  partir  de  l'origine.  La  cote 
de  chaque  point  se  composera  donc  d'un  nombre  accompagné  d'un 
signe  de  direction. 

46.  Si  l'on  s'avance,  à  partir  d'un  point  A,  dans  le  sens  OAz, 
d'une  certaine  quantité  AC  =  b,  la  cote  du  point  obtenu  C  sera  la 
somme  a-\-b  des  longueurs  OA,  AC,  affectée  du  même  signe  de 
direction  que  OA. 

Si  l'on  porte,  à  partir  de  l'extrémité  A  de  a,  la  longueur  OB  =  Z> 
en  sens  contraire  de  la  direction  OA,  et  que  l'extrémité  de  AC  =  OB 
tombe  du  même  côté  de  O  que  le  point  a  (ce  qui  aura  lieu  lorsque 
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b  sera  <Ca)>  1&  cote  du  point  G  sera,  comme  an   n°  44,  la  diffé- 
rence a  —  b  affectée  du  même  signe  de  direction  que  OA. 

Mais,  si  b  est  >•  a,  l'extrémité  G  tombera  de  l'autre  côté  de  O 
par  rapport  à  A,   et,    l'axe  xOx'  (Jîg.  3)    se  prolongeant    aussi 


Fig.  3. 

b 


de  ce  côté,  l'opération  ne  sera  plus  impossible,  comme  elle  l'eût 
été  dans  le  cas  d'un  axe  prolongé  dans  un  seul  sens.  La  cote  du 
point  G  sera  la  différence  b  —  a  affectée  du  signe  de  direction  con- 
traire à  celui  de  OA. 

On  voit  donc  que,  à  une  seule  et  même  opération  concrète,  cor- 
respondent, pour  la  détermination  des  cotes,  deux  opérations  abs- 
traites, différentes  suivant  la  grandeur  relative  des  deux  quantités 
considérées. 

47.  Pour  éviter  cet  inconvénient  et  n'avoir  qu'une  règle  unique 
à  suivre,  ramenons  le  second  cas  au  premier,  qui  était  le  seul  pos- 
sible pour  les  quantités  arithmétiques.  Donnons  le  nom  de  direc- 
tion positive  à  celle  que  nous  consacrerons  à  la  représentation  des 
quantités  arithmétiques,  et  celui  de  direction  négative  à  la  direc- 
tion opposée.  Appelons  addition  d'une  quantité  b  l'opération  con- 
crète qui  consiste  à  s'avancer  de  la  distance  b  dans  le  sens  positif; 
soustraction  celle  qui  consiste  à  s'avancer  de  la  distance  b  dans  le 
sens  négatif.  Considérons  maintenant  la  cote  d'un  point  unie  à 
son  signe  de  direction,  comme  formant  une  nouvelle  espèce  de 
quantité,  et  appelons  cette  quantité  positive  ou  négative,  d'après 
le  signe  de  direction. 

Cela  posé,  étendons  aux  cotes  mêmes  les  nouvelles  définitions 
de  1  addition  et  de  la  soustraction,  en  appelant,  par  exemple,  addi- 
tion des  cotes  de  deux  points  A  et  B  la  recherche  de  la  cote  du 
point  C  tel  que  OC  =  OA  -+-  OB. 

Si  le  point  A  se  confond  avec  l'origine  O,  alors  a-+-b  =  o-\-b 
sera  égal  a  6  ;  a  —  b  =  o  —  b  sera  désigné  naturellement  par  —  b. 
Ainsi — b  désignera  la  quantité  b,  changée  de  direction,  comme 
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-h  b  désigne  la  même  quantité  prise  avec  sa  direction  primitive. 
On  est  ainsi  conduit  à  prendre  pour  les  signes  de  direction,  que 
nous  avons  laissés  jusqu'ici  indéterminés,  les  signes  -f-  et  —  eux- 
mêmes,  en  affectant  du  signe  -f-  les  quantités  positives,  du  signe  — 
les  quantités  négatives. 

48.  Ces  conventions  établies,  on  en  tire  aisément  les  règles  de 
l'addition  et  de  la  soustraction  algébriques. 

Ainsi  l'addition  de  deux  quantités  de  même  signe  se  fait  en  pre- 
nant la  somme  des  valeurs  numériques,  et  l'affectant  du  signe 
commun. 

La  soustraction  de  deux  quantités  positives  se  fait  en  prenant  la 
différence  des  valeurs  numériques  et  l'affectant  du  signe  du  plus 
grand  terme. 

Zéro  étant  le  module  de  l'addition  [18],  les  quantités  négatives, 
obtenues  en  pratiquant  sur  ce  module  l'opération  inverse  de  l'ad- 
dition, formeront  la  série  des  quantités  réciproques  des  quantités 
positives.  On  pourra  donc,  par  l'introduction  des  quantités  néga- 
tives, transformer  toute  soustraction  en  une  addition,  et  vice 
versa.  Ainsi  l'on  aura,  a  et  b  étant  deux  quantités  quelconques, 
positives  ou  négatives,  et  — a,  —  b  leurs  réciproques, 

a  —  b  =  a  H-  (- —  ft),      a  -+-  b  —  —  ( —  a)  -f-  b  =  a  —  f —  b). 

La  soustraction  se  changeant  ainsi,  par  l'incorporation  du  signe 
—  à  la  quantité  à  soustraire,  en  une  addition,  opération  commuta- 
tive  et  associative,  on  voit  que  rien  n'empêche  plus  d'intervertir 
d'une  manière  quelconque  l'ordre  des  ternies  d'un  polynôme,  quels 
que  soient  les  signes  de  ces  termes,  et  d'appliquer  à  ce  polynôme 
toutes  les  réductions  qui  sont  la  conséquence  de  la  propriété  asso- 
ciative. 

49.  L'addition  et  la  soustraction,  ainsi  généralisées  au  point  de 
vue  algébrique,  satisfont  d'abord  au  principe  de  la  permanence 
des  règles, puisque  les  règles  du  calcul  des  quantités  positives  sont 
identiques  à  celles  du  calcul  des  quantités  arithmétiques. 

L'addition  algébrique  possède,  en  outre,  toutes  les  propriétés  de 
l'addition  arithmétique,  énumérées  au  n°  32;  donc  elle  suivra, 
dans  ses  transformations  et  ses  combinaisons,  exactement  les  mêmes 
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règles  que  l'addition  arithmétique,  de  sorte  que,  dans  les  calculs 
concernant  l'addition  algébrique,   on  pourra  toujours   raisonner 
comme  si  l'on  n'opérait  que  sur  des  grandeurs  arithmétiques. 
Il  en  est  de  même  pour  la  soustraction. 

50.  L'addition  de  m  quantités  égales  à  — a  s'appelle  la  multi- 
plication de  — a  par  m,  et,  d'après  la  règle  de  l'addition,  on  a 


Il  est  facile,  à  l'aide  du  raisonnement  connu,  d'étendre  ce  ré- 
sultat au  cas  où  l'entier  m  est  remplacé  par  un  nombre  fraction- 
naire ou  incommensurable  b,  de  sorte  que  l'on  a  généralement 

(±a)b=db(a.b). 

Pour  que  la  multiplication  soit  commutative  pour  les  quantités 
algébriques  comme  pour  les  quantités  arithmétiques ,  il  faudra 
prendre,  pour  définition  de  la  multiplication  par  un  multiplicateur 
négatif,  l'égalité 

a  [ —  é)  =  ( — ■  l>)a, 

qui  donne  pour  résultat  — (_ab)  dans  le  cas  de  a  positif.  Donc, 
dans  ce  cas,  la  multiplication  par  —  b  consiste  à  multiplier  par 
-+-  b,  puis  à  changer  le  signe  du  produit. 

En  étendant  maintenant  cette  règle  au  cas  de  a  négatif,  il  vient 

(—a)[—b)=—[[—a)\+b)]=—[—ab)=-t-a.b. 

51 .  La  multiplication  des  monômes  étant  ainsi  complètement 
définie,  et  la  règle  des  signes  établie,  on  voit  aisément  que  la  mul- 
tiplication algébrique  est  uniforme  et  associative,  comme  la  multi- 
plication arithmétique,  et  qu'elle  satisfait  comme  elle  aux  deux 
conditions 

a  —  o  —  o,      a  ~  i  =  a. 

Elle  est,  de  plus,  distributive,  comme  on  le  voit  en  considérant 
d'abord  le  cas  d'un  multiplicateur  positif  et  entier,  puis  passant  de 
là  au  cas  d'un  multiplicateur  quelconque.  Cela  résulte  du  raison- 
nement général  que  nous  avons  fait  au  n°  28. 

Donc  la  multiplication  algébrique  est  entièrement  soumise  aux 
règles  de  la  multiplication  des  quantités  arithmétiques,  et  par  con- 
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séquent  on  peut,  dans  l'établissement  des  formules  algébriques, 
raisonner  comme  si  tous  les  résultats  étaient  des  quantités  arith- 
métiques. 

52.  On  voit  de  même  que  la  division  est  soumise  aux  mêmes 
règles  et  jouit  des  mêmes  propriétés  que  pour  les  quantités  arith- 
métiques. 

La  généralisation  de  la  formule 

a{b+c)  -_  abac 

conduit  à  la  considération  des  exposants  nuls  et  négatifs,  comme 
la  généralisation  de  la  formule  ahc  =  (ab)c  a  conduit  [40]  à  la  con- 
sidération des  exposants  fractionnaires.  Ainsi  disparaissent  les  dif- 
ficultés que  nous  avons  signalées  au  n°  43,  et  il  devient  possible 
d'assigner  des  logarithmes  à  tous  les  nombres  positifs,  qu'ils  soient 
plus  grands  ou  plus  petits  que  l'unité. 

53.  Toute  puissance  paire  d'une  quantité  algébrique  (positive 
ou  négative)  est  positive;  toute  puissance  impaire  d'une  quantité 
algébrique  a  le  même  signe  que  cette  quantité.  De  là  résulte  que 
toute  racine  de  degré  pair  d'une  quantité  positive  a  deux  valeurs 
égales  et  de  signe  contraire,  ou,  comme  nous  dirons  plus  briève- 
ment, deux  valeurs  opposées.  Toute  racine  de  degré  impair  a  une 
seule  valeur,  de  même  signe  que  la  quantité  donnée.  Une  racine  de 
degré  pair  d'une  quantité  négative  est  impossible ,  c'est-à-dire 
qu'elle  ne  peut  exister  pour  les  définitions  des  opérations  telles 
qu'elles  ont  été  établies  au  point  de  vue  des  quantités  algébriques. 
C'est  pour  cela  que  l'on  a  donné  à  ces  racines  le  nom  de  quantités 
imaginaires . 

54.  En  général,  en  considérant  les  opérations  au  point  de  vue 
algébrique,  c'est-à-dire  en  leur  donnant  l'extension  correspondante 
à  la  définition  des  quantités  qui  représentent  tous  les  points  d'un 
espace  à  une  dimension,  indéfini  dans  les  deux  sens,  on  peut  éta- 
blir que  : 

Une  équation  algébrique  du  degré  n  a  au  plus  n  racines  et  peut 
n'en  admettre  aucune. 

Tout  nombre  positif  a  un  logarithme,   positif  ou  négatif,  par 
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rapport  aune  base  positive  quelconque.  Un  nombre  négatif  n'a  pas 
de  logarithme. 

Tout  arc,  positif  ou  négatif,  a  un  sinus  positif  ou  négatif. 

A  tout  sinus,  compris  entre  —  i  et  H-  i ,  correspondent  une  infi- 
nité d'arcs.  A  un  sinus  dont  la  valeur  numérique  surpasse  l'unité 
ne  correspond  aucun  arc. 

On  a  des  propositions  analogues  pour  les  autres  fonctions  go- 
niométriques. 

Pour  désigner  d'une  manière  spéciale  les  quantités  positives  et 
négatives  qui  comprennent  comme  cas  particulier  les  quantités 
arithmétiques,  on  leur  donne  le  nom  de  quantités  réelles,  que  nous 
leur  conserverons,  dans  le  cas  même  où  nous  envisagerons  les  opé- 
rations à  un  point  de  vue  plus  général,  qui  modifiera  le  sens  pri- 
mitif des  dénominations  de  réel  et  d'imaginaire. 


§  ni. 

REPRÉSENTATION     DES    POINTS     d'un    ESPACE     A    DEUX     DIMENSIONS    AU 

MOYEN    DES     QUANTITÉS    COMPLEXES.     OPÉRATIONS    ALGÉBRIQUES 

SUR    CES    QUANTITÉS. 

55.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  fixer  la  position 
d'une  inconnue  dans  une  série  double.  Nous  représenterons  cette 
série  double  par  les  divers  points  d'un  espace  à  deux  dimensions, 
c'est-à-dire  d'une  surface,  que,  pour  plus  de  simplicité,  nous  sup- 
poserons plane. 

La  position  d'un  point  A  sur  ce  plan  sera  déterminée  quand  on 
connaîtra  la  grandeur  et  la  direction  d'une  droite  allant  d'un  point 
fixe  O  du  plan  à  ce  point  A. 

La  cote  du  point  A  se  composera  des  deux  nombres  qui  expri- 
meront l'un  la  longueur  de  la  droite  OA,  l'autre  la  grandeur  de 
l'angle  AO.r  que  fait  cette  droite  avec  une  direction  fixe  Ox.  Cette 
cote,  composée  ainsi  de  deux  nombres,  s'appelle  une  quantité 
complexe. 

On  désigne  une  quantité  complexe  soit  par  les  lettres  qui  indi- 
quent les  deux  extrémités,  initiale  et  finale,  de  la  droite  qui  va  de 
l'origine  O  au  point  considéré  A,  soit  par  les  deux  lettres  qui  re- 
présentent, l'une  la  longueur  r  du  rayon  vecteur  OA,  l'autre  la 
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grandeur/?  de  l'angle  que  ce  rayon  fait  avec  la  direction  fixe  Ox, 

cet  angle  étant  compté  dans  un  sens  convenu,  et  la  seconde  de  ces 

lettres  étant  placée  à  droite  et  au  bas  de  la  première.  On  écrira 

ainsi 

OA  ou  rp. 

La  longueur  r  s'appelle  le  module,  l'angle  p  Y  argument  de  la 
quantité  complexe. 

56.  Deux  quantités  complexes  représentent  le  même  point  et 
sont  dites  égales,  lorsqu'elles  ont  des  modules  égaux  et  des  argu- 
ments égaux. 

Réciproquement,  pour  que  deux  quantités  complexes  représen- 
tent le  même  point,  il  faut  nécessairement  qu'elles  aient  le  même 
module;  mais,  comme  l'extrémité  mobile  d'un  rayon  vecteur  de 
longueur  invariable  reprend  la  même  position  toutes  les  fois  que 
le  rayon  a  tourné  autour  de  son  extrémité  fixe  d'un  nombre  entier 
quelconque  de  circonférences ,  les  arguments  de  deux  quantités 
complexes  égales  pourront  différer  entre  eux  d'un  multiple  quel- 
conque de  2  7ï;  donc  l'égalité 

r 

p         P 
entraînera  seulement  les  deux  égalités 

r=zr',     p  =  p' -\-  2  /  77, 

À'  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 

57.  Une  quantité  arithmétique  ou  positive  quelconque  peut  être 
représentée  par  un  segment  pris,  à  partir  de  l'origine,  sur  la  par- 
tie Ox  de  l'axe  fixe;  donc  une  quantité  positive  peut  être  consi- 
dérée comme  une  quantité  complexe  dont  1* argument  est  nul  ou, 
plus  généralement,  multiple  de  la  circonférence,  et  ainsi  on  la  dé- 
signera par  la  notation 

/•0  ou  r2/i_. 

De  même,  une  quantité  négative  peut  être  regardée  comme  une 
quantité  complexe  correspondante  à  un  segment  compté  sur  le  pro- 
longement de  xO  au  delà  de  O,  et  ayant,  par  conséquent,  pour 
argument  7r  ou  un  multiple  impair  de  tt  ;  on  pourra  donc  désigner 
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une  quantité  négative  par 

rr.  ou  /■(,*+!)«. 

On  voit  que  les  quantités  réelles  sont  un  cas  particulier  des 
quantités  complexes,  et  qu'elles  correspondent  aux  points  de  l'axe 
Ox  et  de  son  prolongement. 

58.  De  même  que,  dans  la  théorie  des  quantités  réelles,  on  con- 
sidère comme  toujours  égale  à  elle-même  (en  grandeur  et  en  signe) 
une  droite  de  longueur  invariable  que  l'on  transporte  d'une  ma- 
nière quelconque  le  long  de  son  prolongement  ;  de  même,  dans  la 
théorie  des  quantités  complexes,  nous  considérerons  comme  tou- 
jours égale  à  elle-même  une  figure  plane  que  l'on  transportera  pa- 
rallèlement à  elle-même,  et  d'une  manière  d'ailleurs  quelconque, 
dans  son  propre  plan. 

D'après  cela,  deux  droites  appelées,  dans  le  langage  de  la  Géo- 
métrie ordinaire,  égales  et  parallèles ,  seront  dites  simplement 
égales  lorsqu'on  les  considérera  comme  représentant  des  quantités 
complexes,  ayant  pour  modules  les  longueurs  de  ces  droites,  et 
pour  arguments  les  angles  qu'elles  font  avec  des  parallèles  à  Ox. 

59.  jLddition  et  soustraction  des  quantités  complexes .  —  D'a- 
près la  remarque  du  n°  57,  l'addition  des  quantités  complexes  de- 
vant comprendre  comme  cas  particulier  celle  des  quantités  réelles 
se  fera  en  transportant  le  second  terme  de  la  somme  parallèlement 

Fig.  4. 


à  lui-même,  de  manière  que  son  extrémité  initiale  vienne  coïncider 
avec  l'extrémité  finale  du  premier  terme.  L'extrémité  finale  du  se- 
cond terme  transporté  représentera  la  somme.  Ainsi,  en  menant 
AG  égal  et  parallèle  à  OB  {fig.  4),  on  aura 


OA  -f-  OB  =  OA  +  AC  =  OC. 
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Cette  construction  est  précisément  celle  que  l'on  emploie  clans 
la  composition  des  vitesses  et  des  forces. 

L'addition  ainsi  définie  possède  toutes  les  propriétés  de  l'addi- 
tion arithmétique,  énumérées  au  n°  32.  Elle  est  uniforme,  commu- 
tative  et  associative  ;  de  plus  elle  satisfait  à  la  relation 

a  —  o  =  o, 

pourvu  que  l'on  considère  une  quantité  complexe  de  module  zéro 
comme  étant  égale  à  zéro.  En  effet,  il  est  clair  que  l'addition  d'une 
telle  quantité  à  une  autre  n'altère  en  rien  celle-ci. 

60.  De  la  définition  de  l'addition  découle  immédiatement  celle 
de  la  soustraction.  Si  OC  =  OA  -f-  OB  {fi  g-  5),  on  aura,  par  défi- 
nition, 

OA  =  OC  —  OB. 

La  soustraction  s'opérera  donc,  comme  pour  les  quantités  réelles, 

Fig.  5. 


en  transportant  la  quantité  à  soustraire  OB  parallèlement  à  elle- 
même,  de  manière  que  son  extrémité  finale  coïncide  avec  l'extré- 
mité finale  de  OC.  L'extrémité  initiale  transportée  en  A  représen- 
tera la  différence  OC  —  OB  =  OC  —  AC. 

Cette  construction  est  la  même  que  celle  qui  servirait  à  ajouter 
à  OC  la  quantité  OB'  opposée  à  OB,  c'est-à-dire  obtenue  en  por- 
tant sur  le  prolongement  de  BO  une  longueur  égale  à  BO.  On  peut 
donc  ici,  comme  dans  le  cas  particulier  des  quantités  réelles, 
changer  la  soustraction  en  addition,  en  introduisant,  à  la  place  du 
terme  à  soustraire,  la  quantité  opposée  ou  réciproque.  De  même, 
on  peut  réciproquement  changer  l'addition  d'une  quantité  en  sous- 
traction de  la  quantité  opposée. 

La  quantité  opposée  à  rp  a  pour  argument  p  -\-it,  ou,  plus  gé- 
H.  —  Cours  de  Cale,  infinit.,  I.  o 
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néralement,  p  -f-  (zk -h  i ) tt  ;  donc  la  soustraction  de  rp  équivaut 
à  l'addition  de  rp+r2h+\)T.,  et  réciproquement. 

En  supposant  nul  le  premier  terme  de  la  différence  ou  de  la 
somme,  cette  règle  donne 

rp  —  -+■  rp+{ih+i)~- 

On  change  donc  de  signe  une  quantité  complexe,  en  augmentant 
ou  diminuant  son  argument  d'un  nombre  impair  de  demi-circon- 
férences. 

61.  De  la  construction  de  l'addition  résulte  encore  l'opération 
inverse  de  la  décomposition  d'une  quantité  complexe  suivant  deux 
directions  données  quelconques.  Il  suffira  de  faire  un  parallélo- 
gramme dont  la  quantité  donnée  OC  soit  la  diagonale,  et  dont  les 
côtés  soient  parallèles  aux  deux  directions  données;  ceux  des  côtés 
qui  partiront  de  l'extrémité  initiale  de  OC,  savoir  OA  et  OB,  se- 
ront dits  les  composantes  de  OC  suivant  les  directions  données. 

En  particulier,  on  pourra  prendre  pour  ces  directions  celles  de 
l'axe  Ox  et  une  direction  perpendiculaire  à  cet  axe.  On  obtiendra 
ainsi  les  composantes  rectangulaires  de  la  quantité  rp.  L'une  de 
ces  composantes  aura  pour  module  la  projection  x  de  /'  sur  Ox,  et 
pour  argument  soit  zéro,  soit  7r;  l'autre  aura  pour  module  la  pro- 
jection^ de  r  sur  Oj,  perpendiculaire  à  Ox,  et  pour  argument  - 

ou Ainsi  les  composantes  rectangulaires  de  rp  seront 

,x0      ou      X%,  y%      ou      73  _. 

62.  Pour  ajouter  deux  quantités  rp,  r  de  même  argument,  on 
ajoutera  les  modules  et  l'on  donnera  à  la  somme  l'argument  com- 
mun ;  ainsi 

rp-hrp  =  (r-h?J)p. 

De  même,  pour  7'  ^>  r', 


Pour  que  cette  formule  soit  applicable  au  cas  où  /•  <^  /',  on  devra 
admettre  l'emploi  des  modules  négatifs,  à  la  condition  que  l'on 
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prenne 

(—  r)P=—  irp)  =rp+(2k+lH- 

A  cette  condition,  on  pourra,  dans  l'addition  ou  la  soustraction  des 
quantités  de  même  module,  traiter  les  modules  comme  des  quan- 
tités algébriques  susceptibles  de  signes. 

Si  l'on  a  à  combiner  par  addition  et  soustraction  des  quantités 
toutes  dirigées  suivant  une  même  droite,  les  unes  dans  un  sens,  les 
autres  en  sens  contraire,  et  ayant  pour  arguments  les  unes  p,  les 
autres  p-t-Tt,  on  pourra  commencer  par  les  ramener  toutes  au 
même  argument  p,  en  prenant  négativement  les  modules  correspon- 
dants à  l'argument  p  -f-  iz.  On  opérera  alors  sur  les  modules  d'après 
les  règles  de  l'addition  et  de  la  soustraction  algébriques,  et  l'on 
donnera  au  résultat  l'argument  p. 

63.  D'après  cette  règle,  on  donnera  à  toutes  les  composantes 
rectangulaires  suivant  Ox  [61]  l'argument  zéro,  en  considérant  le 
module  x  comme  positif  ou  négatif  suivant  la  règle  du  n°  48.  Alors 
cette  composante  sera  représentée  dans  tous  les  cas  par  x0,  ou  sim- 
plement par  x,  en  omettant  l'argument  lorsqu'il  est  nul. 

De  même,  l'autre  composante  rectangulaire,  suivant  Oj~,  sera 

toujours  représentée  par  y^  le  module  j  étant  pris  positivement 

i 

dans  la  direction  qui  fait  avec  Ox  l'angle  -\ — >  négativement  dans 

la  direction  opposée. 

Ainsi  la  décomposition  d'une  quantité  complexe  rp  dans  ses 
composantes  rectangulaires  pourra  toujours  être  représentée  par 
l'égalité 

2 

64.  L'addition  de  m  quantités  égales  à  rp  donne  [62] 

[r+r  +  r  -f- ...  )p  =  [m.  r)p\ 

donc,  pour  multiplier  une  quantité  complexe  rp  par  un  entier  po- 
sitif m,  on  multipliera  le  module  par  cet  entier,  en  conservant  l'ar- 
gument. 

De  là,  par  le  raisonnement  connu,  on  passera  au  cas  d'un  multi- 

3. 
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plicateur  positif  quelconque  a,  de  sorte  qu'on  aura,  en  général, 
(i)  77,  X  a—  [a.r)p. 

Si  le  module  r  est  négatif,  il  viendra 

(—  r)p  X  a  =  (  +  r)p+r.  X  a  =  {  +  fl.r)^  =—  («.r),  =  (—  ar)p; 

donc  la  formule  (  1  )  est  encore  vraie  dans  le  cas  d'un  module 
négatif. 

Enfin,  en  étendant  au  cas  d'un  multiplicande  complexe  la  défi- 
nition donnée  au  n°  50  pour  la  multiplication  par  une  quantité 
réelle  négative,  on  aura 

rpX  {—a)=  —  [rpX  (  -f-  «)]  =  —  [a.r)p  =  (rX—  a)p, 

ce  qui  étend  la  formule  (1)  au  cas  d'un  multiplicateur  réel  quel- 
conque. 

65.  D'après  cela,  toute  quantité  complexe  rp  peut  être  considérée 
comme  égale  au  produit  obtenu  en  multipliant  par  son  module  r 
(positif  ou  négatif)  la  quantité  complexe  \p  de  même  argument 
et  ayant  pour  module  l'unité.  Cela  résulte  de  l'identité 

ipX  r=rp. 

Cette  quantité  ip  s'appelle  le  coefficient  de  direction  de  la  quan- 
tité complexe  rp.  Ainsi  toute  quantité  complexe  est  le  produit  de 
son  coefficient  de  direction  par  son  module. 

66.  La  composante  rectangulaire^,  perpendiculaire  à  Ox  [63], 
peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

i:Xj. 

Cette  quantité  1^,  qui  est  le  coefficient  de  direction  correspon- 

I 

clant  à  l'argument  -,  jouant  un  rôle  capital   dans  le  calcul   des 

quantités  complexes,  on  lui  a  donné  un  nom  spécial.  On  l'appelle 
V imité  imaginaire,  et  on  la  représente,  pour  abréger,  par  la  lettre  i. 
Ainsi  l'équation  qui  exprime  la  décomposition  de  rp  en  ses  coin- 
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posantes  rectangulaires  s'écrira  sous  la  forme 

fp  —-  ■*  -+-  ij. 

67.  Si  l'on  a  plusieurs  quantités  complexes  de  même  argument, 
et  par  suite  de  même  coefficient  de  direction, 

rp='ipXr1      r'p  =  ipXr',    ..., 

leur  somme  (r  ■+•/•'-+-■•  .)p  [62]  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

i/,X  (r+r'-K..). 

Il  résulte  de  là  et  des  propriétés  de  commutativité  et  d'associa- 
tivité  de  l'addition  [59]  que  la  somme  de  plusieurs  quantités  com- 
plexes 

rp  =  x  -+-  iy,      rjy  =  x'  -4-  ij 

décomposées  en  leurs  composantes  rectangulaires,  peut  s'obtenir 
en  faisant  la  somme  des  parties  réelles  o:  +  x'  +  ...,  et  la  somme 
des  parties  imaginaires  ir  -h  iy'  -+-  •  •  =ix(/+j'+---),  de 
sorte  que  les  composantes  rectangulaires  de  la  somme 

rp  +  rp  +  ...=  (x+Jjr)  +  (d-\-i/)+...=  [a:-hx'-\-...)+.i[x+jr'-i-...) 

sont  égales  respectivement  aux  sommes  des  composantes  de  même 
nom  des  divers  termes  de  la  somme. 

Pour  qu'une  quantité  complexe  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que 
ses  deux  composantes  rectangulaires  soient  nulles. 

Donc,  pour  que  la  somme  de  plusieurs  quantités  complexes 
soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  de  leurs  composantes 
réelles  soit  nulle,  ainsi  que  la  somme  de  leurs  composantes  imagi- 
naires. 

68.  La  construction  de  la  somme  de  plusieurs  quantités  com- 
plexes se  ramène  à  la  construction  d'un  polygone,  dont  les  côtés 
sont  respectivement  égaux,  parallèles  et  de  direction  conforme  aux 
lignes  qui  représentent  les  diverses  quantités  complexes.  La  somme 
est  représentée  par  la  ligne  qui  ferme  le  polygone. 

La  somme  est  nulle,  quand  le  polygone  se  ferme  de  lui-même. 

Comme  on  peut  prendre  pour  l'axe  Ox  une  ligne  quelconque 

du  plan,  la  condition  établie  au  numéro  précédent  pour  que  la 
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somme  des  quantités  complexes  soit  nulle,  ou  pour  que  le  polygone 
se  ferme,  n'est  autre  chose  que  le  théorème  connu  de  Géométrie, 
que  la  somme  des  projections  algébriques  des  côtés  d'un  contour 
fermé  sur  un  axe  quelconque  est  nulle. 

69.  On  peut  considérer  ip  comme  représentant  un  quelconque 
des  rayons  d'un  cercle  décrit  avec  un  rayon  égal  à  l'unité. 

Les  projections  algébriques  de  ce  rayon  sur  les  axes  rectangu- 
laires Ox  et  Oj-  sont  dites  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'angle  p.  En 
posant  donc,  dans  la  formule  du  n°  66, 

r  =  i ,     x  =  cos/?,     y  =  sin/?, 
on  a 

(  i  )  i  p  =  cosp  +  i  sinp. 

Comme  on  a,  en  général,  x'2-+-y--—  /'2,  on  en  conclut 

cos2/>  -+-  sîn2/»  =  i . 

Pour  ;•  quelconque,  on  a 

rp  —  ip  X  /'=  [cosp  +  i  sinp)  X  r  =  rcosp  -+■  i.  r  s'mp. 

Donc,  en  général,  les  composantes  rectangulaires  de  la  quantité  rp 
ont  pour  expressions  r  cosp  et  r  sinp. 

70.  Soient  a,  b,  c  les  trois  côtés  d'un  triangle;  A,  B,  C  les  angles 
respectivement  opposés  ;  6  l'angle  que  fait  le  côté  AB  =  c  avec  la 
direction  Ox.  Les  trois  côtés  a,  b,  c  seront  les  modules  de 
trois  quantités  complexes,  dont  les  arguments  seront  8  -+-  7r  —  B, 
0+(ir  —  B) -h  (7r  —  c),  9,  et  dont  la  somme  est  nulle.  On  aura 
donc 

AB  -+-  BC  +  CA  =  r0  +  «o+^-b  -+-  ^-Kit-Bj-Ks-O  —  °» 

ou,  en  remarquant  que  71  —  B  —  C  =  A, 

fe  =  ^0-B  +  *8+A« 

En  donnant  à  9  une  suite  de  valeurs  convenables,  on  tirera  de 
cette  égalité  toutes  les  formules  relatives  à  la  résolution  des  trian- 
gles rectilignes,  à  l'addition  des  arcs,  etc. 

1\ .  De  la  construction  qui  donne  [59  et  68]  la  somme  de  deux 
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ou  de  plusieurs  quantités  complexes  il  résulte,  en  vertu  des  pro- 
priétés géométriques  connues,  que  le  module  de  la  somme  et  celui 
de  la  différence  de  deux  quantités  complexes  sont  compris  l'un  et 
l'autre  entre  la  somme  et  la  différence  des  modules  de  ces  quantités, 
et  que  le  module  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  quan- 
tités est  moindre  que  la  somme  des  modules  de  ces  quantités. 

C'est  ce  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  démontrer  analytiquement. 
Le  carré  du  module  de  la  somme  des  quantités 

rp  =  x  H-  iy,      r'p,  =  x  -+-  iy' 

est  égal  [69]  à 

(1)  [x  +  ,r')2-t-  [y  +  y'Y=  >-2+  r'2  -t-2(xx'-hjy). 

On  a  d'ailleurs 

r*r'*={x^f-){x'*+X"-)={xx'  +  n->y+{xy>--x<yy, 

d'où  l'on  conclut  que,  la  valeur  numérique  de  xx'-\-yj'  étant 
moindre  que  celle  des  rr' ,  le  second  membre  de  l'équation  (i)  est 
compris  entre  le  carré  de  r -+-  r'  et  celui  de  /' —  /•'. 

72.  Une  série,  dont  les  tei^mes  sont  des  quantités  réelles,  est 
convergente,  lorsque  la  somme  d'un  nombre  quelconque  À"  de 
termes,  pris  à  la  suite  du  ;ilcmc,  est  infiniment  petite  pour  n  infini- 
ment grand.  Le  même  caractère  de  convergence  s'étend  aussi  aux 
séries  à  termes  complexes,  une  quantité  complexe  étant  dite  infini- 
ment petite ,  lorsque  son  module  est  infiniment  petit. 

Si  nous  représentons  par 


la  série  proposée,  il  faudra  donc,  et  il  suffira,  que  le  module  de  la 
somme 

(  2  )  <»'„  +  i    +  (l'„+2   -+-...  +  ft'„+/, 

soit  infiniment  petit,  quel  que  soit  A,  pour  n  infiniment  grand.  Or 
ce  module  est  moindre  [71]  que  la  somme  des  modules  rR+l,  . . ., 
/•w+a  des  termes  de  la  somme  (2).  Il  en  résulte  que  la  série  (1)  sera 
convergente  lorsque  la  somme 

rn+i  -+-  rll+1  -+■.,.+  /•„+/, 
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sera  infiniment  petite,  c'est-à-dire,  lorsque  la  série 
rt  -h  r2  -h . .  .  4-  rn  -+- .  . . 

des  modules  des  termes  de  la  série  (i)  sera  elle-même  convergente, 
et  cela,  quels  que  soient  les  arguments  des  termes  de  la  série  (i). 
On  voit  aisément  que  la  convergence  d'une  série  complexe  en- 
traîne la  convergence  des  deux  séries  réelles  qui  ont  pour  termes 
soit  les  composantes  réelles,  soit  les  composantes  imaginaires  des 
termes  de  la  série  complexe. 

73.  Multiplication  des  quantités  complexes.  —  Nous  avons  dé- 
fini [64]  la  multiplication  d'une  quantité  complexe  par  une  quan- 
tité réelle,  et  la  règle  que  nous  avons  donnée  pour  exécuter  cette 
opération  revient  à  la  construction  géométrique  suivante. 

Soit  Oi  la  longueur  qui  représente  l'unité,  et  que  nous  porte- 
rons sur  la  partie  positive  de  l'axe  Ox.  Portons  sur  le  même  axe, 
dans  la  direction  correspondante  à  son  signe,  le  multiplicateur  réel 
OA  =  a,  et  soit  OM  =  rp  (fig-  6)  le  multiplicande  complexe.  On 

Fig.  6. 


obtiendra  le  produit  ON  =  rp  X a  —  (i\a)p,  en  construisant  sur  OA, 
homologue  à  Oi,  le  triangle  OAN  semblable  à  OiM. 

Voyons  maintenant  en  quoi  doit  consister  la  généralisation  de 
cette  opération,  et  à  quelle  opération  sur  les  cotes  de  deux  quan- 
tités complexes  on  doit  donner  le  nom  de  multiplication  de  ces 
quantités  l'une  par  l'autre. 

74.  On  peut  considérer  la  quantité  réelle  a  comme  une  quan- 
tité complexe  de  module  a  et  d'argument  zéro,  et  l'opération  que 
nous  venons  d'effectuer  sera  représentée  par 

rp  X  a0. 

Si   l'opération  généralisée  doit  être  commutative,  il  faudra  que  le 
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résultat  précédent  soit  le  même  que  celui  de  la  multiplication 

ao  X  rpt 

et  pour  cela  il  faudra  que  la  multiplication  par  rp  consiste  :  i°  à 
multiplier  le  module  a  du  multiplicande  par  le  module  7'  du  multi- 
plicateur ;  2°  à  faire  tourner  le  rayon  vecteur  du  multiplicande  d'un 
angle  égal  à  l'argument  du  multiplicateur. 

En  généralisant  cette  définition,  nous  dirons  que  le  produit  de 
deux  quantités  complexes  est  une  quantité  complexe  ayant  pour 
module  le  produit  des  modules  des  facteurs,  et  pour  argument  la 
somme  de  leurs  arguments. 

La  multiplication  ainsi  généralisée  correspond  encore  à  la  con- 
struction sur  le  multiplicande  OA  (fi g-  7),  homologue  à  l'unité  Oi , 

Fig.  7. 


d'un  triangle   OAN  semblable  au  triangle  Oi M  formé  par  l'unité 
et  par  le  multiplicateur. 

75.  La  multiplication  généralisée,  se  composant  de  deux  opéra- 
tions algébriques,  la  multiplication  des  modules  et  l'addition  des 
arguments,  qui  sont  l'une  et  l'autre  uniformes,  commutatives  et 
associatives,  sera  elle-même  uniforme,  commutative  et  associative, 
comme  cela  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la  construction 
précédente. 

De  plus,  elle  satisfait  évidemment  aux  deux  conditions  [33] 

a  —  o  =  0,      a  —  1  =  a. 

Je  dis,  en  outre,  que  cette  opération  est  distributive.  Soient,  en 
effet  (fig.  8),  OM  et  ON  deux  quantités  complexes,  et 

OM  =  ON  =  OM  -+-  MP  =  OP 
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leur  somme.  Si  l'on  multiplie  ces  trois  lignes  par  le  module  ;•  du 
multiplicateur  rp,  on  obtiendra  les  côtés  d'un  triangle  OM'P', 
semblable  à  OMP,  et  dans  lequel 

OP'=:  OM'+M'P', 

c'est-à-dire 

OP  X  r  =  OM  X  r  -4-  MP  X  r, 

ce  qui  montre  d'abord  que  la  multiplication  est  distributive  dans 
le  cas  d'un  multiplicateur  réel. 

En  faisant  maintenant  tourner  un  côté  OM'  du  triangle  OM'P' 
d'un  angle  égal  à  l'argument  p  du  multiplicateur,  les  deux  autres 


côtés  tourneront  aussi  chacun  du  même  angle  p\  donc  chacune  des 
lignes  OM,  ON  =  MP,  OP  aura  été,  en  vertu  de  cette  double  opé- 
ration, multipliée  par  la  quantité  rp,  et  par  conséquent  l'égalité 
OP,  =  OM,  +  M,  P,  pourra  s'écrire 

OP  X  rp  =  (  OM  H-  ON  )  X  rp  =  OM  X  rp  -+-  ON  X  />, 

c'est-à-dire  que  l'opération  est  distributive  par  rapport  au  multipli- 
cande. Comme  elle  est,  en  outre,  commutative,  on  en  conclut  [13] 
qu'elle  est  complètement  distributive. 

Donc  la  multiplication  des  polynômes  entiers  formés  avec  des 
quantités  complexes  est  soumise,  ainsi  que  celle  des  monômes,  à 
toutes  les  règles  de  la  multiplication  des  quantités  réelles. 

76.  De  la  règle  de  la  multiplication  il  résulte  que  le  carré  de  la 
quantité  i  =  i_  a  pour  valeur  i*  =  —  i  ;  donc  i  est  la  racine  carrée 

2 

de  — i,  prise  au  point  de  vue  de  la  multiplication  des  quantités 
complexes. 
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On  trouve  par  conséquent,  pour  les  puissances  successives  de 

i  =  <J —  i , 

i2  =  —  i ,      iz  =  —  /,     i*  =  -+- 1 ,     z5  =  -I-  /,      .  .  . , 

et,  en  général,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou 
négatif, 

'*"  —  +  i ,     i'*"+{  =  -h  /,     ikn+-  —  -  '       >4';- 


r" 


i,     *•"-»-*  =  — ;. 


De  i2  =  —  i  on  tire 


77.  La  règle  de  la  multiplication  conduit  immédiatement  à  celle 
de  la  division  et  à  celle  de  l'élévation  aux  puissances  entières.  La 
règle  de  la  division  est  donnée  par  la  formule 


V 


qui  exprime  qu'il  faut  faire  le  quotient  des  modules  et  la  différence 
des  arguments. 

78.  Elévation  aux  puissances,  extraction  des  racines.  —  Pour 
l'élévation  aux  puissances  entières,  on  a 

on  élève  le  module  à  la  puissance  indiquée,  et  l'on  multiplie  l'argu- 

FiS-  9- 


ment  par  l'exposant  de  cette  puissance.  De  là  {fi g-  9)  une  con- 
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struclion  très-simple  des  puissances  successives  de  OM,  =  rp  au 
moyen  de  deux  circonférences  concentriques,  de  rayons  égaux  à 
l'unité  et  à  r.  On  forme  les  multiples  de  l'angle  p,  puis  on  mène 
des  parallèles  aux  droites  22,  33,  44 > 

79.  Si  l'on  a  à  multiplier  entre  elles  deux  quantités  complexes, 
décomposées  en  leurs  composantes  rectangulaires  [66], 

x  -+-  iy     et     x  •+-  iy', 

on  fera  [75]  cette  multiplication  d'après  la  règle  de  la  multiplica- 
tion des  polynômes,  en  se  rappelant  [76]  que  le  carré  de  i  est  —  1 . 
On  a  ainsi 

(  x  -+-  iy  )  (  x  ■+•  iy'  )  =  xx  —  y  y'  -f-  i  (  x y'  -4-  x!  y  ) , 

le  produit  étant  lui-même  décomposé  en  ses  composantes  rectan- 
gulaires. 

On  déduit  de  là  les  moyens  indiqués  dans  les  Traités  d'Algèbre, 
pour  ramener  à  la  forme  u  -+-  iv  les  produits,  les  quotients  et  les 
puissances  entières  des  quantités  complexes. 

80.  Dans  le  cas  du  module  =  1,  on  a,  d'après  la  règle  générale, 


i„.  i„  =  1 


p+q- 


Si  l'on  met  pour  \p  sa  valeur  [69],  et  de  même  pour  les  autres,  il 
vient,  en  effectuant  la  multiplication, 

(cos/?  H-  i  sin/>)  (  cosy  -+-  /  smq  ) 

=  cos/?  cosç  — -  sinp  sinq  ■+-  i(cosj>  sïaq  -+-  sinp  cosq) 
=  cos  [p  H-  q)  -+-  i  sin  [p  H-  q) . 

En  égalant  séparément  les  composantes  réelles  et  les  composantes 
imaginaires,  on  obtient  les  valeurs  connues  de  cos(/?  ■+•  q)  et  de 
sin(/7  +  <7). 

On  a  de  même,  pour  m  entier  et  positif, 

(  1  p)m  =  (  cos/?  -+-  i  sinp)"1  =  cos mp  H-  i  sin  mp. 

En  développant  le  premier  membre  par  la  formule  du  binôme,  on 
obtient  cosmp  et  sin  m/?  exprimés  au  moyen  de  cosp  et  de  sin^?. 
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On  trouve  ensuite 

'  p  ~i      '  —p  .     •  «  p  I  —  p 

cosp  =  — —)      i  sin»  =  — '-  j 

2  2 

d'où 

.                                     m  . 
imcosmp  =  (ip  +i_p)m=imp  +  t_mpH (i(/„_2;/)-+-  i-(„!-2)p)+.  .  . 


i    cosmp  H cos  [m  —  2  )/?+..  .    , 


où  il  faut  distinguer  les  cas  de  m  pair  et  de  m  impair.  De  même 
pour  le  développement  de  (zisinp)"1. 

81.  Considérons  maintenant  l'opération  inverse  de  l'élévation 
aux  puissances,  l'extraction  des  racines.  La  racine  7zieme  de  rp  étant 
définie  par  l'égalité 


(A„ 


on  voit  cpe  la  quantité  complexe  \rnJp,  qui  a  pour  module  la  ra- 

n 

cine  7zlème  du  module  et  pour  argument  la  niemc  partie    de  l'argu- 
ment de  la  quantité  donnée,  satisfera  à  cette  égalité.  On  aura  donc 

\/rp=(rp)'«  =  {fr)p_. 
n 

Mais  nous  avons  remarqué  [56]  que,  étant  donné  un  point  du 
plan,  correspondant  au  module;'  et  à  l'argument  p,  ce  même  point 
peut  être  considéré  aussi  comme  ayant  pour  argument  p-^^kTt, 
k  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Donc  l'argument  de  \'rp  ou 

de  i/V/j+2/u  aura   pour  valeur  un  quelconque  des  angles  compris 
dans  la  formule 

(2)  ;-  +  :— . 

n  n 

Or,  si  l'on  donne  à  h ,  n  valeurs  consécutives,  telles  que 
o,    i,  2,    .  .  .,  n  — 1, 

on  obtiendra  des  angles  qui  correspondront  à  toutes  les  directions 
distinctes,  données  par  cette  formule;  donc  \/rp+1hr.  aura  n  valeurs 
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distinctes,  de  même  module  nyjr  et  d'arguments  différents.  Les 
points  qui  représentent  ces  valeurs  sont  situés  sur  une  même  cir- 
conférence de  rayon  \Jr,  qu'ils  partagent  en  n  parties  égales. 

Ainsi,  lorsqu'une  quantité  complexe  est  déterminée,  comme  cela 
a  généralement  lieu,  au  moyen  de  ses  composantes  rectangulaires, 
sous  la  forme  x  -+-  ij,  l'argument  n'étant  connu  qu'à  un  multiple 
près  de  la  circonférence,  la  racine  nieme  de  cette  quantité  admettra 
toujours  n  valeurs  distinctes,  c'est-à-dire  que  l'équation  binôme  (i) 
aura  toujours  n  racines  inégales. 

Il  n'en  serait  plus  de  même  dans  le  cas,  moins  ordinaire,  où  l'on 
donnerait  la  valeur  même  de  l'argument  p  de  la  quantité  complexe. 

Dans  ce  cas,  -  serait  la  seule  valeur  admissible  pour  l'argument  de 
n  x  o 

la  racine,  et  l'extraction  des  racines  deviendrait  alors  une  opération 
uniforme. 

82.  Si  l'on  élève  "\Jrp  à  la  puissance  m,  m  étant  premier  avec  n, 
on  aura  la  puissance  fractionnaire 


dont  le  module  sera  7'",  et  l'argument  un  quelconque  des  angles 
compris  dans  la  formule 

m  m 

—  V-\ •   2/-7T. 

n  n 

Ces  angles  correspondent,  dans  un  autre  ordre,  aux  mêmes  direc- 
tions que  les  angles  (2)  du  numéro  précédent,  de  sorte  que  la  dé- 

m 

termination  des  valeurs  de  (t'p)n  revient  à  la  construction  d'un 

polygone  régulier  étoile,  de  même  que  celle  des  valeurs  de  (/'/>)" 
revient  à  la  construction  d'un  polygone  régulier  convexe. 

83.   Si  l'on  fait  tendre  —  vers  un  nombre  incommensurable  a, 
n 

m 

le  module  de  (/>)"  tendra  vers  la  limite  déterminée  ra;  mais,  le 
dénominateur  n  croissant  indéfiniment,  les  sommets  du  polygone 
régulier  de  n  côtés  se  rapprocheront  de  plus  en  plus,  de  sorte  qu'il 
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y  aura  toujours  deux  sommets  consécutifs  qui  tendront  indéfini- 
ment vers  un  point  quelconque  désigné  d'avance  sur  la  circonfé- 
rence de  rayon  ra.  Donc  une  puissance  incommensurable  d'une 
quantité  complexe  x  -h  ij  —  rp,  donnée  seulement  par  la  position 
d'un  point  sur  le  plan  (comme  cela  arrive  toutes  les  fois  que  rp 
provient  d'une  addition),  est  indéterminée,  et  l'on  ne  peut  faire 
usage  de  cette  expression  que  dans  le  cas  où  l'on  a  besoin  seule- 
ment de  connaître  entre  quelles  limites  elle  est  renfermée,  comme 
cela  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  le  module  r  est  infiniment  petit. 
Il  n'en  serait  plus  de  même  si  l'argument  était  complètement 
donné,  et  non  plus  seulement  connu  à  un  multiple  de  2ît  près. 
Alors  on  aura,  sans  ambiguïté,  quel  que  soit  a, 


§  iv. 

THÉORÈME  FONDAMENTAL  DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 
ALGÉBRIQUES. 

84.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  si  l'on  définit  les 
opérations  au  point  de  vue  des  quantités  complexes,  une  équation 
binôme  de  degré  n,  qui,  au  point  de  vue  des  quantités  réelles, 
pouvait  avoir  seulement  o,  i  ou  i  racines,  en  aura  maintenant 
toujours  autant  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré. 

Il  en  est  de  même  pour  une  équation  algébrique  quelconque, 
c'est-à-dire  qu'une  équation  algébrique  du  degré  n,  qui,  au  point 
de  vue  des  quantités  réelles,  avait,  au  maximum,  n  racines,  en 
aura  toujours  n,  si  l'on  définit  les  opérations  au  point  de  vue  des 
quantités  complexes. 

Pour  démontrer  ce  théorème  fondamental,  il  suffit,  comme  on 
sait,  de  démontrer  que  toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels 
ou  complexes  admet  au  moins  une  racine  complexe  de  la  forme  rp 
ou  x  -h  iy. 

85.  Soit 
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un  polynôme  entier  et  rationnel  du  degré  n,  dont  les  coefficients 
a0,  af,  ...,  aa  sont  des  quantités  quelconques,  réelles  ou  complexes. 
Pour  chaque  valeur  de  la  variable  z  =  rp  =  x-hiy,  on  pourra  con- 
struire les  divers  termes  du  polynôme;  en  les  ajoutant,  on  formera 
un  polygone  généralement  ouvert,  et  le  côté  RP,  qui  fermera  le  po- 
lygone, sera  la  valeur  du  polynômey(z).  Il  s'agit  de  faire  voir  que, 
pour  une  valeur  de  z  convenablement  choisie,  le  polygone  se  ferme 
de  lui-même,  et  que  l'on  a  alors 

R  =  o     ou    f[z)  =  o. 

Remarquons  d'abord  que,  pour  une  valeur  suffisamment  grande 
du  module  r  de  z,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  le  rapport 
du  module  du  premier  terme  a0  zn  au  module  de  la  somme  de  tous 
les  autres  termes  àc  f[z)  soit  aussi  grand  que  l'on  voudra,  et  par 
conséquent  que  le  rapport  du  module  de  f{z)  au  module  du  pre- 
mier terme  diffère  aussi  peu  que  l'on  voudra  de  l'unité  ;  donc,  si 
l'on  donne  à  r  une  valeur  suffisamment  grande,  le  module  de  a0z11 
pouvant  devenir  aussi  grand  que  l'on  voudra,  le  module  R  de  f(z) 
pourra  aussi  surpasser  toute  grandeur  donnée.  Ainsi  Ton  pourra 
tracer  autour  de  l'origine  un  cercle  de  rayon  assez  grand  pour  que 
la  valeur  de  R  correspondante  à  tous  les  points  du  plan  en  dehors 
de  ce  cercle  soit  plus  grande  que  la  valeur  correspondante  à  un 
point  quelconque  donné  d'avance  dans  l'intérieur  de  ce  cercle. 

86.  Considérons  maintenant  un  point  quelconque  z  =  rp  du 
plan,  et  le  point  Z  =  Rp  qui  représente  la  valeur  àef(z)  corres- 
pondante à  z.  Donnons  à  z  un  accroissement  infiniment  petit 
Z\  —  z  =  y,  =  j0?,  et  voyons  quelle  sera  la  forme  de  l'accroissement 
qui  en  résultera  pour  Z. 

Le  terme  a0  zn  devient 

a0  [z  -+-?)»  =  «0  [zn  +  riz»'1  Ç  -f-  /Ç2  ), 

k  désignant,  abstraction  faite  de  sa  valeur  particulière,  toute  quan- 
tité qui  ne  devient  pas  infinie  pour  £=o.  L'accroissement  de 
a0zn  sera  donc  a0  znx  —  a0  zll=  jia0  zn~l  £  +  k?2.  En  calculant  de 
même  les  accroissements  des  autres  termes,  et  faisant  la  somme, 
on  obtiendra,  pour  l'accroissement  de  f(z),  une  expression  de  la 
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forme 

[««0  3"-'+  [n  —  i)«lZ"-2  +  .  .  ,  +  «„_!]?+  *çs=/'(z)Ç-h*Ç»". 

Supposons  d'abord  que,  pour  la  valeur  de  z  considérée,  f  (z)  ne 
soit  pas  nul,  et  soit  f  [z]  =■  R'F.  La  valeur  de  l'accroissement  de 
f(z)  pourra  s'écrire  ainsi 

Zt  — Z  =  (R'p)P,+?  +  *(P2)2ï, 

et  cette  expression,  pour  p  infiniment  petit,  différera  infiniment 
peu  de  son  premier  terme. 

Cela  posé,  si  l'on  fait  varier  <p  en  laissant  p  constant,  le  point 
zK  =  z  -h  £  décrira  autour  du  point  z  un  cercle  de  rayon  p.  En 
même  temps,  le  point  qui  représente  les  deux  premiers  termes 
Z  -f-  (R'|o)p'+?  de  la  valeur  de  f[z  -f-  £)  décrira  autour  du  point  Z 
un  cercle  de  rayon  R'p,  infiniment  petit  en  même  temps  que  p 
et  faisant  avec  p?  l'angle  constant  P'.  Pour  avoir  la  position  de 
Z)  =f(z'-\-Xt)  correspondante  à  chaque  valeur  de  a>,  on  portera,  à 
partir  du  point  correspondant  de  ce  cercle,  une  ligne  ::=A(1o2)2?, 
de  longueur  infiniment  petite  par  rapport  au  rayon  du  cercle.  Or, 
lorsque  <p  croît  de  2  7T,  Zf  reprend  sa  valeur  primitive.  Les  points  zx 
et  Z  -f-  (R/^)p-4.î  décrivent  chacun  leur  cercle  entier;  par  consé- 
quent le  point  Zj  ,  qui  ne  peut  s'éloigner  de  Z  H- (R'jo)p-+  que 
d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  au  diamètre  du  cercle, 
ne  pourra  revenir  à  sa  position  primitive  qu'après  avoir  fait  le 
tour  complet  du  point  Z.  Il  décrira  donc  autour  de  Z  une  courbe 
fermée,  infiniment  peu  différente  d'un  cercle. 

87.  Si  l'on  calcule  maintenant,  pour  chaque  point  du  plan,  la 
valeur  du  carré  R2  du  module  de  la  fonctiony(z),  il  y  aura  néces- 
sairement, à  l'intérieur  du  cercle  dont  nous  parlions  au  n°  85,  une 
valeur  de  R2  inférieure  à  toutes  les  autres.  Tant  que  cette  valeur 
ne  sera  pas  nulle,  on  pourra  répéter,  pour  le  point  Z  =  RP,  le  rai- 
sonnement du  numéro  précédent.  En  faisant  décrire  au  point z-Y-X, 
un  cercle  infiniment  petit  autour  de  z,  le  point  Z,  =  f(z  -h  Ç)  dé- 
crira autour  dey(z)  une  courbe  fermée,  infiniment  peu  différente 
d'un  cercle,  et  par  conséquent,  dans  sa  révolution  autour  de  RP, 
le  point  Z|  =zf(z  -+-  ?)  rencontrera  le  rayon  vecteur  mené  de  l'ori- 
gine au  point  RP  en  un  point  situé  entre  zéro  et  RP,  et  correspon- 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinit.,  I.  4 


50  INTRODUCTION.  —    CHAP.    II,    §   IV. 

clant,  par  conséquent,  à  un  module  de  f(z-\-'Q  moindre  que  R. 
Donc  aucun  point  RP  autre  que  l'origine  ne  peut  correspondre 
à  une  valeur  minimum  de  R,  et,  puisque  cette  valeur  minimum 
existe  et  qu'elle  ne  peut  être  autre  que  zéro ,  il  s'ensuit  qu'il 
existe  au  moins  une  valeur  de  z  pour  laquelle  la  fonction  f(z) 
s'évanouit;  donc  l'équationy(^)  —  o  a  au  moins  une  racine. 

88.  Nous  avons  supposé,  dans  cette  démonstration,  que/7^) 
n'était  pas  nul  pour  le  point  considéré.  Si  l'on  avait  f'(z)  =  o,  on 
pousserait  le  développement  plus  loin,  et,  en  désignant  pary(/w)(z) 
la  première  des  fonctions  dérivées  qui  ne  s'annule  pas  en  ce  point 
et  par  R'p,  la  valeur  de 

i  .  2  .  .  .  m 

on  aurait,  comme  précédemment, 

f('")(z) 

expression  dont  le  second  terme  est  infiniment  petit  par  rapport 
au  premier.  On  verrait  alors,  comme  précédemment,  que,  si  z-h'^ 
fait  une  fois  le  tour  de  z  sur  un  cercle  infiniment  petit,  y  (s  H-  'Q 
décrira  une  courbe  fermée  faisant  m  fois  le  tour  àef{z),  et  s'écar- 
tant  infiniment  peu  d'un  cercle  de  rayon  R.'pm,  et  l'on  en  tirerait 
les  mêmes  conclusions  que  dans  le  cas  précédent. 

Ce  théorème  étant  démontré,  on  établira  d'une  manière  générale 
toutes  les  propriétés  connues  des  équations  algébriques. 
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CHAPITRE  III. 

NOTIONS  ÉLÉMENTAIRES  SUR  LA  THÉORIE  DES  DÉTERMINANTS. 


§  L 

DÉFINITION    ET    FORMATION    DES    DÉTERMINANTS. 

89.   Soit  une  suite  d'éléments 

a,    b,   c,   d,    ... 

OU 

au    «2,   «3,   «4,    .  .  . , 

représentés  par  des  lettres  différentes,  rangées  par  ordre  alphabé- 
tique, ou  par  une  même  lettre  affectée  d'indices  rangés  par  ordre 
de  grandeur  croissante. 

Si  l'on  assemble  ces  éléments  en  les  plaçant  dans  un  ordre  quel- 
conque, le  groupe  ainsi  obtenu  se  nomme  une  disposition. 

Etant  donnée  une  disposition,  si  l'on  y  compare  les  éléments 
deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles,  chaque  couple,  dans 
lequel  les  éléments  seront  rangés  dans  un  ordre  contraire  à  l'ordre 
alphabétique  ou  à  l'ordre  de  grandeur  croissante  des  indices,  sera 
dit  présenter  un  dérangement. 

Ainsi  la  disposition 

e    a    d   c  f   b 

présente  huit  dérangements 

ea,  edy  ec,  eb,  de,   db,   cb,  fb\ 
la  disposition 


aha\  a'+aZal 


4- 
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présente  sept  dérangements 

5i,  54,  53,  52,  43,  42>  ^2. 

90.  D'après  la  formule  qui  exprime  le  nombre  des  permutations 
que  l'on  peut  faire  subir  à  n  éléments,  le  nombre  des  dispositions 
différentes  de  n  éléments  sera 

1 .2.3. . . n. 

Ces  dispositions  se  partagent  en  deux  classes  :  celles  dans  les- 
quelles le  nombre  des  dérangements  est  pair  et  qui  forment  la  classe 
paire  ou  positive,  et  celles  dans  lesquelles  le  nombre  des  dérange- 
ments est  impair  et  qui  forment  la  classe  impaire  ou  négative. 

91 .  Théorème.  —  Une  disposition  change  de  classe  lorsqu'on 
permute  entre  eux  deux  de  ses  éléments. 

En  d'autres  termes,  deux  dispositions  qui  peuvent  se  déduire 
l'une  de  l'autre  par  l'échange  mutuel  de  deux  éléments  appartien- 
nent à  des  classes  différentes. 

Première  démonstration.  —  Soient  g,  h  les  deux  éléments  qu'il 
s'agit  de  permuter,  et  désignons  par 

AgBAC 

la  disposition  donnée,  A  représentant  l'ensemble  des  éléments  qui 
précèdent  g,  B  l'ensemble  des  éléments  placés  entre  g  et  h,  et  G 
l'ensemble  des  éléments  qui  suivent  h.  Par  l'échange  en  question, 
cette  disposition  devient 

AhBgC. 

Les  nombres  de  dérangements  résultant  de  la  comparaison  de  g 
et  de  h  avec  les  éléments  de  A  et  de  C  n'éprouvent  évidemment 
aucune  altération.  On  peut  donc  en  faire  abstraction,  ainsi  que  des 
nombres  de  dérangements  que  présentent  les  groupes  A,  B,  G  con- 
sidérés soit  ensemble,  soit  séparément.  Il  reste  donc  à  examiner 
uniquement  la  variation  produite  dans  le  nombre  des  dérangements 
par  le  passage  de  la  disposition  gBh  à  la  disposition  hBg. 

Soit  y.  le  nombre  total  des  éléments  de  B,  et  supposons  que, 
parmi  ces  éléments,  il  y  en  ait  a  de  rang  plus  élevé  que  g,  et  (3  de 
rang  plus  élevé  que  h.  En  ne  tenant  pas  compte  du  nombre  des 
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dérangements  du  groupe  B,  on  voit  que  le  groupe  gB  présentera 
(x —  a  dérangements,  et  que  le  groupe  Bh  en  présentera /3  ;  donc 
l'ensemble  gBh  en  présentera 

P  —  «  -+-  p. 

Considérons  maintenant  la  disposition  hBg,  en  faisant  toujours 
abstraction  des  dérangements  de  B  :  elle  contient  d'abord  un  dé- 
rangement kg)  ensuite  AB  en  contient  [j.  —  .3,  etBg-  en  contient  a; 
donc  le  nombre  des  dérangements  de  hBg  est 

I  -+-  «■  —  P  +  <z. 

La  différence 

±  (  2  a  —  2 13  -+-  i  ) 

de  ces  deux  nombres,  laquelle  représente  la  variation  du  nombre 
des  dérangements,  est  essentiellement  impaire;  donc,  si  l'une  des 
dispositions  considérées  appartient  à  la  classe  paire,  l'autre  appar- 
tiendra à  la  classe  impaire. 

Deuxième  démonstration.  —  Soient  a,  b,  c,  . . .  les  indices  des 
éléments  d'une  certaine  disposition.  Formons  le  produit 

P  =  (.ft  —  a)  [c  —  a)...[c—  b)..  . 

des  différences  deux  à  deux  de  ces  indices,  prises  en  retranchant 
chacun  d'eux  de  tous  ceux  qui  viennent  après  lui  dans  cette  dis- 
position. A  chaque  dérangement  correspondra  une  différence  né- 
gative ;  donc  P  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  disposition 
appartiendra  à  la  classe  paire  ou  à  la  classe  impaire. 

Cela  posé,  soient  g,  h  les  indices  des  deux  éléments  qu'il  s'agit 
de  permuter;  le  produit  P,  relatif  à  la  disposition  primitive,  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

(0  N  (3)  (4 

p  — s.  (b—a)[c—a)...    X   [g—a)[g—b)...    X    [h—a)[h  —  b)...    X   [h  — 

e  désignant  ±  i.  Si  l'on  échange  entre  eux  g  et  h,  le  groupe  de 
facteurs  (i)  n'éprouvera  aucun  changement;  les  groupes  (2)  et  (3) 
ne  feront  que  s'échanger  entre  eux;  seul,  le  facteur  (4)  changera 
de  signe.  P  lui-même  changera  donc  de  signe,  et  par  suite  la  dis- 
position changera  de  classe. 
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Le  signe  du  produit  P,  qui  détermine  la  parité  ou  l'imparité  de 
la  classe  d'une  disposition,  s'appelle,  pour  abréger,  le  signe  de  cette 
disposition  :  de  là  les  noms  de  classe  positive  et  de  classe  négative 
donnés  à  la  classe  paire  et  à  la  classe  impaire. 

92.  Etant  données  deux  dispositions  quelconques  des  mêmes 
éléments,  on  pourra  passer  de  l'une  de  ces  dispositions  à  l'autre 
par  une  série  d'échanges  mutuels  de  deux  éléments  consécutifs. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  dispositions 

/     a     d     c     e      g      b, 
c     a     g    f    d      b     e. 

Pour  passer  de  la  première  à  la  seconde,  on  fera  d'abord  arriver  la 
lettre  c  à  la  première  place,  qu'elle  doit  finalement  occuper,  en 
l'échangeant  successivement  avec  les  lettres  d,  a,f  qui  la  précè- 
dent, ce  qui  donne  la  disposition 

c    f     a     d     e     g      b. 

On  fait  ensuite  arriver  la  lettre  a  à  la  seconde  place  en  l'échan- 
geant avec  y,  ce  qui  donne 

c     a    f     d     e     g      b. 

On  fait  venir  g  au  troisième  rang  en  l'échangeant  avec  e,  d,  f,  d'où 

la  disposition  » 

c     a     g    f    d     e      b. 

La  lettre  y,  se  trouvant  maintenant  au  rang  qu'elle  doit  occuper, 
ne  donnera  lieu  à  aucun  échange  :  il  en  est  de  même  pour  d.  Enfin 
b  arrivera  au  sixième  rang-  par  un  échange  avec  e. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  procédé  est  applicable  à  tous  les  cas. 

On  voit  que  cela  revient  à  distribuer  les  éléments  de  la  disposi- 
tion donnée  par  groupes  fade,  fa,  fdeg,  f,  d,  eb,  et  à  faire  subir 
successivement  à  chaque  groupe  une  permutation  circulaire  [94], 
qui  ramène  le  dernier  élément  au  premier  rang. 

93.  Remarquons  que  chaque  échange  de  deux  éléments  change 
la  classe  de  la  disposition  [91  ] .  Or,  si  l'on  fait  le  compte  des  nombres 
d'échanges  qui  ont  eu  lieu  dans  l'exemple  précédent  pour  passer  de 
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l'une  des  dispositions  proposées  à  l'autre,  on  trouve 
3-f-i  -i-3-i-o-ho-i-i  =  8; 

donc  le  produit  P,  qui  donne  le  signe  de  la  classe,  a  été  changé 
huit  fois  de  signe,  c'est-à-dire  multiplié  par 


On  en  conclut  que  les  deux  dispositions  en  question  appartiennent 
à  la  même  classe. 

En  général,  deux  dispositions  appartiennent  à  la  même  classe  ou 
à  des  classes  différentes,  suivant  que,  pour  passer  de  l'une  à  l'autre, 
on  devra  employer  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair  d'é- 
changes des  éléments  deux  à  deux. 

Ce  nombre  d'échanges  peut  varier  suivant  l'ordre  dans  lequel 
on  procède;  mais,  de  la  relation  qui  existe  entre  ce  nombre  d'é- 
changes et  les  classes  auxquelles  appartiennent  les  deux  disposi- 
tions, il  s'ensuit  que  ce  nombre,  tout  en  variant,  conserve  toujours 
la  même  parité. 

94.  Étant  donnée  une  disposition  de  n  éléments,  si  l'on  place  le 
premier  élément  au  dernier  rang  (ou  le  dernier  au  premier  rang), 
en  conservant  à  tous  les  autres  leurs  situations  relatives,  on  dit  que 
la  disposition  a  subi  une  permutation  circulaire. 

Il  est  clair  que  cette  permutation  peut  s'obtenir  au  moyen  de 
n  —  i  échanges  mutuels  de  deux  éléments  consécutifs;  donc  une 
disposition  change  ou  ne  change  pas  de  classe  par  l'effet  d'une 
permutation  circulaire  de  ses  n  éléments,  suivant  que  n  —  i  sera 
impair  ou  pair,  c'est-à-dire  suivant  que  n  sera  pair  ou  impair.  En 
d'autres  termes,  le  signe  de  la  classe  sera  multiplié  par  (  —  i)'1-'. 

95.  Parmi  les  i.a.3...ra  dispositions  possibles  de  n  éléments, 
soient  [x  le  nombre  de  celles  qui  appartiennent  à  la  classe  paire, 
y!  le  nombre  de  celles  qui  appartiennent  à  la  classe  impaire.  Con- 
sidérons deux  quelconques  g,  h  de  ces  éléments.  Lorsqu'on  échan- 
gera g  et  h  entre  eux,  on  ne  pourra  que  reproduire  des  dispositions 
appartenant  aux  y.  4-  p.'  dispositions  primitives,  et,  de  plus,  on  les 
reproduira  toutes.  En  effet,  les  nouvelles  dispositions  seront  en 
même  nombre  que  les  proposées;  outre  cela,  elles  seront  diffé- 
rentes ,   non-seulement  des  dispositions  primitives    qui  leur  ont 
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donné  naissance  (puisque  les  éléments  g  et  h  s'y  présentent  dans 
l'ordre  inverse),  mais  encore  elles  seront  différentes  entre  elles  ; 
car,  toutes  les  dispositions  primitives,  telles  que  AgBhC  ou 
A'hB'gC,  différant  entre  elles  par  la  composition  des  groupes  A, 
B,  C  ou  A',  B',  C,  les  dispositions  nouvelles  AhBgC  ouA'gB'hG, 
qui  s'en  déduisent,  différeront  aussi  entre  elles,  par  suite  de  la  di- 
versité des  mêmes  groupes. 

Or,  par  l'échange  des  éléments  g  et  h,  chaque  disposition  change 
de  classe,  de  sorte  que  les  [A  dispositions  de  la  classe  paire  se  chan- 
geront en  p.  dispositions  de  la  classe  impaire,  et  les  \x'  dispositions 
de  la  classe  impaire  en  f/  dispositions  de  la  classe  paire;  mais, 
comme  on  n'a  fait  que  reproduire  ainsi  le  même  ensemble  total  de 
dispositions,  il  en  résulte  que  le  nombre  des  dispositions  de  la 
classe  paire,  par  exemple,  peut  être  représenté  indifféremment  par 
y.  ou  par  p! .  Il  faut  donc  que  l'on  ait 

c'est-à-dire  que  le  nombre  total  des  dispositions  différentes  se 
compose  de  nombres  égaux  de  dispositions  appartenant  à  chacune 
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des  deux  classes,  savoir  de  — — : — '-^—  dispositions  de  la  classe 

2  r 

paire  et  d'un  égal  nombre  de  dispositions  de  la  classe  impaire. 

96.  Ces  principes  posés,  nous  pouvons  maintenant  définir  ce 
que  c'est  qu'un  déterminant. 

Considérons  n  lignes  parallèles,  composées  chacune  de  n  élé- 
ments, et  affectons  chaque  élément  d'une  lettre  ou  d'un  indice 
supérieur,  qui  marque  le  rang  de  cet  élément  dans  sa  ligne  hori- 
zontale, et  d'un  indice  inférieur,  qui  marque  le  rang  de  la  ligne 
horizontale  à  laquelle  l'élément  appartient. 

On  peut  encore  dire,  en  partageant  le  tableau  des  éléments  en 
lignes  verticales,  que  l'indice  inférieur  marque  le  rang  de  l'élé- 
ment dans  sa  ligne  verticale,  tandis  que  la  lettre  ou  l'indice  su- 
périeur marque  le  rang  de  la  ligne  verticale  à  laquelle  l'élément 
appartient. 

Ainsi,  en  prenant  n  lettres 

a,     b,     c,      ....     h, 
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on  représentera  le  tableau  des  n-  éléments,  disposés  en  carré,  par 


«1 

h 

ci       . 

..   h, 

(le. 

b2 

c2 

k2 

«3 

h 

c3        & 

..   h, 

Ou  encore,  si  l'on  emploie,  au  lieu  de  lettres,  des  indices  supé- 
rieurs, le  tableau  sera  représenté  par 


<>\ 

a"l 

m 

,  .      afp 

1 

a.2 

«2 

a2       . 

,  .      «^ 

«3 

«3 

m 

"3 

Les  éléments  situés  sur  h  ligne  qui  va  du  premier  élément  de  la 
première  ligne  au  dernier  élément  de  la  dernière  ligne  forment  la 
diagonale  du  tableau.  Pour  chaque  élément  de  la  diagonale,  les 
deux  indices  qui  marquent  les  rangs  des  deux  lignes,  horizontale 
et  verticale,  auxquelles  il  appartient  sont  égaux  entre  eux. 

Le  produit  des  n  éléments  de  la  diagonale,  pris  avec  son  signe, 

-h  av  b%  c3  . . .  hn 
ou 

I     II     III  l„\ 

-\-  a lat>a3  . .  .  a^"', 


s'appelle  le  terme  principal. 

Ce  terme  ne  présente  aucun  dérangement,  soit  que  l'on  consi- 
dère l'ordre  des  lettres  (ou  des  indices  supérieurs),  soit  que  l'on 
considère  l'ordre  des  indices  (inférieurs).  Ainsi  la  disposition  des 
lettres  (ou  des  indices  supérieurs)  et  celle  des  indices  (inférieurs) 
appartiennent  l'une  et  l'autre  à  la  classe  paire  ou  positive. 

97.  Laissons  maintenant  les  lettres  (ou  les  indices  supérieurs) 
dans  leur  ordre  naturel,  et  permutons  les  indices  (inférieurs)  de 
toutes  les  manières  possibles.  Nous  obtiendrons  ainsi 

1 . 2 . 3 . . .  n 
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produits,  correspondants  aux  i .  2 . 3 . . . n  dispositions  différentes  de 
ces  indices.  Si  nous  affectons  chaque  produit  du  signe  -+-  ou  du 
signe  — ,  suivant  que  la  disposition  de  ses  indices  appartient  à  la 
classe  positive  ou  à  la  classe  négative,  la  somme  algébrique  de  tous 
ces  produits  est  ce  qu'on  appelle  le  déterminant  du  système  de 
n'2  éléments. 

On  représente  un  déterminant  en  écrivant  le  tableau  carré  de 
ses  éléments  entre  deux  traits  verticaux,  de  cette  manière  : 


«1 

*i 

Cj        . 

•      h 

ai 

h 

c. 

.      /i.2 

°i 

h 

c-.i    • 

■      h 

an 

K 

C,l       ■ 

..     hH 

On  se  sert  quelquefois  de  la  notation  plus  abrégée 

2  'àza^  bt  c,  . . .  hn, 

qui  consiste  à  écrire  le  terme  principal,  qui  sert  à  former  tous  les 
autres,  en  le  faisant  précéder  du  signe  de  sommation,  et  du  double 
signe  =b ,  qui  rappelle  la  manière  dont  on  détermine  le  signe  de 
chaque  terme. 

Plus  simplement  encore,  on  se  contente  d'écrire  le  terme  prin- 
cipal, en  le  renfermant  entre  deux  traits  verticaux,  de  cette  ma- 
nière : 

[   al   b,  cz    ...    //„    |  . 

On  a,  par  exemple, 

ax     bv 


a>  b,  ! 

al     bi  cY 

a.,     b.2  c2 

a.     bs  c;. 


=  alb2  — ■  a%  bll 

=  axb%cA  —  albzci  +  a^b^,  —  a^b^c^  -{-a^b^c^  —  azb%cv 


98.  Chaque  terme  d'un  déterminant  de  n-  éléments  étant  le  pro- 
duit de  n  facteurs,  on  dit  que  le  déterminant  est  du  nieme  ordre  ou 
du  nième  degré. 


99.   Dans  chaque  terme,  les  lettres  qui  représentent  les  n  fac- 
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teurs  sont  toutes  différentes  entre  elles,  et  il  en  est  de  même  des 
n  indices,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  n  premiers  nombres, 
pris  dans  un  ordre  quelconque.  Ainsi  un  terme  quelconque  con- 
tient un  facteur,  et  un  seul,  appartenant  à  chaque  ligne  verticale, 
et  il  contient  un  facteur,  et  un  seul,  appartenant  à  chaque  ligne 
horizontale. 

100.  Pour  connaître  le  signe  qui  doit  affecter  chaque  terme 
d'un  déterminant,  il  suffit  de  considérer  la  disposition  des  indices 
et  de  compter  combien  cette  disposition  contient  de  dérangements. 
Suivant  que  ce  nombre  sera  pair  ou  impair,  le  ternie  devra  être 
affecté  du  signe  -h  ou  du  signe  — . 

Par  exemple,  dans  le  déterminant  du  troisième  degré  du  n°  97, 
les  indices  2,  3,  1  du  terme  a2b3ct  présentent  deux  dérangements, 
21  et  3i;  le  signe  du  terme  sera  donc  celui  de.  ( — i)2,  c'est-à-dire 
le  signe  -K 

101 .  Étant  donné  le  déterminant  de  degré  n  ou  de  n~  éléments, 
il  est  facile  de  former  par  son  moyen  le  déterminant  de  degré  n  -f- 1 
ou  de  [n  -f-  i)2  éléments.  La  lettre  s  désignant  ±  1,  soit 

un  terme  quelconque  du  déterminant  de  degré  n  ;  si  l'on  écrit  à  la 
suite  de  ce  terme  un  nouvel  élément  h„+l,  le  nombre  des  dérange- 
ments dans  la  disposition  des  indices  ne  sera  pas  altéré,  et,  par 
conséquent,  le  nouveau  terme 

V=s,.aiibu.  .  .g,Jin+i 

appartiendra  à  la  même  classe  que  T  et  devra  être  affecté  du  même 
signe,  de  sorte  qu'on  aura 

Si  l'on  fait  maintenant  passer  l'indice  n  -h  1  du  dernier  rang  au 
premier  par  une  succession  d'échanges  mutuels  de  deux  indices  con- 
sécutifs, la  classe  de  la  disposition  changeant  à  chaque  fois,  il  faudra 
changer  à  chaque  fois  le  signe.  On  obtiendra  ainsi  n  -j-  1  termes  du 
déterminant  de  degré  n  +  1,  avec  leurs  signes.  En  faisant  la  même 
chose  pour  tous  les  i.2.3...rc  termes  du  développement  donné, 
on  formera  évidemment  tous  les  1 .  2 . 3  . . .  7z(/z  -(-  1)  termes  du  dé- 
terminant de  degré  n  -+- 1 . 
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102.   Si,  dans  un  terme 

1  =  z.ahbh...gia 

d'un  déterminant  de  degré  n,  on  transpose  deux  facteurs  quelcon- 
ques, tels  que  b[2,  di^le  nombre  des  dérangements  des  indices  varie 
d'un  nombre  impair  [91],  et  il  en  est  de  même  du  nombre  des  dé- 
rangements de  l'ordre  des  lettres.  Donc,  si  l'on  échange  entre  eux 
deux  facteurs,  chacun  d'eux  conservant  sa  lettre  et  son  indice,  ce 
qui  n'altère  pas  la  valeur  du  terme,  le  nombre  total  des  dérange- 
ments, tant  de  l'ordre  des  lettres  que  de  celui  des  indices,  aura 
varié  d'un  nombre  pair  par  cette  transposition.  Donc  ce  nombre 
total,  par  sa  parité  ou  son  imparité,  décidera  de  la  classe  du  terme, 
comme  le  faisait  primitivement  le  nombre  des  dérangements  des 
seuls  indices  lorsque  l'ordre  alphabétique  des  lettres  n'avait  pas 
été  altéré. 

Or  on  peut,  par  des  transpositions  de  deux  facteurs,  arriver  à 
disposer,  dans  chaque  terme,  les  indices  par  ordre  de  grandeur. 
Le  nombre  total  des  dérangements  se  réduira  alors  au  nombre  des 
dérangements  des  lettres,  et  ce  sera  la  parité  ou  l'imparité  de  ce 
dernier  nombre  qui  déterminera  le  signe  du  terme.  Il  résulte  de  là 
que  l'on  obtiendra  le  même  déterminant  si,  en  partant  du  même 
terme  principal,  on  laisse  invariable  l'ordre  des  indices,  en  permu- 
tant les  lettres  de  toutes  les  manières  possibles,  et  fixant  le  signe 
de  chaque  terme  d'après  le  nombre  des  dérangements  qu'y  présente 
l'ordre  des  lettres. 

Le  passage  de  l'un  de  ces  modes  de  formation  à  l'autre  revient 
à  l'échange  des  lignes  horizontales  en  lignes  verticales  de  mêmes 
rangs,  et  vice  versa.  Donc  on  n'altère  pas  vin  déterminant  lors- 
qu'on y  change  chaque  ligne  horizontale  en  une  ligne  verticale  de 
même  rang,  et  réciproquement. 

On  a  ainsi 


! a 

b 

! 

a 

a 

1  «' 

y 

=  !  * 

b' 

r 
a, 

a  ( 

i 
a{ 

i 

r 
a. y 

a  2 

m 
a., 

--- 

a"i 

a"., 

1 

a3 

n 

m 

a3 

al 

C'est  pour  cela  que  ces  déterminants  sont  représentés  sans  am- 
biguïté par  les  notations  abrégées    \a  b'\ ,   |  d ,   a\  a"3  | . 
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103.    Si,  dans  un  déterminant 


«1 

W     ■ 

..    h 

a2 

b2    . 

. .    /i2 

an 

K    . 

..    hn 

on  échange  entre  elles  deux  lignes  parallèles  (deux  lignes  horizon- 
tales par  exemple),  cela  revient  à  échanger  entre  eux,  dans  chaque 
terme  de  ce  déterminant,  les  indices  qui  répondent  à  ces  deux 
lignes.  On  ohtient  ainsi  un  nouveau  polynôme,  que  nous  désigne- 
rons par  (1)'. 

Soient  i,  k  les  deux  indices  que  l'on  veut  échanger  entre  eux. 

Le  terme 

s .  aL  bj  cjc .  .  . 

du  déterminant  (1)  produira  dans  (1)'  le  terme 

s .  a  k  bj  cl • .  .  . . 

Ce  dernier  terme,  abstraction  faite  du  signe,  fait  partie  des  termes 
du  déterminant  (1),  puisque  ces  termes  renferment  toutes  les  dis- 
positions possibles  des  indices  1,  2,  ...,  n.  Seulement  les  deux 
dispositions  ijk. . .  et  kjî. . .  appartiennent  [91  ]  à  des  classes  diffé- 
rentes; de  sorte  que,  le  terme  correspondant  à  la  première  étant 
affecté  dans  (1)  du  signe  de  e,  le  terme  correspondant  à  la  seconde 
y  sera  affecté  du  signe  de  — s  et,  par  conséquent,  du  signe  con- 
traire à  celui  qu'il  aura  dans  (i)\  Donc  tous  les  termes  de  (1)'  sont 
égaux  et  de  signes  contraires  aux  termes  de  (1),  et,  par  suite,  le 
polynôme  (i)'  est  égal  et  de  signe  contraire  au  déterminant  (1).  On 
a  donc  ce  théorème  fondamental  : 

Un  déterminant  change  de  signe,  sans  changer  de  valeur  nu- 
mérique, lorsqu'on  y  échange  entre  elles  deux  lignes  parallèles, 
ou,  en  d'autres  termes,  lorsqu  on  y  fait  l échange  mutuel  de  deux 
lettres  [ou  de  deux  indices  supérieurs)  ou  de  deux  indices  [infé- 
rieurs). 
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On  a  de  cette  manière 


—   en  a  p.  m,  §  II. 


a' 
a 

b' 
b 

=+ 

a 

c 

b 

a' 

c' 

b' 

a" 

c" 

b" 

a       b  \  b  a  a'      b'  b' 

a!      b1  ~    I  b'  a'  <,       h  !> 

'.  b  c 

:'  b'  c' 

■"  b"  c" 


104.  Chaque  échange  mutuel  de  deux  lignes  parallèles,  soit  hori- 
zontales, soit  verticales,  équivaut  donc  à  une  multiplication  du 
déterminant  par  —  i  ;  par  conséquent,  si  l'on  fait  p  échanges  de 
deux  lignes  verticales  et  q  échanges  de  deux  lignes  horizontales,  le 
déterminant  sera  multiplié  par 

(-1)^-/. 

105.  Une  permutation  circulaire  de  p  indices,  étant  équivalente 
à  p  —  i  échanges  d'indices  deux  à  deux  [94],  aura  pour  effet  de  mul- 
tiplier le  déterminant  par 

Si  donc  on  permute  circulairement  tous  les  n  indices  du  déter- 
minant, celui-ci  changera  ou  ne  changera  pas  de  signe,  suivant  que 
son  degré  n  sera  pair  ou  impair. 

106.  Soit  un  élément  a^\  appartenant  à  la  picnie  ligne  verticale 
et  à  la<7ieme  ligne  horizontale.  On  peut,  par  une  permutation  circu- 
laire des  p  premiers  indices  supérieurs,  faire  passer  au  premier 
rang  la  pieme  ligne  verticale,  ce  qui  amène  l'élément  considéré  dans 
la  première  ligne  verticale,  en  multipliant  le  déterminant  par 

(  -I)*-'. 

On  peut  ensuite  faire  passer  au  premier  rang  la  ^ieme  ligne  hori- 
zontale, ce  qui  amène  l'élément  en  question  à  être  le  premier  de 
la  première  ligne  horizontale,  ou,  comme  nous  dirons  pour  abréger, 
le  premier  élément  du  déterminant',  et  cette  nouvelle  transposition 
aura  pour  effet  de  multiplier  le  déterminant  par 
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On  peut  donc,  en  définitive,  faire  d'un  élément  quelconque  a'p) 
le  premier  élément  du  déterminant,  en  transportant  au  premier 
rang  chacune  des  deux  lignes  qui  se  croisent  suivant  a^,  pourvu 
que  Ton  multiplie  le  déterminant  par 


—  i)p-K 


l)*-l  =  (_iVh-?; 


Sip=^(/,  c'est-à-dire  si  l'élément  appartient  à  la  diagonale,  on 
pourra  ainsi  le  faire  passer  au  premier  rang  de  cette  diagonale,  sans 
changer  le  signe  du  déterminant. 

On  a  de  cette  manière 


1            II 

at      a 

m 

«7 

II 

a3 

m 

a1" 

i         i 
a2      a 

i         i 
«3      «: 

m 
>         <2o 
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II 

a, 
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11  \ 
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=  (-i)M 
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a2 

fl1? 

/         i 

m 

a>l 

fl4 

a'i 

m 

«." 

a 

b       c 

V 

a' 

c' 

a' 

b'      c' 

=  4- 

b 

a 

C 

• 

a" 

b"     c" 

h" 

a!1 

c" 

t 

Soient 

»,  7,    *, 


et 


(2j  /?,    ?,    r,     ... 

deux  dispositions  quelconques  des  indices 

i,   2,   3, 

et  soient  s,  z'  les  signes  respectifs  des  classes  de  ces  dispositions 
Si,  dans  le  déterminant 


;s) 


a  K      af      a  t 

i         n        m 
a.,      a„      «., 


a . 


a. 


a. 


on  fait  prendre  aux  indices  supérieurs  la  disposition  (i),  le  déter- 
minant sera  multiplié  par  e;  si  l'on  fait  prendre  ensuite  aux  indices 
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inférieurs  la  disposition  (2),  le  déterminant  sera  encore  multiplié 
par  e';  donc  le  déterminant  (3)  est  égal  à 


(4; 


On  aurait  encore  multiplié  le  déterminant  (3)  par  es',  si  l'on  avait 
donné  d'abord  la  disposition  (  1  )  aux  indices  inférieurs,  puis  la  dispo- 
sition (2)  aux  indices  supérieurs,  de  sorte  que  le  déterminant  (3) 
peut  être  encore  mis  sous  la  forme  suivante,  après  avoir  changé 
les  lignes  verticales  en  lignes  horizontales,  et  vice  versa  [102]  : 


■? 

"f 

-y  •■• 

<7 

<  ••• 

«? 

<■!■* 

<.:"  ... 

'51 


i 

(p) 

"y 

(q) 
i 

(7) 

1 

ail 


Donc  les  deux  déterminants  (4)  et  (5),  qui  se  déduisent  l'un  de 
l'autre,  en  échangeant  entre  eux  les  deux  indices  de  chaque  élé- 
ment, sont  égaux  et  de  même  signe. 

On  a,  par  exemple, 


III 
<2.> 

a'-2 

a'> 

m 

a , 

a, 

a'\ 

= 

a'I 

a's 

a\ 

bt 

b 

h 

— 

a 

b. 

c. 

b, 

b.2 

ay 

«2 

*i 

c2 

aK      ar, 

m  m 

108.  Si,  dans  un  déterminant,  deux  lignes  parallèles  sont  égales 
entre  elles,  c'est-à-dire  si  leurs  éléments  de  même  rang  sont  égaux 
chacun  à  chacun,  le  déterminant  ne  sera  évidemment  pas  altéré  par 
l'échange  mutuel  de  ces  deux  lignes;  mais,  d'un  autre  côté,  cet 
échange  revient  [103]  à  changer  de  signe  tous  les  termes  du  dé- 
terminant, qui  passe  de  la  valeur  R  à  la  valeur  — R.  On  doit  donc 
avoir 

R=—  R, 
et  par  conséquent 

R  =  o. 


Donc  un  déterminant  s'évanouit  quand  deux  de  ses  lignes  pa- 
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rallbles  entre  elles  deviennent  égales,  ou,  comme  on  dit  encore, 
quand  deux  de  ses  indices  deviennent  égaux  entre  eux. 

On  a,  par  exemple, 

a      b     c    \ 

a       b'      c'    \    ■=.  o. 

a       b       c     J 

109.   Supposons  que,  dans  un  déterminant 


a{     o       o 
#.,      a^      <a0 


tous  les  éléments  de  la  première  ligne  horizontale  soient  nuls,  à 
l'exception  du  premier  a\ .  Chaque  terme  du  déterminant  devant 
contenir  en  facteur  un  élément  de  cette  première  ligne  horizon- 
tale [99],  les  seuls  termes  qui  ne  s'évanouiront  pas  sont  ceux  qui 
contiendront  en  facteur  le  premier  élément  a\ ,  en  sorte  que  a\ 
entrera  comme  facteur  commun  dans  tous  les  termes  restants  du 
déterminant.  Le  déterminant  ne  contiendra  donc  plus  alors  aucun 
autre  élément  appartenant  à  la  première  ligne  verticale,  et  sa  va- 
leur sera  ainsi  indépendante  des  valeurs  des  éléments 

a2i      a's "'„» 

que  l'on  pourra  remplacer  par  des  quantités  arbitraires. 

D'un  autre  côté,  l'ensemble  des  termes  multipliés  par  a\  se  com- 
pose des  produits  n  —  i  à  n  —  i  des  éléments 


a2, 

«2i         • 

.,      aT, 

n 

«3, 

m 

a3,      . 

aln) 

*      "     1 

•  *   1 

fit 

a'n] 

et  ces  produits  sont  formés  au  moyen  du  terme  principal 


a.2a.A 


dans  lequel  les  indices  inférieurs  seront  permutés  de  toutes  les  mî 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinie,  I.  5 
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nières  possibles,  et  que  l'on  affectera  du  signe  +  ou  du  signe  — , 
suivant  que  la  disposition  de  ces  indices  sera  ou  non  de  même 
classe  que  la  disposition 

i,   2,    3,    .  .  .,  n, 

ou,  ce  qui  revient  au  même  (l'indice  i  conservant  invariablement 
sa  place  dans  le  déterminant  proposé),  que  la  disposition 

2,   3,    . .  . ,  n; 
donc  cet  ensemble  n'est  autre  chose  que  le  déterminant  du  degré 


II 
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a., 

n 
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a3 
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n 

Ainsi  le  déterminant  proposé  est  égal  au  produit  de  l'élément  a 
par  un  déterminant  du  degré  n  —  i,  dont  les  éléments  s'obtiennent 
en  supprimant,  dans  le  déterminant  proposé,  les  deux  lignes,  ho- 
rizontale et  verticale,  qui  se  croisent  suivant  l'élément  a\. 

110.  En  supposant  a\  =  i,  on  en  conclura  que  les  deux  déter- 
minants 


i  o  o                 o 

i  .    w  m                  i„\ 

a„  a.2  a.,  .  .  .      «., 

as  «3  as  ...      fl3»> 

'  Il  "I                                     in\ 

a  a  a  ...       a"' 


et 


a.,      a0 


«., 


sont  identiquement  égaux,  quels  que  soient  les  éléments 


a2,   «,, 


111.  Si  les  éléments  al,  a",  . . .,  a{^]  étaient  aussi  tous  nuls,  on 
pourrait,  en  appliquant  le  même  théorème,  supprimer  encore  les 
deux  lignes  qui  se  croisent  suivant  l'élément  «",  en  mettant  cet 
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élément  en  facteur  commun.  On  a  donc 
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quels  que  soient  les  éléments 

a ., ,    a'., ,    a, ,    .  .  . ,    a   , 
«3,    fl4,    .  .  .,   an. 

Si  «',  =  rtô  =  1 ,  les  deux  déterminants  ci-dessus  seront  égaux 
entre  eux. 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  cette  conséquence,  que,  si 
tous  les  éléments  d'un  déterminant  situés  d'un  même  côté  de  la 
diagonale  sont  nuls,  le  déterminant  se  réduira  à  son  terme  prin- 
cipal, c'est-à-dire  qu'on  aura 


1       "       nr 

=  a.a.1a.i 


112.  Si  l'élément  qui  est  seul  différent  de  zéro  dons  une  ligne 
dont  tous  les  autres  éléments  sont  nuls  n'est  pas  le  premier  élé- 
ment cîi  du  déterminant,  on  pourra  le  ramener  au  premier  rang 
par  la  transposition  des  deux  lignes  qui  le  contiennent,  en  choi- 
sissant son  signe  en  conséquence.  On  aura  ainsi  [106] 
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valeur  indépendante  de 
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(Z-l) 
lk      ' 


ii+i) 
lk      ' 


i)**af 


donc  le  déterminant  proposé  se  réduit  au  produit  de 

par  le  déterminant  du  degré  n  —  i ,  formé  en  supprimant  les  deux 

lignes  du  déterminant  proposé  qui  se  croisent  suivant  a^]. 

113.  On  en  conclut  réciproquement  que  tout  déterminant  peut 
se  transformer  en  un  déterminant  d'un  degré  plus  élevé,  contenant 
des  éléments  arbitraires.  On  a,  par  exemple, 


a 
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I 

o 

b" 

I 

a!" 

b1" 

c'" 

i 

les  nouveaux  éléments  introduits  a",  b",  a'",  b'" ,  c'",  ...  étant  com- 
plètement arbitraires. 

114.  D'après  ce  que  nous  avons  remarqué  [99],  chaque  terme 
du  déterminant 

o',     a,      .  .  .      é\ 


R  = 


a        a 


ciy 


contient  en  facteur  un  des  éléments 


de  la  A~ieme  ligne  horizontale,  et  n'en  contient  qu'un.  Si  l'on  désigne 
par  AJ(?  le  multiplicateur  de  a!£  dans  la  valeur  de  R,  A^  sera  un  po- 
lynôme du  degré  n  —  i ,  dans  les  termes  duquel  il  n'entrera  aucun 
élément  portant  l'indice  supérieur  i  ou  l'indice  inférieur  k.  D'après 
cette  notation,  le  déterminant  R  pourra  s'écrire  sous  la  forme 


R  =  A*aA  +  AA-"A-+- 


AP«?i 


k  étant  un  quelconque  des  nombres  i,  i,  . . .,  n. 
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De  même,  si  l'on  met  en  évidence  les  éléments  de  la  iieme  ligne 
verticale,  on  pourra  écrire,  pour  i  =  i,  i,  . . .,  n, 


R  =  A'f)«'i)  +  A!$af- 


A'1'»  a{i). 

n      n 


115.  Les  formules  (i)  et  (2)  montrent  que  R  se  réduirait  à  A^', 
si  l'on  supposait  af  —  1,  et  tous  les  autres  éléments  de  l'une  ou 
l'autre  des  deux  lignes  qui  se  coupent  suivant  a^  égaux  à  zéro.  On 
aura  donc 


'À-l 


ai 
o 


Vc-1 


M-i) 


'*— 1 


ou,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  [112], 


A/i  — 


v+& 


4+i 


ii-l) 

lk-i 


Ji—i) 


,('"-M) 

'*— 1 

T(i+D 
V.+1 


Donc  les  coefficients  A^1  sont  eux-mêmes  des  déterminants  du 
degré  n —  1,  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  déterminants  mi- 
neurs ou  de  déterminants  partiels  du  déterminant  proposé  R. 

De  plus,  le  coefficient  A^'  de  a{£  se  forme  en  supprimant  les 
deux  lignes  de  R  qui  se  croisent  suivant  l'élément  a^,  et  prenant 
le  résultat  avec  le  signe  de  ( — i)i+k. 

On  a,  par  exemple, 


a 

b 

c 

b' 

c' 

b 

c 

b 

c 

a' 
a" 

V 

b" 

c' 
c" 

b" 

c" 

a  — 

b" 

c 

a' 

-+- 

b' 

c' 

b' 

c' 

a! 

c' 

a' 

b1 

— 

b" 

c" 

a  — 

a" 

c" 

b 

-+- 

a" 

b" 

b 

b' 
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;'       cl' 


d 

d" 

l"       b"       c"      d" 

d" 

r    /,'■'    <■"'    d'" 

d 
d' 
d" 


116.  Si  l'on  considère  tous  les  éléments  de  R  comme  des  va- 
riables indépendantes,  A<,°  sera  la  dérivée  partielle  de  R  par  rapport 
à  l'élément  céj},  et  l'on  aura  ainsi 

A^  =  D«(,)R. 


b' 

c' 

d' 

b 

c 

b" 

c" 

d" 

a  — 

b" 

c" 

b'" 

c'" 

d'" 

V" 

c"1 

b 

c 

d 

b 

c 

b' 

c' 

d' 

a"— 

b' 

c' 

b'" 

c"' 

d'" 

b" 

c" 

117.   Si  nous  supposons  que  la  ligne 


devienne  égale  à  la  ligne 


«7,     «/, 


Jn) 


l{n) 


le  déterminant  s'évanouit  [108].  On  a  donc  identiquement,  quel 
que  soit  l'indice  /,  pris  parmi  les  nombres  1,2,  . . . ,  11,  et  différent 
de  k, 

(  3  )  o  =  A',.  a\  +  A^  a]  +  -  .  .  +  A^f  afl 

On  a  de  même,  pour  y  quelconque,  différent  de  ï, 


(4) 


o  =  A'î'a'p  +  A'.;V./'  +  .-..  +  A  ; 


m  (/) 


118.  De  la  forme  (1)  ou  (2),  sous  laquelle  on  peut  écrire  un 
déterminant  [114],  en  l'ordonnant  suivant  les  éléments  d'une  même 
ligne  quelconque,  horizontale  ou  verticale,  découlent  des  consé- 
quences importantes. 

I.  Si  chacun  des  éléments  d'une  même  ligne  est  composé  de 
deux  parties,  le  déterminant  se  décompose  dans  la  somme  de  deux 
autres. 
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On  a,  en  effet, 

.  .  .       a«>  -h  p'j)       ... 
. .-.      „'«  +  pjj)     ... 


=  A'/'  (  «'/»  +  p{[])  -h  A(|  (  a'«  -4-  p'|)  +  .  ,  . 

=  (  A'/1  K'f  4-  A'.j»  a'|  +  •  •  •  )  +  (  A'f  |9?  +  A^'  (3'|)  + 


«0 


j3« 


119.  Si  plusieurs  lignes  d'un  déterminant  sont  formées  d'élé- 
ments polynômes,  on  ramènera,  par  des  développements  successifs, 
le  déterminant  proposé  à  être  la  somme  de  plusieurs  déterminants 
à  éléments  monômes.  Par  exemple,  on  a 


a   +  b 

a' 

+  b' 

a 

a' 

-hh' 

b 

a'+V 

— 

4- 

a[  -+-  bl 

à\  -+-  b\ 

<*\ 

n\  +  b\ 

b, 

a\  +  b\ 

a 

a' 

1 

a 

h' 

b 

a 

b       b' 

■ — 

-h 

+ 

+ 

al 

a\ 

av 

*i 

b, 

a\ 

b,     b\ 

On  peut  remarquer  que  les  termes  principaux  des  différents 
déterminants,  dans  lesquels  se  décompose  le  déterminant  proposé, 
sont  les  divers  termes  du  développement  du  produit  des  polynômes 
qui  sont  situés  sur  la  diagonale  du  déterminant  proposé. 

120.  Si,  dans  le  calcul  du  numéro  précédent,  on  suppose  la  ligne 
égale  à  une  autre  ligne 


/!./)      nU) 


du  déterminant  proposé,  le  second  déterminant,  qui  devient 


«., 


(i.i 


s'évanouira  identiquement,  et  il  ne  restera  que  le  premier  déter- 
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On  conclut  de  là  que  V on  n'altère  pas  un  déterminant  en  ajou- 
tant à  une  de  ses  lignes  une  ou  plusieurs  des  autres  lignes  qui  lui 
sont  parallèles. 

121.  IL   Si  l'on  multiplie  une  ligne  quelconque 

i  il  {n) 

du  déterminant 

RA  '         '         i        A  "        "        i  i        A  '")       I") 

par  un  facteur  commun  p,  le  déterminant  devient 

àlk.pak  +  A"k.pa"k  +  .  .  .  -4-  kkn\pakn)  =PR. 

Donc  un  déterminant  est  multiplié  par  un  facteur  donné  p,  lors- 
qu'on multiplie  par  ce  facteur  une  ligne  quelconque,  horizontale 
ou  verticale,  du  déterminant. 

On  peut  donc,  sans  changer  un  déterminant,  supprimer  un  fac- 
teur commun  à  tous  les  éléments  d'une  quelconque  de  ses  lignes, 
pourvu  qu'on  mette  ce  facteur  en  multiplicateur  commun  devant 
tout  le  déterminant.  Ainsi 


pa 

b 

c 

pa! 

V 

c' 

pa" 

b" 

c 

—p 


b 
b' 
b" 


De  même,  on  peut  multiplier  une  quelconque  des  lignes  par  un 
facteur  commun,  pourvu  qu'on  divise  le  déterminant  par  ce  facteur. 
Ainsi 


3 

—  7 

9 

-6 

i4 

— ï8 

2 

4 

6 
i 

-5 

2 

I 

2 

—  2 

4 

6 
i 

—  5 

2 

En  particulier,  si  l'on  change  le  signe  de  tous  les  éléments  d'une 
ligne ,  ce  qui  revient  à  les  multiplier  par  —  i ,  le  déterminant 
change  de  signe. 
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Si  tous  les  éléments  d'une  ligne  s'annulent,  le  déterminant  s'an- 
nule, ce  qui  résulte  d'ailleurs  du  n°  99. 

122.  Si,  dans  un  déterminant,  deux  lignes  parallèles  sont 
proportionnelles,  c'est-à-dire  composées  d'éléments  respectivement 
proportionnels,  on  pourra  rendre  ces  deux  lignes  égales,  en  divi- 
sant l'une  d'elles  par  le  rapport  de  ses  éléments  à  ceux  de  l'autre, 
ce  qui  revient  à  diviser  le  déterminant  par  ce  rapport.  Mais,  les 
deux  lignes  devenant  égales,  le  déterminant  s'évanouit;  donc  un 
déterminant  est  nul,  lorsque  deux  de  ses  lignes  parallèles  sont 
proportionnelles. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose 


on  aura 


a 

b 

c 

a! 

a! 

b' 

c' 

a 

a" 

b" 

c" 

b:cz=a':b':c\ 


b" 


III. 

EXEMPLES    DIVERS    DE    INAPPLICATION    DES    THÉORIES    PRÉCÉDENTES. 


123.  Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  L('-)  la  îlème  ligne  ver- 
ticale d'un  déterminant,  et  par  L#  la  Aième  ligne  horizontale. 

ï.   Soit  proposé  de  transformer  le  déterminant 


R=z 


o 

I 

ï 

I 

1 

o 

2 

J 

I 

z2 

O 

X 

I 

J2 

.r2 

O 

En  multipliant  L2  et  L"  par  oc,  L3  et  U"  par  y,  L.4  et  L,v  parjj,  il 
vient 

O      x  y  z 

x     o  xyz%      xy^z 

rïz)'      y     xyz'2      o  x-yz 

z      xy%z     x%yz      o 


11 
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Divisons  maintenant  L2,  L3  et  L4  chacune  par  xyz ,  puis  multi- 
plions U  par  xyz.  On  aura 


R  = 


.T.yz  y 


x     y     z 


—     o     z     y 


—     y     .x     o 

xy 


o  x  y  z 

x  o  z  y 

y  z  o  x. 

z  y  x  o 


124.  Actuellement  ajoutons  les  trois  dernières  lignes  horizon- 
tales à  la  première  [120],  et  mettons  en  facteur  x  -hy  H-  z,  qui 
multiplie  alors  tous  les  termes  de  la  première  ligne;  il  vient 


R 


x  -+-  y 


X  un  polynôme  entier, 


Donc  le  polynôme  R  est  divisible  par  x  -+- y  -+-  z.  De  même,  en 
ajoutant  tour  à  tour  à  Lf  les  sommes 

+  L2  —  L3  —  L4,     —  L2  -+•  L3  —  L4,     —  L2  —  L3  -+-  L4, 
on  trouvera  que  R  est  aussi  divisible  par  les  trois  facteurs 

—  x  -+-  y  -+-  z,      x  —  y-\-  z,      x  -+-  y  —  z. 

Le  produit  des  quatre  facteurs  étant,  comme  R,  du  quatrième  degré, 
on  en  conclut  que  R  est  de  la  forme 


A(x  -h y  -+-  z' 


x  -{- y  +  z)  [x  —  y  -\-z)  [x  +  y 


A  étant  une  constante.  Pour  déterminer  cette  constante,  il  suffit 
de  comparer  deux  termes  semblables  des  deux  expressions,  les 
termes  en  xr>  par  exemple.  Le  terme  en  x''  correspond,  dans  R, 
au  produit  a"a'2«'Ja*,  dans  lequel  la  disposition  2i43  des  indices 
présente  deux  dérangements,  et  qui,  par  suite,  a  le  signe  -+-.  Dans 
l'autre  polynôme,  ce  terme  est  — Ax''.  Donc  A  =  —  i,  et  par  suite 


R 


*+7 


x  -+-y 


,X—J 


.,-  +J_3 


On  voit  que  — R  représente  seize  fois  le  carré  de  la  surface  d'un 
triangle  ayant  pour  côtés  x,  y,  z. 
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125.  II.   On  verrait  de  même  que  le  déterminant 

t      x     y 
x      t       z 


75 


y      z 
z     y 


est  égal  au  produit 

[t  -4-  x  -4-  y  -+-  z  )  [t  -+-  x  —  y 


y 

x 

t 

x  -+-y  —  z)  (t  —  x  —  X  -\-  z)i 


et  représente  ainsi,  à  un  facteur  constant  près,  l'aire  d'un  quadri- 
latère inscriptible  au  cercle  et  ayant  pour  côtés  —  t,  x,  y,  z. 


126.  III.   Si  l'on  égale  à  zéro  le  déterminant 


A  = 


I 

X 

y 

I 

*\ 

yi 

I 

x.2 

J2 

qui  est  un  polynôme  du  premier  degré  en  x,  y,  on  aura  l'équation 
d'une  ligne  droite  dont  x,y  seront  les  coordonnées  rectangulaires. 
Le  déterminant  s'annulant lorsqu'on  pose  à  la  fois  x  =  xK  ,y  =J\ , 
ou  bien  x  ==  Xo,  y  =Jr2,  l'équation  A  =  o  représentera  la  droite 
qui  passe  parles  deux  points  M,  (^^j,),  Mo  {x*,  y2}- 
Les  coefficients  de  x  et  de^  dans  A  étant 


y\ 

y-2 


=yi~y 


•'■1 

X* 


la  distance  d'un  point  quelconque  M{x, y)  du  plan  à  la  droite 
A  =  o  aura  pour  expression 


Or  pxMjMi!  représente  le  double  de  la  surface  du  triangle 
MM,  M2;  donc  le  déterminant  A  exprime  le  double  de  la  surface 
du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  trois  points  {oc, y),  {x\,y{), 
{x2,y,). 

Si  l'on  transporte  l'origine  des  coordonnées  en  un  point  quel- 
conque {a,  b)  du  plan,  cela  revient  à  retrancher  de  L/;  et  de  Lw, 
dans  l'expression  de  A,  les  produits  L'  X  a  et  L'  X  b.  On  a  ainsi 
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cette  autre  expression 

1      x  —  a     y 


A  = 


b 

1      x1  —  a     yl  —  b 

I      x.2  —  a      y2  —  b 


En  retranchant,   dans  l'expression  (1),  L,   de  L2  et  de  L3,   il 
vient  [22] 

I      x  y 

I    °     *i— *     Ji  —  f 
O      x2—  x     j2  —  y 


xx  ~x     fi  —  y 
x%—x    y2  —  y 


autre  expression  du  double  de  la  surface  du  triangle. 
127.  IV.  En  égalant  à  zéro  le  déterminant 


1     x      y      z 
1      xx     yx     z 

I        X%      J2       z 


on  aura  de  même  l'équation  du  plan  dont  x,  j,  z  sont  les  coor- 
données rectangulaires  variables  et  qui  passe  par  les  trois  points 
Mt  (xt,jrif  Z|),  M2(.r2,  j2,  Zi)j  M3(x3,  j3,  z,). 

Les  coefficients  de  x,  /■,  z  dans  ce  déterminant,  savoir 


I 

Jl 

Zt 

I 

I 

J2 

Z2 

i   * 

I 

Js 

Z3 

1   I 

xt 

Jl 

x% 

J2 

x3 

J3 

représentent  [126],  au  signe  près,  les  doubles  des  surfaces  des  pro- 
jections du  triangle  M,  M2M3  sur  les  plans  coordonnés;  donc  la 
racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ces  trois  déterminants  ex- 
primera le  double  de  la  surface  de  ce  triangle  Mt  M2M3. 

11  en  résulte  que  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'espace 
M  (or,  y,  z)  au  plan  A  =  o  a  pour  expression 

A 

p  ~  ômTmTm^' 

Or   p  X  2 M,  Mo  M3   est   le   sextuple    du   volume  du  tétraèdre 
MM)  M2M3  ;  donc  le  déterminant  A  exprime  le  sextuple  du  volume 
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I 

x  —  a 

y  —  b 

z  —  c 

I 

xi  —  a 

Ji—  h 

zx  —  c 

I 

x2  —  a 

Jï—h 

Z.y- C 

I 

x3  —  a 

y*-b 

z3—c 

du  tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les  points  [x,  y,  z),  [x^ju  zt), 
(x2,  y2,  z2),  (x3,j3,  zz). 

On  verrait,  comme  dans  le  numéro  précédent,  que  le  détermi- 
nant A  peut  encore  se  mettre  sous  les  deux  formes 


x\     x   j\  —  y 

x2  —  x     y2  -i tjr 

*2  —  *   y 3  —  y 


a,  b,  c  étant  quelconques. 

128.  V.  Pour  calculer  la  valeur  numérique  d'un  déterminant 
dont  les  éléments  sont  donnés,  le  moyen  le  plus  commode  consiste 
à  ramener  ce  déterminant  à  un  déterminant  de  degré  moindre  d'une 
unité,  que  l'on  traitera  à  son  tour  de  la  même  manière,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  parvenu  à  un  déterminant  du  second 
degré,  que  l'on  évaluera  directement. 

Soit,  par  exemple,  le  déterminant  du  quatrième  degré 


R  = 


<?.,  a.-,  a0  a:; 

I  II  III  iv 

ai  ai  az  a\ 

cl,  a",  a";  < 


On  ajoutera  aux  lignes  L",  I/',  L1V  respectivement  les  produits  de 

L'  par ri r » r '    ce  qui  fera  disparaître  tous  les  termes 

r  ax  aK  a{  l 

de  L,,  à  l'exception  du  premier.  Le  déterminant  prendra  alors  la 
forme 


R  = 


«2., 


o 

II 

a0 


a.     " 


«., —  ~ra'i      a'-> ra> 


— r  a,      ak  — 


«V r  a, 


K    K    K 


b'I    bll 
b1:   b™ 
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en  posant,  pour  abréger, 


ik  a  , 


«"'«*  =  <  (i) 


=  *!?. 


En  traitant  de  même  le  déterminant 


R' 


on  le  ramènera  à  la  forme 


b\     b\     blj  ! 

b"3     b'I     b\ 

b",   u:  b\ 


i 


c.      c'v 


b"0      b[» 


et  cette  dernière  expression  se  calculera  di- 


n    i  b\  n  i 

rectement 

Si  l'on  donne,  par  exemple,  le  déterminant 

3  i3  17  4 

6  28  33  8 

10  4°  54  i3 

8  37  4^  ' l 

on  commencera  par  calculer  les  déterminants 


6  28 


=  6, 


3  ,7  I 

=-3, 

1  3  4  1 

=  0, 

3  i3 

6  33 

|  6  8  1 

10  4° 

—  10,. 


et  l'on  trouvera  successivement,   pour  la  valeur  du  déterminant 
donné, 

!         6     -3        o  | 

5. 


T 
32 

—  IO 

-8 

—  1 

1 

-26 
1 1 

7 

2 

1 

Si  les  nombres  a\ ,  a"  ,  . .  .  sont  exprimés  approximativement  en 
décimales,  il  sera  avantageux  de  disposer  les  formules  de  manière  à 
les  rendre  propres  au  calcul  logarithmique  à  l'aide  des  logarithmes 
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d'addition  et  de  soustraction.  On  opérera  comme  il  suit 


rt(      a  (      a{      a 
a'.,      a".,      a"      a 


a 


a. 


a'. 


«4         «4 


=  a, a„a, a. 


=  A 


i 


« 


o     «o  —  a 
o      «3  —  a 
O      a,,  —  a 
I 
l 
I 


"1 

m 
a.. 


z=A 


è2 

6", 


è2 


fc".  #7 


kb''b"'b" 


§2        Pi 


i     jÇ  sir 

O        ^3  —  ^'        ftr—  P? 


o     £4 


H2        p4 
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129.  VI.  Le  déterminant 


peut  se  mettre  sous  les  diverses  formes 


s0  Si  -f-  as0  s2  -+-  aSi  -+-  bs0 
st  s2  H-  aSi  ss  H-  as.2  -h  bsv 
s2     ss  +  as2      ,v4  -f-  as3  -t-  bs2 

i      a  b  c 

o      i'o  Si  -4-  «.?o      -Vo  "+"  asi  "+  ^o    ! 

o      Sx  .v2  H-  «.?!      .v3  +  as2  -+-  6^j 

O        ^2        *3  +  a$2        -*-4  ■+"  "Si  'T-   bs2 

\  a  b  c 

o  s0  Si  -f-  as0  s2  -+-  a.s'!  H-  bs0 

s0  Si  -f-  (is0  s2  -+-  as'i  -f-  bs0     ss  +  as2  -|-  £\Vj  +  cs0 

Si  s2  +  as  y  sà  -t-  «s2  ~+~  ^"l      *4  "+~  asi  +  ^2  "+"  c,s"i 


Or,  si  sm  est  la  somme  des  m1 


.„ièmcs 


puissances  des  racines  de  Féqua- 


8o 
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tion  du  troisième  degré 


x3  -+-  aar  -+-  b.x  -+  c  =  o, 
le  déterminant  se  réduit,  en  vertu  des  relations  connues,  à 


I  «  b  c    \ 

O  3  la  b 

3  la  b  o 

a  ib  3c  o 


=  a2b- —  4^3  —  3«3c  —  27  c2  H-  18 abc. 


Cette  quantité  est  celle  qui,  égalée  à  zéro,  donne  la  condition  d'é- 
galité de  deux  racines  de  l'équation  (1)  ;  donc  cette  condition  peut 
s'exprimer  sous  la  forme 


I 

1 

I 

ai 

a  2 

.  .      a 

0 
a\ 

a\ 

.  .      a 

130.  VII.   Considérons  le  déterminant 


R 


formé  avec  les  puissances  des  degrés 

o,   1,  2,    .  .  . ,  n  —  1 

de  n  quantités  quelconques 

au   a2,    .  .  .,    an, 

et  comparons  ce  déterminant  avec  le  produit 

V  =  (as—al)  (a,— «i)  (a4—  at).  .  .(«„—  ax 

X    («3—   "2)   («4—   aï)-   •   -(««—«2 

X  («4— fl3).  .  .(«»  —  as 


X  \an—  an-i\ 
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des  différences  obtenues  en  retranchant  chacune  des  n  quantités 
de  toutes  celles  qui  la  suivent. 

Le  déterminant  s'évanouit  lorsque  deux  quantités  a^  a^  devien- 
nent égales  entre  elles.  Il  est  donc  divisible  par  toutes  les  diffé- 
rences «a — ai  de  ces  quantités  prises  deux  à  deux,  et  par  consé- 
quent par  le  produit  P  de  toutes  ces  différences. 

De  plus,  le  déterminant  et  le  produit  sont  l'un  et  l'autre  des 
polynômes  du  degré 

nin—  il 

1+2+..  .4-/2  —  1=   — -y 


par  rapport  à  l'ensemble  des  quantités  at,  a2,  ...,  an;  donc  le 
quotient  de  ces  deux  polynômes  ne  peut  être  qu'une  quantité  in- 
dépendante de  af,  a2,  . . .,  an. 

Pour  obtenir  ce  quotient,  il  suffît  de  comparer  deux  termes  de 
ces  polynômes  qui  soient  affectés  des  mêmes  puissances  de  a^ 
a-2,  ...,  an.  Tels  sont,  d'une  part,  le  terme  principal  du  déter- 
minant, 


"2~3 


et,  d'autre  part,  le  produit  des  premiers  termes  de  tous  les  facteurs 
binômes  de  P,  lequel  a  le  même  coefficient  +  i  que  le  terme  prin- 
cipal du  déterminant.  Il  suit  de  là  que  Ion  a 

R  =  P. 
Le  nombre  des  termes  du  déterminant  est 

1.2.3.  .  .  71  ; 

celui  des  termes  du  produit  est,  avant  les  réductions, 

njji  —£, 
2       2 

On  voit  par  là  que,  en  général,  le  déterminant  se  présente  sous  une 
forme  plus  simple  que  le  produit.  Ainsi,  pour  ji  =  6,  le  détermi- 
nant contient  1.2.3.4-5.6  =  720  termes,  tandis  que  le  produit  en 
contient  215  =  32768. 
Représentons  par 

xn  +  At  .r'1-1  +  A2.r'1-2  +  . . .  +  Aft  =  [x  —  ax )  ( x  —  a,  ) .  .    [x  —  aa)  =  o 
H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  I.  6 
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l'équation  dont  a,,  a*,  . . . ,  an  sont  les  racines.  Si  l'on  multiplie  le 
premier  membre  de  cette  équation  par  la  valeur  précédente  de  P, 
le  produit,  d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  sera  égal  au  dé- 
terminant 

i        i       ...      i       i 


Développant  ce  déterminant  suivant  les  éléments  de  la  dernière 
ligne  verticale  [27],  et  l'identifiant  avec  le  produit 

on  a  les  identités  suivantes 


A,P, 


A,  P. 


=  An_iP, 


=  A„P. 
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RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS    DU    PREMIER    DEGRÉ 
A    PLUSIEURS    INCONNUES. 


431.   Soit  donné  le  système  d'équations 


a{x  +  aK.x   + 


.  +  a[f>x(n)=  u.2, 


a   x  +  a   x"  + .  .  .  -+-  flWj;(*)  =  u„. 

n  n  n  n 


Formons  le  déterminant  de  ce  système  d'équations, 


II 


a.,      a., 


a„      ar 


et  soit  A[l)  le  coefficient  de  a$  dans  ce  déterminant.  La  somme 

A'/'a'/1  +  A'i'  a'^  +  .  .  .  +  A<j>  flW 

est  égale  à  R  pour  y  =  i  [114]  et  nulle  pour  toute  valeur  dey  diffé- 
rente de  i  [116].  Si  donc  on  ajoute  les  équations  proposées,  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par 

Ali!  A  fil  Ali) 

A|   5  AJ  I  "    •    •  1         ■a-/I  î 

le  multiplicateur  de  xw  deviendra  égal  à  R,  et  ceux  de  toutes  les 
autres  inconnues  s'évanouiront.  On  aura  donc 

RarO  =  A'/'  uï  +  A'i»  «2  +  •  •  •  +  AJ|>  «„ 


a., 


a« 


(i-i) 


«!      a'f+l» 


"2        «2 


a(.;' 


le  second  membre  étant  ce  que  devient  R  lorsqu'on  y  remplace  les 
coefficients 


«i>      «ai 


6. 
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de  x^  par  les  seconds  membres  des  équations  données  correspon- 
dantes 

/  /   I    ,  l  t  -)  ^  ■     •      m    m  ,1   * 

Cette  formule  donnera  pour  les  n  inconnues  des  valeurs  finies  et 
déterminées,  toutes  les  fois  que  le  déterminant  R  sera  différent  de 
zéro. 

132.  Si  les  seconds  membres  u{,  u2,  ■■-,  un  sont  tous  nuls,  à 
l'exception  d'un  seul,  de  un  par  exemple,  on  aura  simplement 

donc  les  valeurs  de 

seront  proportionnelles  aux  déterminants  partiels 

A'        A"  A'"' 

de  sorte  qu'on  aura,  pour  solution  des  équations  proposées, 

x'  x"  ,r(")  un 

AT  ~  K  If  =  R  ' 

n  n  n 

133.  Si  m/2  est  nul  aussi,  les  équations  qui  déterminent  les  in- 
connues dans  le  n°  131  prendront  la  forme 

Rx(0  =  o, 

et,  si  R  n'est  pas  nul,  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues  x', 
x" ,  . .  .  ,  x^  seront  égales  à  zéro. 

134.  Mais,  si  les  équations  à  seconds  membres  nuls 

a\  x  -+-  a"{  x"  -+-  .  •.  .  -j-  a'^x(n)  =  o, 
a.rT  +  ai,  x"  -h .  .  .  +  a'gxW  =  o, 


dn  x  +  a"n  x"  -+- .  .  .  -+-  a'^xi" )  =  o 
doivent  avoir  lieu  sans  que  les  valeurs  des  inconnues  x',  x" , 
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xM  se  réduisent  toutes  à  zéro,  les  relations 

R.rC')  =  o, 

que  l'on  en  déduit,  ne  peuvent  être  toutes  satisfaites  que  si  l'on  a 

R  =  o, 

sans  quoi  ces  équations  seraient  incompatibles. 

Cette  condition  étant  remplie,  ces  équations  ne  déterminent  plus 
les  valeurs  mêmes  de  x',  x" ,  . . .,  x{"\  mais  seulement  les  rapports 
de  ces  valeurs;  car,  si  ces  équations  sont  satisfaites  par  un  système 
de  valeurs  x',  x",  . . .,  x(/?),  elles  le  seront  aussi  par  les  valeurs  lx', 
~kx"j  . . .,  Xx(/?),  quel  que  soit  le  facteur  "k.  D'ailleurs  ces  rapports 
seront,  en  général,  déterminés,  puisque  n —  i  des  équations  don- 
nées suffisent  généralement  pour  déterminer  les  n  —  i  inconnues 


ai'1-1) 

.(»)'         X(n)'  '  3.(11) 


,  .  .  .  , 


Or,  à  cause  de  R  =  o,  on  a  les  n  équations 

a,  A'/f  4-  d\  A"/c  +  .  .  .  +  <>A'f  =  o, 


«>'*  +  4A.£  +  ...  +  <'A£>  =  R  =  o, 


<A^  +  <A^  +  ...  +  <>Ar=o, 
qui  donnent,  pour  les  rapports 


A*        A 

Ai")'      A1"»'  A1"' 


'      ttïï;'      ••  •»         ,,„,  ' 


des  valeurs  identiques  à  celles  que  donnent  les  équations  proposées 
pour  les  rapports 


.r'  .r"  .rC"-1) 

■(*)'       ■rC")'       ""'         x(») 


donc  A'A,  A^,  . . .,  A{p  sont  proportionnels  à  xf,  x",  ...,  x{n),  quel 


(')  Il  suffît  pour  cela  que  l'un  des  ns  déterminants  partiels  de  R  n     soit  pas  nul. 
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que  soit  l'indice  Â~,  de  sorte  qu'on  a  les  proportions 

x'  :  x"  : . . .  :  *(»>  =  a',  :  a"  : ...  :  a^ 
=  a;  :  a;  : ...  :  kW 


=  k'  :a":...:AW. 


Donc,  lorsqu'un  déterminant  s'évanouit,  les  déterminants  par- 
tiels correspondants  à  deux  lignes  d'éléments  quelconques  paral- 
lèles entre  elles  forment  généralement  deux  suites  de  grandeurs 
proportionnelles. 

135.  Si  l'on  suppose  xn  =  i,  les  équations  précédentes  de- 
viennent n  équations  entre  7Z — i  inconnues,  et  l'on  voit  que  la 
condition  de  compatibilité  de  n  équations  à  n  —  i  inconnues  con- 
siste en  ce  que  le  déterminant  de  tous  les  coefficients,  y  compris 
les  termes  tout  connus,  doit  s'évanouir.  Les  proportions  du  numéro 
précédent  donnent  alors  n  expressions  équivalentes  pour  le  système 
des  valeurs  des  inconnues 

y     x"     . . .     x(,i-iK 

Cette  condition  de  compatibilité  R  =  o  n'est  autre  chose  que 
l'équation  résultant  de  l'élimination  des  n — i  inconnues  entre  les 
n  équations  données.  Donc,  pour  éliminer  n  —  i  inconnues  entre 
n  équations  du  premier  degré,  on  égalera  à  zéro  le  déterminant  de 
degré  n  formé  avec  les  ;z2  coefficients  de  ces  équations,  y  compris 
les  termes  tout  connus. 

1 36.  Parmi  les  proportions  du  n°  47,  considérons  celles  de  la 
dernière  ligne,  par  exemple, 

(i)  x'  :  x"  : . . .  :  xW= a'  :  a"  : ...  :  A'"». 


n  n 


Les  coefficients  de  la  dernière  des  équations  proposées 

dn  a'+^/+...+  n^xi")  =  o, 

n'entrant  pas  dans  les  expressions  de  A'„,  A^,  . . . ,  A^',  il  en  résulte 
que  les  proportions  (i)  font  connaître  les  rapports  des  inconnues 
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x',  x",  . . . ,  x{n) ,  qui  satisfont  aux  n  —  i  équations 

ci.  .x'     -+-  a",  x"     +  .  .  .  -+-  dfxW     :=  o, 


_'         '    i     _"      ~." 


dn_yr.'  +  an_iX"  +  ...-+-  a^.rW  =  Q, 

exprimées  au  moyen  des  déterminants  partiels  que  l'on  peut  former 
avec  les  n[n  —  i)  coefficients  de  ces  équations,  en  supprimant  tour 
à  tour  chacune  des  lignes  verticales. 

Donc ,   étant  données  n  équations  homogènes  entre  n  -h  i  in- 
connues 

a\  .x'  -h  d\  x"  H-  .  .  .  +  «(a+Dj-C+J  )  =  o, 


ci  x'  H-  a"  .r"  + .  .  .  +  ain+1] x(n+l)  =  o, 

n  n  n  ' 


si  l'on  pose 

RC')—  i—  ,V-i 


«(/-')      «('"+») 


J/M-l) 


«''-»)     rtf!'+1! 


/(«+]) 


la  solution  des  équations  proposées  sera  donnée  par  les  propor- 
tions 

x\  :  .x"  : ...  :  ^»+i)=.r'  :  r"  : . . . :  R("+1). 

437.   Si,  dans  les  équations  du  numéro  précédent,  on  suppose 
*(«+!)  =  i,     et     rtf/'+1>  =  —  «!,      ...,     rt("+1)z=—  «„, 

on  retrouve  le  système  des  équations  du  n°  131.  Alors 

R',  R",    ...,  RC",  R^+')  =  R 
sont  les  déterminants  partiels  du  déterminant  de  degré  n  -+- 1 


A  = 


relatifs  aux  éléments  de  la  dernière  ligne  horizontale,  où  r  repré- 
sente une  variable  auxiliaire  indéterminée;   donc  la  solution  des 


1 

a, 

tr 

a{       . 

.  .       a\»1 

— 

"î 

r 
rt0 

<7., 

.  .    4«) 

— 

«2 

ci 

n 

ci" 

n 

n 

— 

un 

.x' 

.x"       . 

.  .       .x(") 

r 
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équations  du  n°  44  sera  donnée  par  les  proportions 

i  :  x'  :  x"  : ...  :  xW  =  DrA  :  dx/A  :  d^a  : ...  :  dxm  a. 

138.   Si,  au  lieu  du  système  d'équations  du  n°  131,  on  propo- 
sait le  système  suivant  : 

a{    ux  -f-  a[,    k2  4-  .  .  .  H-  a      un  =  a:' , 

n  i      "  i  ,n  h 

a ,    «x  -I-  a0    é/2  +  •  ■  •  "+"  a/z    un=  x  , 


a^iii  -+-  a[?î  «2  H-  ...  -4-  «W  «„  =  .rW, 

le  déterminant  R  serait  le  même  que  pour  le  premier  système.  De 
plus,  les  valeurs  des  nouvelles  inconnues  u,,  u2,  . . . ,  un  seraient 
données,  au  moyen  du  même  déterminant  A  de  degré  zz-f-i,  par 
les  proportions 

ï  :  «!  :  u%  : . . .  :  un  =  Dr  a  :  DKl  a  :  DM5  a  : ...  :  D„„  a. 

§  V. 

ÉLIMINATION    D'UNE    INCONNUE    ENTRE    DEUX    ÉQUATIONS 
ALGÉBRIQUES. 

139.   Soient  données  deux  équations  algébriques 

(ï)  f[x)  =  «o+  avx  H-.  .  .  -f-  amx'"=  o, 

(2)  x(x)  =  b0-hblx-h.  .  .+ bnxn  =  0, 

l'une  du  degré  m,  l'autre  du  degré  n  par  rapport  à  l'inconnue  x, 
les  coefficients  a0,  a,,  . . . ,  am,  b0,  b,,  . . . ,  hn  étant  des  fonctions 
d'une  autre  inconnue^. 

Si  ces  équations  peuvent  être  satisfaites  par  le  système  de  va- 
leurs 

x  =  a,     y  =  S, 

cela  veut  dire  que,  en  faisant  j'  =  S  dans  tous  les  coefficients  a0, 
a,,  . . . ,  b0,  bt,  . . . ,  on  fait  acquérir  aux  deux  équations  proposées 
une  racine  commune  x  =  a.  Le  problème  de  la  résolution  de  deux 
équations  simultanées  revient  donc  :  i°  à  déterminer  les  valeurs 
de  y  qui  font  acquérir  aux  deux  équations  en  x  une  racine  corn- 
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mime;  2°  à  déterminer  la  racine  commune  x  =  a  qui  correspond 
à  chaque  valeur  trouvée  y  =  (3. 

Si  une  valeur  de  x  et  une  valeur  de  y  satisfont  simultanément 
aux  deux  équations,  elles  satisferont  également  à  toute  combinaison 
légitime  de  ces  équations,  et,  si  l'on  effectue  cette  combinaison  de 
manière  à  éliminer  x,  l'équation  obtenue  déterminera  les  valeurs 
cherchées  dej^,  qui  font  acquérir  aux  deux  équations  données  une 
racine  commune  en  x;  donc  le  problème  se  ramène  d'abord  à 
trouver  cette  combinaison,  que  l'on  appelle  la  résultante  des  équa- 
tions proposées. 

140.  La  première  de  ces  équations,  r{(x)  =  o,  admet  m  racines 

(3)  at,    «,,     .  .  .,    xm, 

et  la  seconde,  y^(x)  =  o,  en  admet  n, 

(4)  K'p     K2>      ■•'■>    «„» 

toutes  ces  racines  étant  des  fonctions  de  y.  Si  ces  racines  étaient 
données  explicitement,  on  aurait,  en  égalant  successivement  chaque 
racine  de  la  première  série  à  chaque  racine  de  la  seconde,  mn  équa- 
tions de  la  forme 

(5)  txr—  a.'s=o, 

dont  chacune  exprimerait  une  condition  suffisante  pour  faire  ac- 
quérir aux  deux  équations  en  x  une  racine  commune,  et,  de  plus, 
il  est  clair  qu'une  telle  racine  commune  ne  peut  exister  qu'autant 
que  l'une  des  équations  (5)  est  satisfaite.  En  tirant  de  l'une  des 
équations  (5)  la  valeur  de  y,  on  en  conclurait,  pour  la  valeur  cor- 
respondante de  x, 

or.  =  v.r  =  a's. 

Si  l'on  prend  pour  a's  successivement  toutes  les  racines  (4)  de 
l'équation  (2),  on  aura  n  équations  de  la  forme  (5),  dont  l'ensemble 
pourra  être  représenté  sous  la  forme 


c'est-à-dire 


4)  ...(«,.—  a'„), 


7T*(K' 
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En  prenant  maintenant  pour  ar  successivement  toutes  les  ra- 
cines (3)  de  l'équation  (i),  on  aura  m  équations  analogues  à  la 
précédente,  que  l'on  pourra  réunir,  par  multiplication,  en  une 
équation  unique 


(6)  ii-)    z(«i)zW.'.-x(«i 


laquelle  équivaut  aux  mn  équations  (5).  Ce  sera  donc  l'équation 
résultante  ou  équation  finale,  qui  déterminera  toutes  les  valeurs 
admissibles  de  y. 

On  aurait  pu  former  autrement  cette  équation  en  faisant  d'abord 
varier  l'indice  r,  ce  qui  donne,  par  la  multiplication  des  m  diffé- 
rences correspondantes, 

(Bl- <)(«,-»')  ."..(«„-  «i)  =  (-i  )m~?«)  =  o; 

" m 

puis,  en  faisant  le  produit  des  expressions  analogues  pour  s  =  i, 

2,    .  .  .  ,  71, 


rnu-\ 


Les  deux  équations  (6)  et  (7)  ne  peuvent  qu'être  identiques 
entre  elles,  puisque  leurs  premiers  membres  représentent  les  pro- 
duits des  mêmes  facteurs. 

141.  x(x)  étant  une  fonction  du  premier  degré  des  coefficients 
b0,  bi,  . . . ,  bn,  le  produit 

%(Kl)x(«â)   •  ••  V\v-m) 

sera  une  fonction  homogène  du  degré  m  par  rapport  à  ces  coeffi- 
cients, et  par  conséquent  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  sera 
un  polynôme  du  degré  m  par  rapport  aux  coefficients 

O  7-J        —j         •  •  •>         — ■• 

bn  bn  bn 

Par  une  raison  analogue,  le  premier  membre  de  l'équation  (7)  sera 
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un  polynôme  du  degré  n  par  rapport  aux  coefficients 


.9, 


Donc  le  premier  membre  de  l'équation  résultante  sera  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  des  coefficients  (8)  et  (9),  ce  qui  résul- 
tait d'ailleurs  de  ce  que  les  premiers  membres  des  équations  (6*) 
et  (7)  sont  respectivement  des  fonctions  symétriques  des  racines 
des  équations  (1)  et  (2),  et,  de  plus,  ce  premier  membre  est  du 

degré  m  par  rapport  aux  coefficients  — L  ?  et  du  degré  n  par  rapport 
aux  coefficients  — -• 

44-2.  Un  terme  quelconque  du  premier  membre  de  (6)  est  de  la 
forme 

K  K 

Safa*...  désignant  une  fonction  symétrique  des  racines  de  (1), 
laquelle  s'exprime  par  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  coef- 
ficients (9).  Chaque  terme  de  cette  fonction  est  de  la  forme 

,     s  a\    «y 

10  ■-..., 

n,      a. 

11  ni    u  m 

le  nombre  des  facteurs  (y  compris  — —  ]  étant  égal  à  n. 

Si  l'on  multiplie  maintenant  les  racines  de  l'équation  (1)  par 
un  facteur  arbitraire  t,  en  changeant  l'équation  (1)  dans  la  sui- 


vante 


ak     i. 


la  somme  Eaf.a'î. . .  sera,  d'une  part,  multipliée  par 


ak    ,.__, 1 je ak  ,„,-/ 


d'autre  part,  le  coefficient  —  étant  remplacé  par  — -  tm~k,  le  pro 
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duit  (10)  sera  multiplié  par 

f?)i — \+m— n+  ..  __  £>nn— (7.-(-rj.-f-. ..) 

Pour  que  le  polynôme  soit  par  là-même  multiplié  par  tg+h+"',  il 
faut  évidemment  que  l'on  ait 

g  H-  h  + .  .  .  —  mn  —  [1  +  p  ■+- .  .  .  ), 

c'est-à-dire 

g  -f-  h  H-  ...  H-  A  -f-  a  H-  ...  =  w«. 

Donc,  dans  chaque  terme  de  l'équation  finale,  en  ayant  soin  de 

ne  pas  simplifier  les  fractions  — —  et  -~  lorsqu'elles  s'y  rencontrent, 

la  somme  des  indices  des  numérateurs  des  facteurs  (8)  et  (9)  est 
constante  et  égale  à  mn.  En  d'autres  termes,  si  l'on  réduit  au  même 
dénominateur  a"n  b"1  le  premier  membre  de  l'équation  résultante  (6) 
ou  (7),  la  somme  des  indices  de  tous  les  coefficients  ai  et  b^,  dans 
chaque  terme  du  polynôme  numérateur,  est  constamment  égale 
à  mn. 

143.  Si  <?(■*■)  et  x(x)  sont  des  polynômes  complets  des  degrés 

m  et  n  par  rapport  aieta  y,  alors  —  sera  du  degré  m  —  /  et  — 

du  degré  n  —  g  en  y  ;  donc  le  degré  d'un  terme  quelconque  de 
l'équation  résultante  enj  sera  [140] 

m  —  ),  +  m  —  p  -f- .  .  .  -+-  n  —  g  -f-  n  —  h  4-  .  .  . 

=  2  mn  —  (  1  ■+-  ii.  -f- .  .  .  -h  g  -+-  h  -f- .  .  .  )  =  2  mn  —  mn  =  mn. 

Donc  le  degré  de  l'équation  finale,  sauf  les  réductions  qui  peu- 
vent l'abaisser,  est  généralement  égal  au  produit  des  degrés  des 
deux  équations  proposées. 

144.  Si,  par  un  moyen  quelconque,  on  a,  en  éliminant  x,  déduit 
des  équations  proposées  une  résultante 

R  =  o, 

où  l'on  n'ait  supprimé  aucun  facteur,  cette  équation  doit  être  satis- 
faite par  toute  valeur  de  y  qui  fait  acquérir  une  solution  commune 
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aux  deux  équations  proposées,  et  par  suite,   par  toute  valeur  qui 
annule  le  produit  des  facteurs 


Donc  R  devra  être  divisible  par  chacun  des  premiers  membres  des 
équations  (6)  et  (7),  exprimé  au  moyen  des  coefficients  a0:  a,  ..., 
b0,  b,,  

Si,  de  plus,  R  est  de  même  degré  que  ces  produits,  tant  par 
rapport  aux  coefficients  (8)  que  par  rapport  aux  coefficients  (9), 
c'est-à-dire  du  degré  m  par  rapport  aux  premiers  et  du  degré  n  par 
rapport  aux  seconds,  la  fonction  R  et  le  produit  (6)  ou  (7)  seront 
des  polynômes  de  même  degré,  en  y  considérant  les  coefficients 
comme  indépendants  les  uns  des  autres.  Ils  seront  donc  identiques, 
à  un  facteur  près  indépendant  àe  j;  donc  alors  R=o  sera  la 
véritable  équation  finale,  donnant  toutes  les  bonnes  valeurs  de  j, 
sans  solution  étrangère. 

Mais,  si  R  est  d'un  degré  plus  élevé  que  l'un  ou  l'autre  de  ces 
produits  par  rapport  aux  coefficients  (8)  ou  (9),  l'équation  R  =  o 
admettra  des  solutions  étrangères. 

145.  Voyons  maintenant  comment  on  pourra  obtenir,  par  l'éli- 
mination de  x,  cette  équation 

R  =  o. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ®{x)  soit  du  quatrième 
degré  et  y^(jc)  du  troisième  degré  en  x,  de  sorte  que  l'on  ait 

y  (  x  )  =  a0  H-  ar  x  +  a.2  x-  H-  «3  x3  -+-  ak  x'*, 
yj\x)  =  b0  -h  bt  x  H-  b2  .r2  -j-  b3  .r3. 

Formons  les  identités 


© 

x] 

=  a0-+- 

a  y  x  -\-  a. 2  x- 

x  a 

■'••) 

= 

a0  x  -f-  ax  x- 

x», 

x) 

= 

a0  x- 

X 

x) 

=  £0  + 

bl  x  -f-  b2  x- 

x  X 

x) 

= 

b0  .r  H-  bï  x- 

X%7L 

» 

= 

b0x9- 

xs% 

X 

= 

a-A  x6  -f-  ak  x*, 

a2  .r3  -+-  «3  x'*  +  «4  .r5, 

<7t  .r3  -f-  a.2  x*  +  a3  x5  - 

b»x%. 


a?t  x  ■> 


b.2xz-\-  bz  .r4, 
b0  x1  -+-  bl  x3  +  b2  xh  -î-  ^3  x5, 

b0  x*  -+-  bx  xu •-+■  b2  x6  -f-  bz  x6, 
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et  composons  le  déterminant  de  leurs  coefficients, 


R  = 


a0 

«1 

tf2 

«3 

ak 

O 

0 

o 

«0 

«I 

°ï 

"3 

«4 

0 

o 

o 

«0 

«1 

<72 

«3 

al 

K 

bx 

b. 

h 

O 

O 

0 

o 

h 

hy 

h 

^3 

O 

0 

o 

o 

K 

h 

&2 

£3 

0 

o 

o 

o 

h 

\ 

h 

6 

Si  l'on  représente  ce  déterminant  par 


C2 
/ 


en  posant 


ati  C0i 

ay 

=  Ci,       . 

,        <74=C4, 

0  =  r5, 

h    —  c" 

h, 

m 

7                     '" 

.,       b.à  =  c3, 

m 
0  =  c, , 

et  que  l'on  désigne  par  G£  le  multiplicateur  de  c^  dans  la  valeur 
de  R,  on  aura,  en  multipliant  les  identités  précédentes  par 


Cyt,     C/;-,      .  .  .,     CA, 


Cvi 


et  ajoutant, 

(C;,  +  C'*.r  +  C;.r2)?(.r)  +  ((£  +  CAv.r  -«-  CI*1  +  C?*»)  Z(*) 
— "  (C/,c0  +  CAAc0  +...)  +  (CAci  +  C'a-c'.  +...)■*  +  •■  • 
+  (  CA  c/,  +  C'A.  ck  H-  .  .  .  )  .r*  -4-  .  .  .  . 

Dans  le  second  membre,  les  multiplicateurs  de  toutes  les  puissances 
de  x  sont  identiquement  nuls  [117],  à  l'exception  du  coefficient 
de  xk,  qui  est  égal  à  R  [26].  On  a  donc  identiquement 

(  I  I  )  R  a*  =  (C7,  +  C'kX  +  C*.r2  )?(*)  +  ((£  -+-  C\v.r  +  Cl  x2  +  C}:1  .r:J)  Z  (*) . 

Tout  système  de  valeurs  de  x  ely  qui  donne  à  la  fois  y(x)  =  o  el 
^(.r)  =  o  annule  donc  R.  L'équation  R  =  o  contient  donc  la  résul- 
tante des  deux  proposées.   D'ailleurs,  le  polynôme  R  est  du  troi- 
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sième  degré  par  rapport  aux  coefficients  a0  at,  . . .,  et  du  qua- 
trième degré  par  rapport  aux  coefficients  b0,  b,,  . . .".  Donc  R  est, 
à  un  facteur  constant  près,  le  produit  de  a\b\  par  le  premier 
membre  de  l'équation  résultante  cherchée.  Si  donc  l'équation 

a\b\  =  o 

ne  peut  donner  de  valeur  admissible  pour  y,  R  =  o  sera  l'équation 
résultante  cherchée. 

446.   Exemples.  I.  —  Soient  les  équations 

o  =  a0  -f-  a Y  x  H-  a2  .r2, 
o  ==  b0  -+-  bl  x. 

L'équation  finale  sera 

aQ  «t  a2   I- 

l)0  bx  o     I  =  O, 

o  b0  by   | 
ou,  en  développant, 

«0&~  —  <7t  b0  by  +  a2  b'I  =  o. 

II.   Soient  les  deux  équations  du  second  degré 

o  =  «0  -+-  av  x  +  a%  x2, 
o  =  b0  -+-  bx  x  -+-  b2  .r2. 


L'équation  résultante  sera 


a0 

«1 

a2 

0 

a0 

ai 

a2 

0 

0 

a0 

"i 

a2 

0 

«0 

ai 

a2 

h 

h 

b2 

0 

— 

0 

1          h« 
a0 

b.2  — 

0 

0 

bo 

bx 

h 

0 

h 

h 

b2 

«0 

aï 

a2 

a0 

ax 

«0 

a2 

= 

h 

h, 

*o 

b. 

0 

h 

h 

h 

a0 

a2 

2   |  «0 

«1 

«1 

a2 

h 

b* 

60 

*x 

h 

b.  2 

VI. 
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147.  Après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  y  qui  rendent  les 
équations  (i)  et  (2)  compatibles,  il  faut  ensuite  déterminer  les 
valeurs  correspondantes  de  x.  Le  déterminant  R  étant  nul,  les 
valeurs  des  inconnues 


seront  proportionnelles  [134]  aux  déterminants  partiels  correspon- 
dants à  une  même  ligne  horizontale.  On  aura  donc,  dans  le  cas  du 
n°  445, 

i:.r:x2:^3:.r4:.r5:.r6=cc):C,[):Cl;):C^:C^:C^:C^, 

i  désignant  un  quelconque  des  nombres  o,  1,  2,  . . .,  6. 
Dans  le  cas  de  m  =  n  =  2,  on  trouve,  en  développant, 


\\.x  :  x-  ;  ,r  = 


b,     b, 

bn      b. 


«2 
O 


0 

aï 

a% 

bo 

b.2 

0 

0 

b, 

h 

0 

a0 

a1 

0 

«0 

ax 

h 

b, 

0 

:  — 

b0 

b, 

h 

0 

h 

b% 

0 

b. 

*i 

où  l'on  pourrait  remplacer  les  déterminants  partiels  relatifs  à  la 
première  ligne  horizontale  par  les  déterminants  partiels  relatifs  à 
une  autre  ligne  horizontale  quelconque. 


VI. 


PRODUIT  DE  DEUX  DÉTERMINANTS. 


148.   Soient  deux  déterminants  de  même  degré 

y,   b".    . 


p  = 


<70         rt., 


Q=z 


b'2     b\ 

V      b" 


b'f 

bW 


&'«) 


Multiplions  successivement,  élément  à  élément,  chaque  ligne  hori- 
zontale du  premier  par  chaque  ligne  horizontale  du  second,  et 
ajoutons  les  produits,  de  manière  à  former  les  n-  expressions 


l'indice  supérieur  de  c'j?  se  rapportant  au  rang  de  la  ligne  de  P, 
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l'indice  inférieur  au  rang  de  la  ligne  de  Q.   Puis,   avec  les  élé- 
ments cf  ainsi  obtenus,  formons  le  déterminant 

An)    | 


R  = 


'  "  In] 

C,         C,  ...         C, 


Si  l'on  écrit,  pour  abréger, 

<f=2<1*-  (r=i,2,...,i.); 

r 

le  terme  principal  de  R  sera 

pq...t 

chacun   des  indices  p,  q,  . . . ,  t  devant  recevoir  toutes  les  valeurs 
1,2,  ...,  n. 

Pour  permuter  les  indices  inférieurs  de  c,  il  suffira  de  permuter 
les  indices  inférieurs  de  b;  et,  si  nous  désignons  par 

[//...  I] 

le  signe  -f-  ou  —  qui  correspond  à  la  classe  de  la  disposition 

i,  J,   . .  . ,   l 

des  nombres  i,  2,  . . .,  n,  nous  aurons 

r= 2  [^  ■•']<■;«;... *?' 

ij...i 

ij...l  \pq--t  I 

pq...t  ij     .1 

Or  on  a 

q=  2 tv--  nWi-'-w- 

II.  —  Cours  de  Cale.  înjînic,  I.  7 
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Donc  \[ij...l]bY'bf...b'P  est  ce   que  devient  Q,  lorsqu'on   y 

ij ..  .1 

change  les  indices  supérieurs  i,  2,  ...,  n  en  p,  q,  ...,t.  Cette 
somme  est  donc  égale  à 

[pq...t].Q, 

[pq. . .  t]  désignant  le  signe  de  la  classe  de  la  disposition  p,  q,  ...,  t, 
toutes  les  fois  que  l'on  donne  à  ces  n  indices  des  valeurs  toutes 
différentes  entre  elles.  Au  contraire,  cette  somme  s'annulera  toutes 
les  fois  que  deux  des  indices  p,  q,  . . .,  t  seront  égaux  entre  eux. 
Donc  on  aura,  en  ne  conservant  que  les  dispositions  dans  lesquelles 
les  indices  p,  q,  . . .,  r  seront  tous  différents, 


R  =  Q-  y.iPq---f\a^af...af, 


VI 


c'est-à-dire 


R  =  P.Q. 


Donc  le  produit  de  deux  déterminants  de  degré  n  est  un  déter- 
minant de  degré  n,  dont  les  éléments  c^  se  forment  d'après  la  règle 
indiquée  ci-dessus. 

149.  Comme  on  peut,  dans  chacun  des  déterminants  P  et  Q, 
changer  les  lignes  horizontales  en  lignes  verticales,  et  vice  versa 
[102],  on  voit  qu'il  y  a  quatre  manières  différentes  de  former 
les    éléments  c^1  du    produit   R,    suivant  que    l'on   multiplie   les 

horizontales 


, .  (     horizontales 

lignes  {  .    , 

(   ou  verticales 

On  a,  par  exemple, 


deP 


les  1 


ignés 


a 

h 

V. 

3 

a 

y 

a. 

,3' 

— 

a 

a!    1 

a 

(3 

b 

v 

a 

P' 

a 

b 

a 

a! 

1 
a 

V 

3 

3' 

— — 

b' 


v. 

v. 

3 

3' 

av. 

-+■ 

bfi 

av. 

av. 

+ 

bp' 

a'  v! 

av. 

+ 

a'p 

bv. 

av. 

+ 

a'p' 

bv! 

av. 

+ 

bv! 

av. 

a  (3 

-4- 

b$' 

a' fi 

av. 

+ 

av.' 

bv. 

a0, 

-+- 

a'  3' 

03 

ou  verticales 

a'v.  +  b'fi    I 

b'p*  ! 

b'p 

b'v! 
b'ff 
b'v! 
b'ff 


deQ. 
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150.  Si  l'on  suppose  le  second  déterminant  égal  au  premier,  on 
obtiendra  le  carré  de  celui-ci,  sous  forme  d'un  déterminant  du 
même  degré. 

Les  éléments  de  ce  carré  pourront  se  former  de  trois  manières 
différentes.  Ainsi 


a 

b 

i 

a2    +  b1 

aa'  -{-bb' 

a' 

b' 

aa'-V  bb' 

a'2  -h  b'2 

a 

b     1 

a 

a' 

a1   -h  ha 

ab  -{-bb' 

a' 

h' 

b 

h' 

aa' '-f-  a' b' 

bà '-+-  b'- 

a 

i 
a 

i 

or  -ha'2 

ab  -f  a! b' 

b 

b' 

ah  -4-  a  b' 

b1  -{-b'2 

On  voit  de  même  que  les  diverses  puissances  d'un  déterminant 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme  de  déterminants  du  même  degré. 

151.  Si  les  déterminants  P,  Q  étaient  de  degrés  différents,  on 
commencerait  par  transformer  celui  du  moindre  degré  en  un  dé- 
terminant du  même  degré  que  l'autre  [113],  puis  on  appliquerait 
la  règle  précédente. 

On 


i  a  ainsi 

a       b 
a'       b' 
a"      h" 

c 
c' 
c" 

• 

V. 
V. 

= 

a        b 
a'       b' 
a"      b" 

c     l 
c"   1 

a. 

v' 
a" 

j3 

Cl 

J 

P" 

o 
o 
I 

a  a. 

+  £/3 

a'v.  -+-  b'fi 

a"*  ■+■ 

b"$ 

= 

av.' 

+  bp' 

aV+i'P' 

a  «  -f- 

b"S' 

ar/'+b'. 

y  h 

-c" 

a'  a. 

'-f-l 

>'Ô"-hc" 

aV-f 

b"B" 

-\-c 

les  quantités  a." ,  fi"  étant  arbitraires. 

152.  Supposons  maintenant  que,  au  lieu  de  former  les  élé- 
ments c£'  par  la  multiplication  des  lignes  de  deux  tableaux  carrés, 
on  les  forme  par  la  multiplication  de  deux  tableaux  rectangu- 
laires 


a\     a  i 

a0      a, 


a\';' 


b\      b'\ 
b\      b\ 

b'      b" 


b\>") 
b{',n) 


£('«) 
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les  doubles  traits  indiquant  que  m  n'est  pas  égal  à  n.  Alors,  dans 
la  formule  (i)  [148],  p,  q,  . . . ,  t  seront  n  nombres  quelconques  de 
la  suite  i,  2,  . . . ,  m. 

Si  m  ^>  ;z,  on  prendra  pour  p,  q,  . . . ,  t  successivement  toutes  les 
combinaisons  des  m  indices  supérieurs  n  à  n,  et  alors 

\  [pq.  .  .t]a[^a{nK  .  .  a|[> 
Vq.-.t 

représentera  la  somme  de  tous  les  déterminants  formés  en  prenant 
n  à  n  les  m  lignes  verticales  du  premier  tableau,  et  Q  devra  être 
remplacé  par  le  déterminant  formé  au  moyen  des  lignes  verticales 
correspondantes  du  second  tableau.  On  aura  donc,  dans  ce  cas, 

le  signe  S  se  rapportant  à  toutes  les  combinaisons  des  m  indices 
supérieurs  pris  n  à  n. 

On  aura  ainsi,  en  représentant,  par  analogie,  par  le  signe  de 
multiplication  placé  entre  les  deux  tableaux  rectangulaires  le  dé- 
terminant R  formé  d'après  la  même  règle  que  le  produit  de  deux 
véritables  déterminants, 
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153.  Si,  au  contraire,  on  a  m<^n,  alors,  parmi  les  m  indices 
p,  q,  . . . ,  t,  il  y  en  aura  au  moins  deux  qui  seront  égaux  entre  eux, 
et  par  conséquent 


\jj...i}brb) 


(/')  r Mi) 


^  if 


ij...t 


sera  nul;  donc  on  aura,  dans  ce  cas, 

R  =  0. 


PRODUIT    DE    DEUX    DÉTERMINANTS. 

Par  exemple,  on  a  identiquement 


a 

b 

V. 

p 

a' 

V 

r 

V 

a' 

b" 

V. 

f 

av.  -hbfi  a'v.  +è'<3  a"  t.  -\-b"P 
a«!  +  b  ?  a' or.'  +  b'p  a"  a!  +  b"[ï 
a  «"-f-  b  p"     a  a"  +  b'p"      a" a." -\-  b" p" 


=  o. 


EXERCICES. 

i.  On  appelle  déterminant  gauche  un  déterminant  dont  les  éléments,  placés 
symétriquement  par  rapport  à  la  diagonale,  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  les 
éléments  de  la  diagonale  étant  nuls,  de  sorte  qu'on  ait 


ai.'  =  —  a 


ik) 


Faire  voir  qu'un  déterminant  gauche  de  degré  impair  est  identiquement  nul. 
2.  Réduire  à  un  monôme  le  déterminant 

sin  a  sin  2  a  sin  3  a 
sin3a  sin6a  singa 
sin5a     sinioa     siniaa 


et,  plus  généralement,  le  déterminant 


sinx 
sin  3  a 


sin  2  a 
sin  6  a 


smny. 
sin  3  n  a 


sin(2«  —  i)a     sin(4«  —  2)a     ...     sin(2« — \)nv. 
3.  Développer,  suivant  les  puissances  de  <r,  le  déterminant 


a ,  — ■  x    cf\ 

a\  (,".,  —  x 


S») 

a'») 

a"n  ...      fljf)_, 

4.  Une  substitution  linéaire 

*k  =  àky\  +  a"kJ'i  -+-  ■  •  •  +  a'jpjrn     (  *  =  i ,  a ,  .  . . ,  ?i  ) 

est  dite  orthogonale  lorsqu'elle  satisfait,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  va- 
riables -r/,-,  jr(-,  à  la  condition 

a?î  +  a?;-+-...H-^=7Ï-t-.7i-H...-l-^. 

Prouver  que,  dans  ce  cas,  le  déterminant  des  coefficients  af  est  égal  à  ±  i. 
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5.  Af  étant  le  déterminant  mineur  correspondant  à  l'élément  a{£  du  déter- 
minant . 

si  l'on  forme,  par  la  règle  du  §  VI,  le  produit  de  R  par  son  déterminant  adjoint 

S  =  |  KtA!'2...AW  |, 

conclure  de  là  que  l'on  a 

S  =  R«-1. 
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154.  On  appelle  constante  une  quantité  que  l'on  considère 
comme  ne  changeant  pas  de  valeur  dans  le  cours  d'un  même  rai- 
sonnement. 

On  appelle  variable  une  quantité  qui  n'a  pas  de  valeur  déter- 
minée, mais  qui  peut  recevoir  une  suite  plus  ou  moins  étendue  de 
valeurs  arbitraires. 

On  ramène  l'étude  des  quantités  variables  à  celle  des  quantités 
constantes  en  fixant  momentanément  un  état  de  la  variable,  et 
traitant  celle-ci  comme  une  constante.  Si  les  relations  trouvées 
sont  indépendantes  du  choix  particulier  de  l'état  considéré,  on 
obtient  des  lois  auxquelles  sont  soumises,  dans  tous  leurs  états,  les 
quantités  variables;  en  remplaçant,  dans  chacune  de  ces  relations, 
les  valeurs  déterminées  par  les  symboles  qui  représentent  des  va- 
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leurs  variables,  on  obtiendra  une  relation  entre  les  variables,  équi- 
valente à  une  infinité  de  relations  de  même  nature  entre  des  valeurs 
constantes.  Par  exemple,  l'équation  d'une  courbe  équivaut  à  une 
infinité  de  relations,  de  forme  identique,  entre  les  coordonnées  de 
tel  ou  tel  point  de  la  courbe. 

155.  Une  même  quantité  peut  jouer  tour  à  tour  le  rôle  de  con- 
stante et  celui  de  variable,  suivant  le  point  de  vue  où  l'on  se  place. 
Ainsi,  dans  l'étude  générale  d'une  courbe,  les  coordonnées  d'un 
point  de  cette  courbe  sont  considérées  comme  variables.  Dans  l'é- 
tude de  la  tangente  en  un  point  donné  de  la  courbe,  les  coordon- 
nées du  point  de  contact  sont  considérées  comme  constantes,  celles 
d'un  point  de  la  tangente  étant  maintenant  les  variables. 

Dans  chaque  question,  on  doit  s'attacher  avant  tout  à  bien  dis- 
tinguer quelles  sont  les  quantités  que  l'on  regarde  comme  con- 
stantes ou  comme  variables  dans  telle  ou  telle  partie  du  raison- 
nement. 

156.  Si  la  valeur  d'une  variable  y  est  déterminée  par  la  valeur 
d'une  autre  variable  x,  de  telle  sorte  qu'à  chaque  valeur  de  x  cor- 
respondent soit  une  seule  valeur  de  y,  soit  plusieurs  valeurs  de 
cette  quantité,  en  nombre  fini  dans  un  intervalle  fini  quelconque, 
on  dit  en  général  que  y  est  une  fonction  de  x. 

Si  la  détermination  dey  au  moyen  de  x  résulte  d'opérations  ou 
de  constructions  rigoureusement  définies  et  exprimables  à  l'aide 
des  opérations  fondamentales  de  l'Analyse,  la  fonction  y  sera  dite 
une  fonction  analytique. 

Dans  cet  Ouvrage,  nous  nous  occuperons  exclusivement  des 
fonctions  analytiques,  ou  des  fonctions  de  nature  quelconque  pos- 
sédant les  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  analytiques. 

Si  la  variable  x  n'est  elle-même  déterminée  par  aucune  relation 
avec  une  autre  variable,  on  lui  donne  le  nom  de  variable  indé- 
pendante. 

157.  En  général,  lorsque  deux  variables  sont  liées  entre  elles 
par  une  relation  déterminée,  en  vertu  de  laquelle  l'une  d'elles  est 
fonction  de  l'autre,  on  peut  réciproquement  considérer  la  seconde 
comme  une  fonction  de  la  première.  Ainsi,  une  courbe  étant  tra- 
cée, cette  courbe  représentera  une  relation  entre  l'abscisse  et  l'or- 
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donnée  d'un  quelconque  de  ses  points,  et  l'on  pourra  considérer  à 
volonté  l'ordonnée  comme  une  fonction  de  l'abscisse  ou  l'abscisse 
comme  une  fonction  de  l'ordonnée. 

Les  fonctions  qui,  pour  une  même  relation  entre  deux  variables, 
expriment  la  loi  suivant  laquelle  la  première  se  déduit  de  la  se- 
conde, et  la  loi  suivant  laquelle  la  seconde  se  déduit  de  la  première, 
sont  dites  deux,  fonctions  inverses  l'une  de  l'autre. 

1d8.  Une  variable  peut  aussi  dépendre  de  plusieurs  autres.  On 
dit  alors  qu'elle  est  une  fonction  de  plusieurs  variables,  et  ces 
dernières  sont  appelées  indépendantes  lorsqu'elles  ne  sont  liées 
ni  entre  elles,  ni  avec  d'autres  variables.  Si  l'on  considère,  par 
exemple,  les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  sur- 
face, l'une  d'elles  peut  être  regardée  comme  une  fonction  des  deux 
autres,  celles-ci  étant  des  variables  indépendantes. 

Généralement,  lorsqu'il  existe  une  relation  entre  n  variables, 
une  quelconque  d'entre  elles  peut  être  regardée  comme  une  fonc- 
tion des  n  —  i  autres,  prises  pour  variables  indépendantes. 

Lorsqu'il  existe,  entre  n  variables,  h  relations  (Ji  étant  <^n), 
k  de  ces  variables  pourront  être  considérées  comme  fonctions  des 
n  —  k  autres,  prises  pour  variables  indépendantes. 

159.  On  appelle  infiniment  petit  une  variable  qui  peut  prendre 
une  valeur  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  ou,  comme  on 
dit  d'une  manière  abrégée,  une  variable  qui  tend  vers  zéro. 

Ainsi  une  variable  £  est  dite  infiniment  petite  lorsque,  prise  en 
valeur  absolue,  elle  peut  satisfaire   à  toute  inégalité  de  la  forme 

£<A". 

La  limite  d'une  variable  est  une  quantité  constante  dont  la  va- 
riable diffère  d'une  quantité  infiniment  petite,  sans  que  cette  dif- 
férence puisse,  en  général,  s'annuler. 

D'après  cela,  un  infiniment  petit  est  une  variable  dont  la  limite 
est  zéro. 

Un  infiniment  grand  est  une  variable  qui  peut  prendre  une  va- 
leur plus  grande  que  toute  grandeur  donnée,  ou,  comme  on  dit, 
d'une  manière  abrégée,  une  variable  qui  tend  vers  l'infini. 

En  d'autres  termes,  une  variable  0  est  infiniment  grande  lorsque, 
prise  en  valeur  absolue,  elle  peut  satisfaire  à  toute  inégalité  de  la 
forme  Q^>  k. 
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L'inverse  -  d'un  infiniment  petit  s  est  un  infiniment  grand,  et 

£ 

réciproquement,  l'inverse  d'un  infiniment  grand  est  un  infiniment 
petit. 

160.  La  notion  &  infiniment  petit  n'a  rien  de  commun  avec  la 
notion  toute  physique  de  très-petit.  Celle-ci  s'applique  à  des  con- 
stantes et  indique  une  certaine  relation  entre  leurs  dimensions  et 
l'étendue  de  nos  moyens  de  perception.  Une  quantité  est  consi- 
dérée comme  très-petite  lorsqu'elle  est  près  d'échapper  à  nos  sens. 
Au  contraire,  une  quantité  infiniment  petite ,  étant  essentiellement 
variable,  n'a  pas  de  valeur  fixe,  et.  conséquemment  sa  grandeur 
n'est  liée  en  rien  à  nos  appréciations  physiques.  L'essence  d'un 
infiniment  petit  n'est  pas  d'être  imperceptible,  mais  de  pouvoir 
décroître  autant  que  l'on  voudra. 

Ainsi,  lorsqu'on  emploie  les  constructions  géométriques  dans 
l'étude  des  infiniment  petits,  les  figures  que  l'on  trace  sur  le  pa- 
pier ou  sur  le  tableau  représentent  (abstraction  faite  des  imper- 
fections du  dessin)  les  infiniment  petits  en  vraie  grandeur ,  et  il 
est  inutile  de  se  fatiguer  l'imagination  pour  savoir  ce  que  devien- 
drait la  figure  lorsque  les  infiniment  petits  décroîtraient  assez  pour 
échapper  à  la  vue. 

Un  infiniment  petit  n'est  pas  généralement  nul,  et  ce  n'est 
qu'exceptionnellement  qu'il  peut  passer  par  la  valeur  zéro. 

161.  De  même,  il  faut  bien  se  garder  de  confondre  Y  infiniment 
grand  mathématique  soit  avec  le  très-grand  opposé  au  très-petit 
dans  l'ordre  des  idées  physiques,  soit  avec  Yinjîni  absolu  pris  dans 
le  sens  vulgaire  et  métaphysique. 

U  infiniment  grand  est  une  variable  pouvant  prendre  des  va- 
leurs quelconques,  que  l'on  est  libre  de  supposer  plus  grandes  que 
toute  quantité  assignée  arbitrairement.  Ces  valeurs  sont  toujours 
mesurables,  et  d'elles  dépendent  d'autres  quantités  dont  on  cherche 
les  limites. 

\J  infini  absolu  exclut  toute  idée  de  limitation  et  de  détermina- 
tion, et  ne  peut  faire,  par  conséquent,  l'objet  d'aucune  spéculation 
mathématique.  Quand  cet  infini  se  présente  comme  résultat  d'un 
calcul,  cela  veut  dire  que  la  quantité  cherchée  cesse  d'exister  dans 
les  circonstances  où  l'on  s'est  placé.  La  non-existence   de  cette 
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quantité  indique  tantôt  l'impossibilité  du  problème  dans  lequel 
cette  quantité  formait  l'inconnue  principale,  tantôt  elle  donne,  au 
contraire,  la  solution  cherchée  lorsqu'elle  se  rapporte  à  une  in- 
connue auxiliaire  dont  la  non-existence  n'est  pas  incompatible 
avec  les  conditions  posées.  Hors  de  ces  cas,  l'infini  absolu  doit  être 
complètement  exclu  des  raisonnements  mathématiques  comme 
pouvant  conduire  à  des  conclusions  fausses. 

162.  En  général,  la  limite  d'une  variable  ne  fait  pas  partie  de 

la  série  des  valeurs  que  peut  prendre  cette  variable.  Ainsi,  zéro  ne 

fait  pas  généralement  partie  de  la  série  des  valeurs  d'un  infiniment 

petit.  La  fraction  décimale  périodique  0,272727. . .  ne  peut  jamais 

3  . 

devenir  égale  à  sa  limite  —  •  La  diagonale  d'un  carré  est  la  limite 

des  longueurs  commensurables  avec  le  côté,  et  qui  sont  représentées 
par  les  diverses  fractions  dont  le  carré  a  pour  limite  2  ;  mais  jamais 
il  ne  peut  y  avoir  égalité  entre  ces  quantités  commensurables  et  la 
diagonale.  L'ordonnée  de  l'asymptote  d'une  courbe  est  la  limite  de 
l'ordonnée  de  la  courbe,  sans  pouvoir  lui  devenir  égale,  sauf  le  cas 
où  la  courbe  oscille  de  part  et  d'autre  de  l'asymptote. 

Une  constante  dont  la  valeur  peut  être  démontrée  moindre 
qu'une  quantité  donnée  quelconque  ne  peut  avoir  d'autre  valeur 
que  zéro.  C'est  ce  que  l'on  exprime  d'une  manière  abrégée  en  di- 
sant qu'une  constante  infiniment  petite  est  rigoureusement  nulle. 

163.  Si  deux  variables  vont  l'une  constamment  en  croissant, 
l'autre  constamment  en  décroissant,  et  si,  la  première  étant  tou- 
jours moindre  que  la  seconde,  la  différence  de  ces  variables  peut 
devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  ces  deux  variables 
tendront  vers  une  limite  commune,  plus  grande  que  toutes  les  va- 
leurs de  la  première  variable,  et  plus  petite  que  toutes  les  valeurs 
de  la  seconde.  Cette  limite  pourra  être  déterminée,  au  moyen  des 
valeurs  de  ces  deux  variables,  avec  une  erreur  moindre  que  la  dif- 
férence de  ces  valeurs  respectives,  et  par  suite  infiniment  petite. 

Ce  mode  de  détermination  indirecte  d'une  constante  inconnue 
revient  à  exclure  tout  ce  qui  n'est  pas  la  valeur  cherchée.  C'est  là 
le  principe  de  la  méthode  à"  exhaustion  des  anciens  géomètres. 

164.  Une  variable  de  signe  constant  ne  peut  pas  tendre  vers  une 
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limite  de  signe  différent.  Soit,  par  exemple,  u  une  variable  con- 
stamment positive;  si  l'on  avait 

limu  =  —  a 

—  a  étant  <^  o,  il  faudrait  que  la  différence  u —  ( — a)  =  u-ha 
fût  infiniment  petite,  ce  qui  est  impossible,  puisqu'on  a  la  somme 
de  deux  quantités  positives,  dont  l'une  est  constante  et  différente 
de  zéro;  donc  limu  ne  peut  être  une  quantité  négative. 

On  verrait  de  même  qu'une  variable  constamment  négative  ne 
peut  avoir  une  limite  positive. 

165.  Lorsque  deux  quantités  finies  différeront  entre  elles  d'un  in- 
finiment petit,  nous  dirons  qu'il  existe  entre  ces  deux  quantités 
une  égalité  imparfaite. 

Principe  des  limites.  —  Si  deux  variables  u,  v  sont  liées  de  telle 
sorte  que  leurs  valeurs  correspondantes  soient  constamment  égales, 
ou  du  moins  infiniment  peu  différentes,  si  de  plus  l'une  de  ces 
variables  tend  vers  une  certaine  limite,  l'autre  variable  tendra  vers 
une  limite  rigoureusement  égale  à  la  première. 

En  effet,  si  l'on  a  l'égalité,  rigoureuse  ou  imparfaite, 

u  =  v, 

qui  équivaut  à 

u  =  v  +  S, 

â  étant  nul  ou  infiniment  petit;  si  de  plus  u  tend  vers  la  limite  a, 
ce  qui  donne 

u  =  a  -+-  s, 

e  étant  un  autre  infiniment  petit,  on  en  conclut 

c  —  a  =  s  —  rj. 

Le  second  membre  étant  infiniment  petit,  le  premier  doit  l'être 
aussi.  Donc  v  a  aussi  pour  limite  a.  Donc  l'équation  rigoureuse  ou 
imparfaite 

u  =  v 

conduit  à  l'équation  rigoureuse 

lim  «  =  lime. 
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166.  On  voit  par  là  qu'une  égalité  rigoureuse  ou  imparfaite 
entre  deux  variables  entraîne  l'égalité  rigoureuse  des  deux  con- 
stantes qui  sont  les  limites  de  ces  variables,  et  qui  ne  font  pas 
généralement  partie  de  la  série  de  leurs  valeurs.  Ce  procédé  de 
détermination  indirecte  de  la  limite  d'une  variable  au  moyen  de  la 
limite  d'une  autre  variable  revient  à  la  méthode  d'exhaustion  dont 
nous  parlions  tout  à  l'heure. 

On  est  forcé  de  recourir  à  ce  procédé,  toutes  les  fois  que  la 
valeur  cherchée  ne  peut  s'obtenir  par  une  substitution  directe.  On 

demande,   par  exemple,   quelle  valeur  prend  la  fonction — 

pour  x  =  a,  sachant  que  cette  fonction  doit  rester  continue  dans 
le  voisinage  de  la  valeur  a  de  la  variable.  On  ne  peut  ici  faire  direc- 
tement x  —  a,  puisque  pour  cette  valeur  l'expression  proposée 
n'offre  plus  aucun  sens  ;  mais  on  remarquera  que  la  fonction  x  H-  a 
est  constamment  identique  à  la  proposée,  pour  toute  valeur  de  x 
autre  que  a,  et  que  la  limite  de  cette  fonction  peut  s'obtenir  par 
substitution  directe.  On  a  donc 

X~  —  Cl' 

lim =  lim  (  x  -f-  a  )  =  2  a. 

x  —  a 

Dans  ce  cas  et  dans  les  cas  analogues,  la  valeur  de  la  fonction 
est  uniquement  déterminée  par  la  condition  de  continuité,  en  vertu 
de  laquelle  cette  valeur  doit  être  la  limite  des  valeurs  infiniment 
voisines. 

167.  Nous  sommes  maintenant  en  état  de  justifier  les  considéra- 
tions que  nous  avons  exposées  au  n°  40  sur  l'extension  des  règles 
de  l'Arithmétique  des  nombres  rationnels  aux  nombres  incommen- 
surables. 

Étant  donnée  une  grandeur  incommensurable  avec  son  unité, 
concevons  une  grandeur  commensurable  avec  l'unité,  et  différant 
aussi  peu  que  l'on  voudra  de  la  grandeur  donnée.  Cette  grandeur 
commensurable  sera  une  variable,  ayant  pour  limite  la  grandeur  in- 
commensurable, et  susceptible,  d'autre  part,  d'une  évaluation  nu- 
mérique. Le  nombre  fractionnaire  qui  la  représentera  exprimera 
une  valeur  indéfiniment  approchée  de  la  grandeur  incommensu- 
rable. C'est  ce  nombre  variable  que  l'on  substituera  à  la  grandeur 
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concrète  incommensurable,  lorsque  l'on  voudra  transformer  une 
relation  concrète  en  une  relation  entre  des  nombres  abstraits. 

Si  deux  grandeurs  incommensurables  avec  l'unité  sont  représen- 
tées par  la  même  suite  de  nombres  avec  une  approximation  indéfi- 
nie, les  grandeurs  commensurables  variables,  que  ces  nombres 
représentent  rigoureusement,  sont  égales  de  part  et  d'autre;  donc, 
en  vertu  du  principe  énoncé  dans  le  numéro  précédent,  les  limites, 
c'est-à-dire  les  grandeurs  incommensurables,  sont  égales  entre  elles. 

Pour  représenter  ce  nombre  rationnel  variable  qui  exprime  la 
valeur  indéfiniment  approchée  d'une  grandeur  incommensurable, 
on  emploie  un  symbole  qui  rappelle  les  opérations  concrètes  qu'il 
faut  exécuter  pour  obtenir  cette  grandeur.  Ainsi  la  valeur  variable 
de  la  fraction  qui  exprime  approximativement  la  diagonale  d'un 
carré  de  côté  =  i  sera  représentée  par  y/2,  symbole  qui  rappelle 
que  cette  diagonale  est  le  côté  d'un  carré  double  du  premier  en 
surface.  On  appelle  un  tel  symbole,  pour  abréger,  un  nombre  in- 
commensurable. 

168.  Soit  donnée  maintenant  une  relation  entre  des  grandeurs 
incommensurables.  Il  en  résulte  immédiatement  une  relation  indé- 
finiment approchée  entre  les  grandeurs  commensurables  dont  les 
grandeurs  incommensurables  sont  les  limites.  Cette  relation  étant 
traduite  en  nombres,  on  pourra  lui  faire  subir  toutes  les  transfor- 
mations conformes  aux  règles  de  l'analyse  abstraite,  et  l'on  par- 
viendra ainsi  à  une  relation  numérique  différente  de  la  première, 
et,  comme  elle,  indéfiniment  approchée.  En  repassant  actuellement 
aux  grandeurs  concrètes,  on  aura  une  relation  indéfiniment  appro- 
chée entre  les  grandeurs  commensurables,  et,  en  substituant  à 
celles-ci  leurs  limites  incommensurables,  on  obtiendra  finalement 
une  relation  rigoureuse  entre  ces  limites. 

Cette  relation  est  précisément  celle  à  laquelle  on  serait  arrivé, 
si  l'on  avait  remplacé  d'abord  les  grandeurs  incommensurables  par 
les  symboles  numériques  correspondants  et  traité  ces  symboles 
comme  de  véritables  nombres,  puis  que  dans  le  résultat  final  on 
eût  remis  à  la  place  de  ces  symboles  les  quantités  concrètes  qu'ils 
représentent. 

Telle  est  la  base  sur  laquelle  reposent  toutes  les  applications  du 
calcul  aux  grandeurs  continues,  et  en  particulier  l'usage  des  con- 
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sidérations  arithmétiques  dans  les  démonstrations  de  la  Géométrie 
élémentaire. 

169.  Eclaircissons  ce  qui  précède,  en  prenant  pour  exemple  la 
proposition  fondamentale  de  la  théorie  des  lignes  proportionnelles. 

Considérons  les  quatre  segments  OA,  AB,  OC,  CD  [fig.  10), 
déterminés  sur  les  côtés  d'un  angle  BOD  par  deux  droites  paral- 


lèles AC,  BD.  Si  OA  et  AB  sont  commensurables  entre  eux,  OC 
et  CD  le"  seront  aussi  entre  eux,  et  l'on  aura  la  proportion 

(i)  OA:AB  =  OC:CD. 

Réciproquement,  si  les  segments  sont  commensurables  deux  à  deux, 
et  que  l'on  ait  cette  proportion,  les  droites  AC  et  BD  seront  paral- 
lèles. 

Si  OA  et  AB  sont  incommensurables,  soit  p  un  sous-multiple 
quelconque  de  OA,  et  q  le  sous-multiple  correspondant  de  OC. 
Si  AC  est  parallèle  à  BD,  on  démontre  que,  AB  étant  compris 
entre  deux  multiples  consécutifs  de  p,  CD  sera  compris  entre  les 
mêmes  multiples  de  q.  On  peut  donc,  en  prenant  p  elq  assez  petits, 
trouver  des  segments  AB',  CD',  respectivement  commensurables 
avec  OA  et  OC,  et  aussi  peu  différents  de  AB  et  de  CD  que  l'on 
voudra,  entre  lesquels  on  aura  la  proportion 

(2)  OA:AB'=OC:CD'. 

Le  rapport  OA  :  AB'  de  OA  à  une  ligne  aussi  voisine  que  l'on 
voudra  de  AB  est  appelé,  pour  abréger,  une  valeur  approchée  du 
rapport  de  OA  à  AB.  Lorsque  les  valeurs  indéfiniment  appro- 
chées de  deux  rapports  incommensurables  OA  :  AB  et  OC  :  CD  sont 
égales,  on  dit  que  ces  deux  rapports  incommensurables  sont  eux- 
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mêmes  égaux,  et  on  l'exprime  en  écrivant  la  proportion  (i),  qui 
équivaut  à  l'ensemble  des  proportions  (2)  à  termes  variables. 

Réciproquement,  si  l'on  a  la  proportion  (1),  c'est-à-dire  l'en- 
semble des  proportions  (2),  on  en  conclut  que  la  ligne  variable  B'D' 
est  parallèle  à  AC,  et  l'angle  OB'D'=OAC.  Donc  l'angle  OBD, 
limite  de  OB'D',  est  égal  à  OAC,  et  de  la  proportion  (i)  résulte  le 
parallélisme  des  lignes  AG  et  BD. 

La  même  conclusion  serait  vraie,  si,  au  lieu  d'être  rigoureuse- 
ment égaux,  les  deux  rapports  OA  :  AB',  OC  :  CD'  étaient  seulement 
infiniment  peu  différents;  car,  en  désignant  par  CD'7  la  quatrième 
proportionnelle  exacte  aux  lignes  OA,  AB',  OC,  cette  ligne  CD" 
différerait  infiniment  peu  de  CD'  et  par  suite  de  CD,  et  la  ligne  B'D' 
aurait,  aussi  bien  que  B'D",  pour  limite  la  ligne  BD  parallèle  à  AC. 

Jusqu'ici  nous  avons  introduit  dans  notre  relation  (1)  les  quan- 
tités concrètes  elles-mêmes.  Pour  pouvoir  appliquer  à  cette  pro- 
portion les  diverses  transformations  qu'enseigne  l'Arithmétique,  il 
faut  y  remplacer  les  quatre  termes  concrets  par  quatre  termes  nu- 
mériques, ce  qui  ne  peut  en  général  se  faire  exactement.  Suppo- 
sons que  ces  quatre  termes  soient  mesurés,  à  une  certaine  fraction 
de  l'unité  près,  par  des  nombres  correspondants  aux  segments 
commensurables  OA,,  AB,,  OC,,  CD,.  On  voit  aisément  que  les 
lignes  A,C,,  B,D,  ont  pour  limites  AC,  BD,  et,  par  suite,  leurs  direc- 
tions ne  s'écartent  qu'infiniment  peu  du  parallélisme;  de  sorte 
que  B,D,  s'écarte  infiniment  peu  d'une  parallèle  B,D„  à  A,C..  On  en 
conclut  que  les  rapports  OA,  :  AB„  OC,  :  CD,  diffèrent  entre  eux 
infiniment  peu,  ce  qui  établit  entre  les  limites  des  quatre  termes 
la  relation  symbolique  (1). 

Réciproquement,  la  relation  (1)  équivaut  à  dire  que  les  rapports 
OA,  :  AB,,  OC,  :  CD,  sont  infiniment  peu  différents  ;  donc  B,D,  s'é- 
carte infiniment  peu  d'une  parallèle  à  A,C,,  et  par  suite  les  limites 
de  ces  deux  lignes,  BD  et  AC,  sont  rigoureusement  parallèles. 

La  proportion  (1)  pouvant  maintenant  être  regardée  comme  une 
égalité ,  exacte  ou  approchée ,  entre  deux  rapports  de  fractions 
OA,  :  AB,  et  OC,  :  CD,,  on  en  tire,  par  les  règles  de  l'Arithmétique, 
les  égalités  exactes  ou  indéfiniment  approchées 

OA,X  CD,  =  OC,XAB„ 
OA,    :    OC,  =  AB,  :  CD,, 
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où  les  symboles  de  lignes  représentent  les  fractions  qui  mesurent 
ces  lignes.  De  ces  relations  numériques,  exactes  ou  approchées, 
résultent  des  relations  géométriques,  exactes  ou  approchées,  entre 
les  valeurs  commensurables  qui  correspondent  aux  fractions  arith- 
métiques. Ainsi  le  rectangle  construit  sur  OA,  et  CD;  (fîg.  1 1)  sera 


équivalent,  du  moins  à  un  infiniment  petit  près,  au  rectangle  con- 
struit sur  OG;  et  AB,,  et  par  suite  les  limites  de  ces  deux  rectangles 
seront  rigoureusement  équivalentes.  De  môme,  si  l'on  porte  sur  OA 
la  longueur  Ac  =  OC,  et  sur  OD  les  longueurs  Ob  =  AB,  bd  =  CD, 
les  lignes  Ab,  cd  seront  parallèles. 

Ces  conséquences  sont  précisément  celles  qu'on  aurait  tirées  de 
la  proportion  (i)  en  y  remplaçant  les  segments  par  les  nombres 
incommensurables  correspondants,  et  étendant  à  ces  nombres  les 
règles  établies  pour  les  nombres  proprement  dits.  Mais  c'est  seu- 
lement en  vertu  du  principe  des  limites  que  cette  extension  devient 
légitime. 

170.  On  voit  par  cet  exemple  comment  une  équation  inexacte, 
mais  dont  l'erreur  est  infiniment  petite,  peut  être  traitée  de  la 
même  manière  et  servir  aux  mêmes  usages  qu'une  équation  rigou- 
reuse, l'erreur  commise  ayant  pour  limite  zéro,  et  disparaissant  par 
conséquent,  lorsque  aux  valeurs  variables  approchées  on  substitue 
leurs  limites  respectives. 

C'est  sur  l'usage  de  semblables  équations,  appelées  par  nous 
équations  imparfaites  [164],  qu'est  fondé  le  Calcul  infinitésimal. 
Mais  on  voit  qu'elles  se  présentent  déjà  dans  les  parties  les  plus 
élémentaires  des  Mathématiques,  toutes  les  fois  que  l'on  veut  sou- 
mettre au  calcul  numérique  les  grandeurs  continues. 

H.  —  Cours  de  Cale,  injîn.,  I.  o 
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On  emploie,  en  général,  les  équations  imparfaites  lorsqu'il 
s'agit  de  déterminer  une  quantité  indirectement,  comme  limite 
d'une  variable.  En  établissant  les  relations  qui  doivent  faire  con- 
naître cette  variable,  on  peut,  si  on  le  juge  à  propos,  commettre 
une  erreur  volontaire,  pourvu  que  cette  erreur  soit  infiniment 
petite,  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elle  disparaisse 
lorsqu'on  passera  de  la  relation  entre  des  variables  à  la  relation 
analogue  entre  leurs  limites.  Il  n'est  pas  nécessaire  de  savoir  cal- 
culer cette  erreur  :  il  suffit  de  pouvoir  s'assurer  qu'elle  est  infini- 
ment petite. 

La  substitution  d'une  équation  imparfaite  à  une  équation  rigou- 
reuse revient,  en  définitive,  à  négliger  d'écrire  des  quantités  dont 
la  considération  est  inutile  pour  le  but  que  l'on  se  propose.  C'est 
comme  si  l'on  remplaçait  ces  quantités  par  des  points  ou  par  un  etc. 


§n. 

DE    LA    CONTINUITÉ    DES   VARIABLES    ET    DES    FONCTIONS. 

171.  Une  variable  est  discontinue  dans  le  voisinage  d'une  valeur 
donnée,  lorsqu'elle  ne  peut  pas  prendre  toutes  les  valeurs  aussi 
voisines  que  l'on  voudra  de  cette  valeur  donnée. 

Ainsi  une  quantité  discrète  indéterminée  est  une  variable  dis- 
continue, puisqu'elle  ne  peut  pas  prendre  de  valeurs  autres  que  des 
valeurs  entières.  Une  fraction  décimale  périodique ,  telle  que 
o,333  ...  3,  varie  suivant  le  nombre  des  chiffres,  mais  ne  peut  pas 
prendre  une  valeur  telle  que  o,3i,  intermédiaire  entre  les  valeurs 
possibles  o,3  et  o,33.  Il  en  est  de  même  d'une  fraction  continue, 
ou  de  l'aire  d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  de  côtés  variables, 
inscrit  dans  un  cercle  donné,  etc. 

172.  Une  variable  est  continue  dans  le  voisinage  d'une  valeur 
donnée,  lorsqu'elle  peut  recevoir  une  valeur  quelconque  parmi 
celles  qui  sont  aussi  voisines  que  l'on  voudra  de  la  valeur  donnée. 

Les  longueurs,  les  aires,  les  volumes,  les  angles,  les  temps,  les 
forces,  etc.,  sont  des  variables  continues. 

La  suite  des  nombres  fractionnaires,  ainsi  que  la  suite  des  gran- 
deurs commensurables  avec  l'unité,  forment  des  variables  qui  ne 
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peuvent  pas  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles  voisines  d'une  va- 
leur donnée.  Néanmoins,  ces  variables  pouvant  prendre,  comme  les 
variables  réellement  continues,  des  valeurs  aussi  peu  différentes 
que  l'on  voudra  d'une  valeur  donnée,  on  aie  droit,  dans  la  plupart 
des  cas,  de  les  traiter  comme  des  variables  continues. 

173.  Une  fonction  f(x)  est  dite  continue  dans  le  voisinage 
d'une  valeur  x  =  a  de  la  variable,  lorsque,  à  un  accroissement 
infiniment  petit  et  de  signe  quelconque  x  —  a  de  la  variable,  cor- 
respond un  accroissement  infiniment  petit  f{x) — f(a)  de  la 
fonction. 

Ainsi,  f{x)  étant  continue  dans  le  voisinage  de  a,  on  pourra 
toujours  prendre,  pour  l'accroissement  x  —  a  =  h  de  la  variable  x 
à  partir  de  a,  une  valeur  numériquement  assez  petite  h  —  7it,  telle 
que,  pour  cette  valeur  de  h  et  pour  toute  valeur  numériquement 
moindre,  on  satisfasse  toujours  à  l'inégalité 

/(«  +  *)-/(«)<*, 

l'inégalité  étant  relative  aux  seules  valeurs  absolues,  et  h  pouvant 
être  supposé  indifféremment  positif  ou  négatif. 

Si  la  fonction  J" (x)  est  continue  dans  le  voisinage  de  x  =  a,  on 
aura,  pour  e  infiniment  petit, 

/(a -4- •)=/(«)+*, 

à  étant  infiniment  petit,  et  par  suite 

lim/(a+6)  =  lim/(.r)  =f[a). 

e=0  x = a 

Donc,  si  x  tend  vers  une  limite  dans  le  voisinage  de  laquelle /"(.r) 
soit  continue,  on  aura 

lira/  (  x  )  =/(  lira  x  ) . 

174.  Si  la  fonction  f  (x)  est  continue  dans  le  voisinage  de  toute 
valeur  x  comprise  dans  l'intervalle  de  deux  valeurs  données  x0  et 
X,  c'est-à-dire  telle  que  l'on  ait  (en  supposant  x0  <C^) 

cette  fonction  sera  dite  continue  dans  l'intervalle  de  x0  à  X. 

Il  peut  arriver  que  les  limites  elles-mêmes  x0,  X  soient  ou  ne 

8. 
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soient  pas  comprises  dans  cette  définition.  On  devra  indiquer 
lequel  des  deux  cas  a  lieu,  toutes  les  fois  que  la  distinction  sera 
nécessaire. 

175.  Théorème.  —  Si  la  fonction  f(x)  est  continue  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  x0  et  X,  f(x)  prendra,  pour  une  au 
moins  de  ces  valeurs,  une  valeur  égale  à  une  quantité  quel- 
conque C  comprise  entre  f[x0)  et  /(X). 

En  remplaçant  f(x)  par  f(x)  -h  C,  on  pourra  encore  énoncer 
ce  théorème  de  cette  manière  :. 

Si  les  deux  valeurs  f[x0)  et  y(X)  sont  de  signe  contraire, 
f(x)  s' annulera  au  moins  une  fois,  lorsque  x  passera  d'une  ma- 
nière continue  de  la  valeur  xG  à  la  valeur  X. 

Décomposons  l'intervalle  X  —  x0  en  intervalles  partiels 

xy        -roi      x-i     "  x\i       •  •  ■  i      xp+i        xpi       ■  ■  •  t 

tous  éeraux  ou  inférieurs  à  —  (X- — x0),  m  étant  un  nombre  entier 

quelconque.  Puisque,  pour  x  variant  de  x0  à  X,  f(x)  change  de 
signe,  en  passant,  par  exemple,  du  négatif  au  positif,  ce  change- 
ment de  signe  devra  se  produire  au  moins  une  fois  entre  deux 
termes  consécutifs  de  la  série 

/(*o),     /(*i),     /(*>),      -..,     /(X). 

Soient  xp  =  x\  et  x;)+!  =  X'0  deux  valeurs  consécutives  de  x, 
pour  lesquelles  f(x'0)  est  de  môme  signe  que  f\x0),  et  /"(X')  de 
même  signe  quey(X). 

Partageons    de    même    l'intervalle   X' —  x'0    en    parties   toutes 

<  —  '(X' — x'0),  et  soient  f(x"0 ),  fÇKf/)  deux  valeurs  consécutives 

def(x)  respectivement  de  mêmes  signes  que>/'(x'0),y(X/). 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  formera  une  double 
suite  de  valeurs 

/(-o).  /w).  /K) 

/(x),  /(X'),  /(x"),    ..., 

qui  correspondront  deux  à  deux  à  des  valeurs  x0  et  X,  x'0  et  X', 
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x"0  et  X;/,  .  . . ,  différant  entre  elles  de  quantités  inférieures  ou  au 
plus  égales  aux  termes  de  la  progression  géométrique  décrois- 
sante 


X  —  Xq,      —  (X  —  x0),      — :  iX 


m  rn- 


Or  les  deux  suites 


0' 


*o., 


X,      X',      X", 


l'une  croissante,  l'autre  décroissante,  représentent  des  quantités 
qui  vont  en  se  rapprochant  les  unes  des  autres, 


O  Xq  JC  ç.  X ..  .  .  .  J\.    .A.   A. 

de  telle  sorte  que  chaque  couple  x^'\  X(/^  soit  compris  dans  l'in- 
tervalle du  couple  précédent  x'^~i],  X(A-I).  Il  est  donc  clair  [163  j 
que  ces  valeurs  tendent  vers  une  limite  commune  a,  infiniment 
peu  différente  tant  de  x^]  que  de  Xw.  Donc  f(a)  différera  infini- 
ment peu  tant  de  f{xu^)  que  de  _/"(  Xw  ) .  Or  l'une  de  ces  der- 
nières quantités  est  positive,  l'autre  négative;  donc  [164]  f(a)  ne 
peut  être  ni  négative  ni  positive,  sans  quoi  l'une  des  variables 
f(x{^'),fÇSSk))  tendrait  vers  une  limite  de  signe  différent  du  sien; 
doncy(a)  ne  peut  être  que  zéro,  et  par  suite  l'équation  f(x)  =  o 
a  au  moins  une  racine  comprise  entre  xn  et  X. 

Il  résulte  de  là  que,  si  G  est  compris  entre  f(oca)  etfÇX.),  c'est- 
à-dire  si  les  deux  valeurs  f(x0) —  C  et_/(X) —  G  sont  de  signe 
contraire,  l'équation  f(x) — G  —  o  aura  au  moins  une  racine 
comprise  entre  x0  et  X,  et  par  conséquent  f(x)  passera  au  moins 
une  fois  par  la  valeur  G. 

175.  Théorème.  —  Soit  f(x)  une  fonction  continue  dans  l'in- 
tervalle de  x0  à  X  (fi g-  ii)-  Si  l'on  peut  établir  que,  dans  toute 
portion  x" —  x'  de  l'intervalle  X  —  x0 ,  la  fonction  f(  x  )  satisfait 
au  moins  une  fois  à  la  double  inégalité 

A  </(.*)<  B, 

A  et  B  étant  deux  constantes  données,  elle  y  satisfera  aussi  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  dans  V intervalle  de  x0  «  X. 

Supposons,  en   effet,  qu'elle  n'y  satisfasse  pas  pour  x=  \,  et 
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que  l'on  ait,  par  exemple,  y(£)^>B.  En  prenant  pour  x'  et  x" 
deux  valeurs,  l'une  plus  petite,  l'autre  plus  grande  que  £,  il  exis- 
tera, par  hypothèse,  entre  x'  et  x",  une  valeur  x{,  telle  que  l'on 
ait 

A</(r1)<B. 

La  différence f( £) — f(x\)  sera  alors  ^>f('i)  —  B.  Or,  en  resser- 
rant suffisamment  de  part  et  d'autre  de  \  l'intervalle  x" — x',  la 

Fig.  12. 

T 


x'Xit;  x"  x 

différence  entre  \  el  x{,  compris  l'un  et  l'autre  dans  cet  intervalle, 
deviendra  aussi  petite  que  l'on  voudra.  Par  suite,  la  fonction  J^ x) 
étant  supposée  continue,  la  différence  f[ \ ) — f{x\)  devra  être 
aussi  infiniment  petite,  ce  qui  ne  saurait  évidemment  avoir  lieu  si 
la  valeur  constante  f{'i)  était  ^>  B  et  la  valeur  variable  f(xt  )  tou- 
jours £B;  clone  il  ne  peut  exister  entre  x0  et  X  aucune  valeur  de 
x  pour  laquelle  les  inégalités  (i)  ne  soient  pas  satisfaites. 

176.  Lorsqu'une  fonction  dépend  d'une  variable  discontinue, 
il  n'y  a  pas  lieu,  naturellement,  à  parler  de  sa  continuité.  Ainsi, 
une  fraction  décimale  périodique,  considérée  comme  fonction  du 
nombre  de  ses  chiffres  ;  la  somme  des  termes  d'une  série,  considérée 
comme  fonction  du  nombre  de  ces  termes;  le  périmètre  et  l'aire 
d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  variable  de  côtés,  inscrit  dans 
un  cercle  donné,  sont  des  fonctions  essentiellement  discontinues. 

Une  fonction  d'une  variable  continue  peut  devenir  discontinue 
dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  de  la  variable,  lorsqu'à  un 
accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  correspond  un  ac- 
croissement fini  ou  infini  de  la  fonction.  Ainsi  la  fonction  sin  — 

est  discontinue  dans  le  voisinage  de  x=  o;   car,  si  n  désigne  un 
nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra,  et  que  l'on  donne  à  x  suc- 

cessivement  les  valeurs  -•>  >   dont  la  différence  pourra  de- 

n    n  -+-  i  l 
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venir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  la  différence  des  valeurs 

correspondantes  de  sin  —  sera  la  quantité  finie  ±i.  La  fonction 

1 
eL  —  "■  est  discontinue  dans  le  voisinage  de  x  =  a  ;  car,  h  étant  un 

1 
infiniment  petit  positif,  ex~a  est  infiniment  petit  pour  x  =  a  —  /?, 
infiniment  grand  pour  x  =  a  -+-  h,   et,  par  suite,   cette   fonction 
éprouve  un  accroissement  infiniment  grand,  tandis  que  la  variable 
varie  de  la  quantité  infiniment  petite  i  h. 

177.  Il  peut  arriver  que,  pour  une  certaine  valeur  de  la  variable, 
la  fonction  cesse  d'exister,  après  avoir  pris,  dans  le  voisinage  de 
cette  valeur,  des  valeurs  aussi  grandes  que  l'on  voudra.  On  dit 
alors  que  la  fonction  devient  infinie  pour  cette  valeur  de  la  va- 
riable, et  cette  dernière  valeur  s'appelle  un  infijii  de  la  fonction, 
de  même  qu'on  appelle  zéro  d'une  fonction  une  valeur  de  la 
variable  pour  laquelle  cette  fonction  s'annule.  Ainsi  la  fonction 

est  infinie  pour  x  =  a  ;  la  fonction  tangx  est  infinie  pour 


1 


x  —  a 

x  =±  -5  etc. 

Lorsqu'une  fonction  f{x)  devient  infinie  pour  x  =  a,  il  peut 
se  présenter  deux  cas  :  ou  bien  les  deux  quantités  fia  —  e), 
y(a-j-e)  prendront  l'une  et  l'autre  des  valeurs  aussi  grandes  que 
l'on  voudra  pour  e  suffisamment  petit;  ou  bien  une  seule  de  ces 
quantités  pourra  croître  indéfiniment,  l'autre  tendant  vers  une  li- 
mite finie. 

Dans  le  premier  cas,  qui  est  celui  des  fonctions  algébriques,  les 

quantités  — et r  sont  l'une  et  l'autre  infiniment  pe- 

1  f[a  —  e)J(a-hB)  L 

tites  en  même  temps  que  e,  et  leur  limite  commune,  que  nous  re- 
présenterons par  -r—r->  est  égale  à  zéro.  Ainsi  Y  infini  x  =  a  de  la 

/H  J 

fonction  f(x)  est  un  zéro  de  l'inverse  - — -de  cette  fonction,  et 

- — -  varie  d'une  manière  continue  dans  le  voisinage  de  x  =  a. 

On  dit,  dans  ce  cas,  quef(x)  a,  pour  la  valeur  x  =  a,  une  discon- 
tinuité de  première  espèce  ou  un  infini  proprement  dit. 


120  LIVRE    I.    —    CHAP.    I,    g   II. 

1 

Dans  le  second  cas,  qui  est  celui  de  la  fonction  ex~a  pourx  =  a, 

une  seule  des  quantités  -^ r»  -F-, r  tend  vers  zéro,  l'autre 

ayant  une  limite  différente  de  zéro,  et  qui  peut  même,  comme 

i 
dans  l'exemple  de  ex~a ,  être  infinie.  Alors  la  fonction  — — -  est, 

1  Ji-X) 

aussi  bien  quef(x),  discontinue  pour  x  =  a.  On  dit  dans  ce  cas 
que  la  fonction  f(x)  a,  pour  la  valeur  x  =  a,  une  discotitinuité 
de  seconde  espèce  ou  une  discontinuité  proprement  dite.  Cette 
dénomination  s'applique  aussi  au  cas  où,  pour  x  =  a,  f{x)  passe 
brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  autre  valeur  finie. 

Pour  les  valeurs  de  la  variable  qui  rendent  la  fonction  infinie  ou 
discontinue,  les  propriétés  de  la  fonction  sont  altérées,  non-seule- 
ment les  propriétés  qui  se  rapportent  aux  valeurs  de  la  fonction  voi- 
sines de  cette  discontinuité,  mais  encore  celles  qui  sont  relatives  à  un 
intervalle  fini  comprenant  la  valeur  de  discontinuité.  Il  en  est  de 
même  des  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  la  fonction  devient 

indéterminée,  comme  la  valeur  zéro  de  x  dans  la  fonction  sin  —  > 

.X 

et  aussi  des  valeurs  qui  font  coïncider  plusieurs  déterminations  de 
la  fonction,  distinctes  pour  toute  autre  valeur  de  x.  Gela  peut  en- 
core avoir  lieu  pour  les  valeurs  qui,  tout  en  laissant  la  fonction 
déterminée  et  continue,  sont  formées  avec  des  fonctions  qui  de- 
viennent indéterminées,  comme  c'est  le  cas  de  la  fonction  x2  sin- 

X 

pour  x  =  o.  L'indétermination,  quoique  disparaissant  dans  la  fonc- 
tion elle-même,  peut  reparaître  par  suite  de  certaines  opérations 

exécutées  sur  la  fonction  ;  ainsi  la  dérivée  de  x2  sin  -  est  indéter- 

.X 

minée  pour  x  =  o. 

Toutes  ces  valeurs  de  la  variable,  qui  mettent  en  défaut  la  plu- 
part des  théorèmes  généraux  relatifs  aux  fonctions  continues,  se 
nomment  des  valeurs  siyigulières  ou  valeurs  critiques.  Nous  les 
exclurons  toujours  dans  l'énoncé  et  la  démonstration  des  proposi- 
tions fondamentales,  et  nous  supposerons  constamment  que,  dans 
l'intervalle  qui  comprend  les  valeurs  considérées  de  la  variable,  les 
limites  incluses,  il  n'existe  aucune  valeur  singulière  de  cette  va- 
riable. 
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178.  Une  fonction  f(x,  y,  . . .)  de  plusieurs  variables  x,  y, 
est  dite  continue  dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs 

*  =  «,     J=b,       ••• 

de  ces  variables,  si  l'accroissement  f  (a -+- 3,  b-j--,  ■■•)  —  f{a,b,  ...) 
de  la  fonction,  correspondant  aux  accroissements  d,  s,  ...  donnés 
aux  variables  à  partir  des  valeurs  a,  b,  ...,  est  infiniment  petit 
toutes  les  fois  que  â,  e,  ...  sont  tous  infiniment  petits. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  fait  tendre  x,  y,  . . .  vers  les  limites  respec- 
tives a,  b,  . . .,  on  aura,  comme  au  n°  173, 

lim/(.r,  y,  . .  .)  =z/(lim.r,  limj,  .  .  .). 

Exemples.  —  I.  La  somme  x  -+-  y —  z  étant  une  fonction  con- 
tinue des  variables  x,  y,  z,  dans  le  voisinage  de  valeurs  quel- 
conques de  ces  variables,  on  a,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dé- 
montrer, 

lim(j?  -+-y  —  s)  =  limx  -+  limj  —  limz. 

II.  Le  produit  xy  peut  s'écrire 

xy  —  (a  4-  S)  [b  -f-  s)  =  ab  -\-  ai  -+-  (ô  -4-  s)  a, 
quantité  qui  diffère  infiniment  peu  de  ab  ;  donc 
lim  [xy}  =  lim.r.limj. 

III.  Le  quotient 

x         a  -4-  rj         a         brj  —  a  z 


y         6  +  e         b         b[b  +  z) 

diffère  infiniment  peu  de  -?  tant  que  b  n'est  pas  nul.  Donc  on  a 

toujours,  tant  que  limj'"  diffère  de  zéro, 

x       Xvmx 

hm  -  = • 

y        limj 

IV.   On  a,  pour  m  entier  et  positif, 

xm  _.  am  —  ^  _  a\  (.r'»-i  +  ax"1-2  +  ...  -+-  am~-  ) , 

quantité  infiniment  petite  en  même  temps  que  x  —  a;  donc 
lim  f.-»"2 1  =  !\imx)"!. 
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V.    Si  b  est  un  nombre  positif  quelconque,  on  a 

hx  _  ba  —  fra+S  _  ha  =  &«(£*_  i  ) . 

Le  facteur  b* —  i  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  d,  on 

en  conclut 

lim(bx)  z=blimx. 

Tous  les  résultats  que  nous  venons  d'établir  sont  indépendants 
des  liaisons  qui  peuvent  exister  entre  les  variables  x,  y,  ...,  pourvu 
que  ces  liaisons  n'empêchent  pas  les  accroissements  d'être  infini- 
ment petits  tous  à  la  fois. 

179.  Lorsque  J'(x,  y,  ...)  cesse  d'avoir  une  valeur  déterminée 
pour  les  valeurs  «,  b,  . . . ,  attribuées  aux  variables  x,  y,  . . .,  alors 
l'expression  f(a,  b,  . . .)  ou  y*(lim,r,  Wmy,  . . .)  n'a  plus  de  sens 
par  elle-même,  et  on  ne  l'emploie  que  comme  abréviation  pour 
désigner  la  limite  de  f[oc,y,  ...)  (si  elle  existe),  c'est-à-dire 
que  l'on  pose,  comme  définition, 


/(lim.r,  limj,  ...)==  liin/(jr,  J, 


C'est  ainsi  que  l'on  prend,  comme  nous  l'avons  vu  [166],  pour 

.2  2 

valeur  de   la  fonction  '- correspondante  à  i  =  fl,   la  limite 

vers  laquelle  tend  cette  fonction  lorsque  x  tend  vers  a. 

La  raison  qui  fait  prendre  cette  valeur  plutôt  que  toute  autre 
pour  combler  la  lacune  qui  existe  dans  la  suite  des  valeurs  de 
f(x,y,  . . .)  est  fondée  sur  la  loi  de  continuité,  à  laquelle  on  sup- 
pose que  cette  fonction  doit  satisfaire.  On  donne  à  cette  valeur- 
limite  le  nom  de  vraie  valeur  de  la  fonction  pour  le  système  des 
valeurs  x  =  a,  y  =  b,  .... 

180.  Parmi  les  fonctions  dont  les  valeurs-limites  se  déterminent 
de  cette  manière,  il  faut  remarquer  le  cas  important  du  rapport  de 
deux  infiniment  petits 

Lorsque  deux  variables  infiniment  petites  sont  fonctions  d'une 
même  troisième  variable,  leur  rapport  tend  généralement  vers  une 
limite  déterminée,  lorsque  les  deux  variables  tendent  simultané- 
ment vers  zéro. 
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Exemples.  —  I.  Soit  e  un  infiniment  petit,  et  considérons  le 
rapport  des  deux  infiniment  petits  y/i-he  —  i  et  e.  On  a  identi- 
quement, quel  que  soit  e  différent  de  zéro, 


Vl  +  e-^-l)  y/1 


Le  dernier  rapport  devient  égal  à  -  pour  e  =  o,  comme  on  le  voit 
par  la  substitution  directe.   Donc  la  limite  vers  laquelle  tend  le 

v/l  -+-  £  —  I  ,1  •    ,    I 

rapport est  égale  aussi  a— • 

II.   Soit  un  angle  fixe  BAC  {Jig-  i3),  et,  par  un  point  fixe  O, 
pris  hors  de  cet  angle,  menons  des  droites,  telles  que  OMN,  ren- 


contrant AB  en  un  point  M,  qui  s'approche  indéfiniment  du  som- 
met A.  Les  segments  AM,  AN  formés  sur  les  deux  côtés  de  l'angle 
sont  deux  infiniment  petits,  dont  le  rapport  a  pour  valeur 

AM  _  sinANM  _  sinANQ 
AN  —  sinAMN  —  sinAMO  ' 

Or  les  angles  ANQ,  AMO  ont  pour  limites  respectives  les  angles 
constants  CAP,  B'AO  ,  de  sorte  que  lim  sinANQ  =■  sin  CAP, 
lim  sinAMO  =  sin  B'AO.  Donc 

,.     sinANQ       sinC'AP 

lim  — =  — : =  k. 

sinAMO        smB'AO  ' 

k  étant  un  nombre  détermine  ;  par  conséquent,  le  rapport  — - 
a  aussi  pour  limite  le  nombre  k. 
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I 

§    III. 
INFINIMENT    PETITS    DES    DIVERS    ORDRES. 

181.  Lorsque  le  rapport  de  deux  infiniment  petits  tend  vers  une 
limite  finie  et  différente  de  zéro,  on  dit  que  ces  deux  infiniment 
petits  sont  de  même  ordre.  Tel  est  le  cas  des  infiniment  petits  AM, 
AN,  de  l'exemple  précédent,  toutes  les  fois  que  le  point  O  est  ex- 
térieur à  l'angle  BAC. 

Quand  la  limite  du  rapport  est  zéro  ou  l'infini,  les  deux  infini- 
ment petits  sont  dits,  en  général,  des  infiniment  petits  à! ordres 

différents.  Ainsi,  si  le  rapport  -  est  infiniment  petit,  c'est-à-dire, 

si  sa  limite  est  nulle,  on  dit  que  u  est  un  infiniment  petit  d'ordre 
supérieur  à  v,  ou  que  u  est  infiniment  petit  par  rapport  à  v.  On 
dit  en  même  temps  que  v  est  infiniment  petit  d'ordre  inférieur  à  u, 
ou,  en  d'autres  termes,  que  v  est  infiniment  grand  par  rapport  à  u. 

Cela  revient  au  même  que  si  l'on  avait  supposé  -  infiniment  grand, 

ou  lim  —  =  oo  . 
u 

Soit,  par  exemple,  un  triangle  rectangle  ACB  (fig.  i4)>  dont 


l'angle  B  est  infiniment  petit.  Si  l'on  abaisse  du  sommet  de  l'angle 
droit  C  la  perpendiculaire  CD  sur  l'hypoténuse,  le  côté  CA  et  la 
perpendiculaire  CD  seront  l'un  et  l'autre  infiniment  petits.  Or  on 
a  la  proportion 

DA  :  CA  =  CA  :  BA. 

DA 

Donc  le  rapport  —  des   infiniment  petits  DA  et  CA  est  infini- 
ment petit  comme  le  rapport- — ■»  et  par  suite  DA  est  non-seule- 
1  *  x        AB  x 

ment  infiniment  petit  par  lui-même,  mais  encore  il  est  infiniment 
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petit  par  rapport  à  CA.  De  même,  si  l'on  mène  DE  perpendicu- 

EA 

laire  à  CA,  le  rapport-—}  égal  à  chacun  des  deux  précédents,  sera 

infiniment  petit;   par  conséquent,   EA  sera  infiniment  petit  par 
rapport  à  DA,  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  appelle  infiniment  petits  du  premier  ordre  ceux  que  l'on 
compare  immédiatement  aux  quantités  finies,  les  quantités  qui 
seront  infiniment  petites  du  premier  ordre  par  rapport  aux  infi- 
niment petits  du  premier  ordre,  comme  le  segment  DA  par  rapport 
à  CA,  seront  dites  des  infiniment  petits  du  second  ordre;  les  quan- 
tités comme  EA,  infiniment  petites  du  premier  ordre  par  rapport 
aux  infiniment  petits  du  second  ordre,  seront  dites  des  infiniment 
petits  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

182.  Nous  avons  appelé  infiniment  grand  une  variable  pouvant 
prendre  des  valeurs  aussi  grandes  que  l'on  voudra,  de  manière  à 
pouvoir  surpasser  une  grandeur  donnée  quelconque. 

L'inverse  -  d'un  infiniment  petit  e  est  un  infiniment  grand;  et 

réciproquement,  l'inverse  d'un  infiniment  grand  est  un  infiniment 
petit. 

On  peut   toujours  remplacer  le  rapport  -  de  deux  infiniment 


petits  par  le  rapport  -r—r-  des  deux  infiniment  grands  qui  en  sont 

W 
les  inverses,  et  vice  versa. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  du  classement  des  infiniment  petits 
en  divers  ordres  peut  se  répéter  d'une  manière  toute  semblable 
pour  le  classement  des  infiniment  grands. 

Par  exemple,  si  le  triangle  DAE  de  la  figure  précédente  est  con- 
sidéré comme  ayant  ses  côtés  DA,  DE  finis,  DA  étant  constant  et 
l'angle  EDA  infiniment  petit,  les  côtés  CA,  CD  du  triangle  CAD 
seront  infiniment  grands  du  premier  ordre  ;  les  côtés  BA,  BC  du 
triangle  BAC  seront  infiniment  grands  du  second  ordre,  etc.;  et  l'on 
voit  comment  on  obtiendrait  successivement  des  infiniment  grands 
des  ordres  supérieurs. 

183.   Soit  a  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  pris  pour 
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base  d'un  système  d'infiniment  petits.  Une  variable  w  sera  un  in- 
finiment petit  du  second  ordre,  lorsque  le  rapport  -  sera  infini- 
ment petit  du  premier  ordre;  w  sera  infiniment  petit  du  troisième 
ordre ,  lorsque  -  sera  infiniment  petit  du  second  ordre ,  et  ainsi  de 

suite.  Nous  avons  vu  [181]  des  exemples  de  ces  infiniment  petits 
d'ordres  différents. 

Représentons  généralement  par  h  une  quantité  finie  quelconque, 
abstraction  faite  de  sa  valeur,  w  sera  un  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre,  lorsqu'on  aura 

fim  -  =  /-. 

a. 

On  pourra  poser  alors,  en  supposant  e  infiniment  petit, 

V. 

ou  simplement 

- = *. 

a. 

en  attribuant  à  k  une  valeur  variable  qui  ne  soit  ni  infiniment 
petite  ni  infiniment  grande.  Donc  la  forme  générale  des  infiniment 
petits  du  premier  ordre  est 

Si  le  rapport-  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  de  la 
forme  A  a,  la  quantité 

sera  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite. 
En  général,  si  le  rapport  —  a  une  limite  finie,  la  quantité 

sera  un  infiniment  petit  du  ji-ime  ordre,  quel  que  soit  d'ailleurs  le 
nombre  n,  entier,  fractionnaire  ou  incommensurable. 

184    La  variable  w  étant  un  infiniment  petit  d'ordre  n  et  de  la 
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forme  k an,  on  aura,  en  désignant  par  e  un  nombre  positif  aussi 
petit  que  l'on  voudra, 

lim =  lira  [k.o?)  =  o, 

lim  —V  =  lim  (  /■ .  —  )  ==  ao  . 


De  plus,  on  voit  aisément  que  ces  conditions  ne  pourraient  plus 
être  remplies  toutes  les  deux  à  la  fois,  si  l'on  remplaçait  n  par  un 
nombre  n'  différent  de  n.  Il  suffirait,  pour  le  faire  voir,  de  prendre 
e  moindre  que  la  différence  ±.{n' — n).  Donc  ces  conditions  ne 
peuvent  convenir  à  d'autres  infiniment  petits  de  la  forme  A  a"'  qu'à 
ceux  pour  lesquels  on  a  nf—  n. 

185.  Mais  la  forme  ktxn,  k  étant  fini,  n'est  pas  la  seule  forme 
d'infiniment  petits  qui  satisfasse  aux  conditions  (i).  Si  l'on  consi- 
dère, par  exemple,  les  fonctions 


log  v.  ' 


=  v.n  \ùi 


on  aura,  pour  la  première, 


i 


et  pour  la  seconde 


lim  —  =-  lim =  o, 

k"  losa. 


lim  —  r=  lim  log  a.  =  co  . 


Néanmoins,  comme  nous  le  verrons  par  la  suite  [385],  le  produit 
acloga  étant  infiniment  petit,  quel  que  soit  e  ^>  o,  ces  deux  fonc- 
tions satisferont,  aussi  bien  que  celles  de  la  forme  kotn,  aux  condi- 
tions (i),  et,  si  l'on  prend  ces  dernières  pour  définition  générale 
des  infiniment  petits  d'ordre  ji,  ces  deux  fonctions  devront  être 
rapportées  à  cet  ordre. 

Il  en  serait  de  même  de  toutes  les  fonctions  de  la  forme 


i    \*»'    /  •     i       \±n" 
\ogcc)  \ log  logée/ 
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lesquelles,  en  vertu  des  conditions  (i),  auxquelles  elles  satisfont, 
devront  être  considérées  comme  des  infiniment  petits  de  l'ordre  n, 
tant  qu'on  aura  à  les  comparer  seulement  aux  puissances  de  a. 

186.  La  quantité  A  =  -■>  inverse  d'un  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre,  est  un  infiniment  grand  du  premier  ordre,  qui  pourra 
servir  de  base  à  un  système  d'infiniment  grands. 

Une  variable  Q.  sera  un  infiniment  grand  de  l'ordre  n,  lorsque 

la  limite  du  rapport  —  sera  une  quantité  finie,  ou  plus  générale- 
ment, lorsqu'on  aura,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e, 
les  deux  conditions 

l«n  — =<»,     hm— =o. 
Un  infiniment  grand  d'ordre  n, 

peut  être  considéré  comme  un   infiniment  petit  d'ordre  négatif 

—  n.  On  peut  dire  de  même  qu'un  infiniment  petit  d'ordre  7Z, 

w  =  k  «"  =  k  A-" , 

est  un  infiniment  grand  d'ordre  —  n,  et  qu'une  quantité  finie,  ou 
plus   généralement   l'inverse    d'un   infiniment  petit    d'ordre   zéro 

(tel  que  l'inverse  de  l'infiniment  petit ■>  savoir,  logaj»  est, 

comme  logA,  un  infiniment  grand  de  l'ordre  zéro. 

187.  Dans  certains  cas,  l'évaluation  de  l'ordre  infinitésimal 
d'une  quantité,  fondée  sur  la  comparaison  avec  les  puissances  po- 
sitives ou  négatives  de  a,  est  insuffisante.  C'est  ce  qui  peut  arriver 
dans  les  cas  exceptionnels  où  cette  comparaison,  fondée  sur  les 
formules  (i),  indique  pour  co  l'ordre  n,  quoique  la  limite  du  rapport 

—  soit  nulle  ou  infinie. 

On  introduit  alors,  à  côté  de  la  base  a,  la  nouvelle  base  ; > 

log« 
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c'est-à-dire  que  l'on  cherche  pour  quelle  valeur  de  n'  le  rapport 


aura  une  limite  finie,  ou  du  moins  sera  tel  que  l'on  ait,  pour  e  po- 
sitif et  aussi  petit  que  l'on  voudra, 

lim : —    =  O,  lffl  jz : — —    =  CO   . 

«"(loga)-*'-^  a7J(loga)-n'-£ 

V." 

Dans  le  cas  où  le  rapport  w;  — — '—. —  est  nul  ou  infini  à  la  limite, 

11  (loga)'1 

quoique  les  deux  conditions  précédentes  soient  satisfaites,  on  in- 
troduira la  nouvelle  base  . — ; ■>  et  l'on  cherchera  une  puissance  n" 

loglcga  r 

de  cette  base,  telle  que  le  rapport  de  co  au  produit 


— V"  - 

loge./      \loslog« 


soit  fini,  ou  du  moins  devienne  nul  pour  peu  que  l'on  diminue  n", 
et  infini  pour  peu  qu'on  l'augmente. 

On  pourra  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  mis  la  variable 
proposée  sous  la  forme 


/ce" 


'5' 


[os  al      VloL'loera 


k  étant  une  quantité  dont  la  limite  soit  finie. 

Dans  d'autres  cas,  "le  rapport  —  est  infiniment  petit,  quelque 

grand  que  soit  l'exposant  n  :  c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour 

1 
l'infiniment  petit  e  ",  a  étant  un  infiniment  petit  positif.  On  est 
conduit,  dans  ce  cas,  à  considérer  w  comme  un  infiniment  petit 
d'ordre  infini,  tant  qu'on  ne  le  compare  qu'aux  puissances  de  a. 
Mais  on  peut  établir  pour  ces  nouveaux  infiniment  petits  une  clas- 
sification analogue  à  celle  que  nous  avons  établie  pour  les  infi- 
niment petits  d'ordre  zéro;  pour  cela,  on  les  comparera  aux  puis- 

1 

_l  /        1\  e     a 

sances  de  e    a,  de  \e    a)       ,  et  ainsi  de  suite. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinie,  I.  9 
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188.  Théorème  I.  —  Soient  w„,  c*v,  con//,  .  . .  des  infiniment 
petits  des  ordres  croissants 

n  <^  n'  <^  ?i"  <C.  .  .  . 
Leur  somme 

w«  +  w«'  -+-  Mn"  ~h    •  • 

sera  un  infiniment  petit  de  V  ordre  le  moins  élevé  n. 

Car,  si  e  est  un  nombre  positif  quelconque,  moindre  que  la  diffé- 
rence n' — 7i,  on  aura 

hm —  o,      li  m =  co  . 

Il  existe  un  théorème  analogue  pour  une  somme  d'infiniment 
grands  de  divers  ordres  :  cette  somme  est  un  infiniment  grand  de 
l'ordre  le  plus  élevé.  Cet  énoncé  est  d'ailleurs  compris  dans  le  pré- 
cédent, quand  on  considère  les  infiniment  grands  comme  des  infi- 
niment petits  d'ordre  négatif. 

189.  Théorème  II.  —  Le  produit  de  deux  infiniment  petits  u>n, 
wni,  d'ordres  n  et  n' ',  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n  -+-  n' . 

On  a,  en  effet,  pour  n  et  n'  positifs,  ainsi  que  e,  s',  e", 

W„           Mni                                M  „'»>,' 
Jim ; ;    =  Jim  ; T.    =  O, 

lui) — • — -  =  lim — -  =  co  . 


On  verrait  de   même   que  — -  est  un   infiniment  petit   d'ordre 

n  —  n' ,  ou  un  infiniment  grand  d'ordre  n' — n;  et  que est 

un  infiniment  grand  d'ordre  n  H-  n' ,  ou  un  infiniment  petit  d'ordre 
—  n  —  n'. 

Il  résulte  de  là  que  le  théorème  énoncé  est  vrai,  quels  que  soient 
les  ordres,  positifs  ou  négatifs,  des  infiniment  petits. 

On  en  conclut  encore  que,  si  l'on  élève  un  infiniment  petit  wrt, 
d'ordre  quelconque  n,  à  une  puissance  quelconque  m,  on  obtiendra 
un  infiniment  petit  (<x>n)m  d'ordre  mn,  quels  que  soient  les  signes 
de  m  et  de  n. 
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190  Théorème  III.  —  Si  ê  est  un  infiniment  petit  d'ordre  m 
par  rapport  à  a,  et  y  un  infiniment  petit  d' ordre  n  par  rapport  à  ë, 
y  sera  un  infiniment  petit  d'ordre  mn  par  rapport  à  a. 

En  effet,  on  a,  en  supposant  d'abord  m  et  n  positifs, 


lira =-  o,     lim ;  =  :o , 


,/n—z 


d'où 


et  de  même 


n—<J  y  y 

lim  (  — ^—  )         — — ,  —  lim  — - — T,  =  o, 

'  £ti — 'J  .,mn—--" 


=  X 


On  traiterait  de  même  les  cas  où  m  et  n  auraient  des  signes 
quelconques. 

§  iv. 

THÉORÈMES  SUR  LA  SUBSTITUTION  DES  INFINIMENT  PETITS  LES  UNS 
AUX  AUTRES  DANS  LA  RECHERCHE  DES  LIMITES  DE  RAPPORTS  OU  DE 
SOMMES. 

191.  Lorsque  le  rapport  de  deux  quantités  variables  (finies,  in- 
finiment petites  ou  infiniment  grandes)  a  pour  limite  Y  unité,  la 
différence  de  ces  deux  quantités  sevû  infiniment  petite  par  rapport 
à  chacune  d'elles;  ou,  comme  nous  dirons  d'une  manière  abrégée, 
les  deux  quantités  différeront  l'une  de  l'autre  infiniment  peu,  en 
entendant  bien  une  fois  pour  toutes  que,  dans  cette  locution  abré- 
viative,  il  n'est  question  que  du  rapport  de  la  différence  à  chacun 
de  ses  deux  termes. 

Soit,  en  effet, 

Cela  équivaut  à  poser 


lim  -  —  i 


v 
$  étant  infiniment  petit.  On  en  tire 


^  =  *, 
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et  par  suite  la  différence  u —  i^est  infiniment  petite  par  rapport  à  v. 
On  a  ensuite 

u  —  c        c    u  —  ('  i 


-  ayant  pour  limite  l'unité,  d'.  -  sera  infiniment  petit.  Donc  u  —  ^ 
est  encore  infiniment  petit  par  rapport  à  u. 

192.  Réciproquement,  si  la  différence  de  deux  quantités  variables 
(finies,  infiniment  petites  ou  infiniment  grandes)  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  l'une  d'elles,  le  rapport  des  deux  quantités 
aura  pour  limite  l'unité,  et  leur  différence  sera  aussi  infiniment 
petite  par  rapport  à  l'autre. 

En  effet,  si  la  différence 


est  infiniment  petite  par  rapport  à  v,  de  sorte  que  -  soit  infiniment 
petit,  comme  on  a 


u                 z 
i  =  -, 

V                         V 

il  s'ensuit  de  là  que 

lira  -  =  i  ; 

par  conséquent  aussi 

u 

V                s 

est  infiniment  petit;  donc  u —  v  est  infiniment  petit  par  rapport 


a  u. 


193.  Principe  de  la  substitution  des  infiniment  petits.  —  Dans 
le  cas  que  nous  venons  de  considérer,  les  deux  quantités  u  et  v 
sont  égales  entre  elles,  à  une  différence  près  infiniment  petite  par 
rapport  à  chacune  d'elles.  Si  l'on  fait  abstraction  de  cette  diffé- 
rence, l'équation  obtenue  en  les  égalant, 
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s'appelle  une  équation  imparfaite.  Cette  équation,  considérée  en 
elle-même,  est  inexacte.  Mais  si  les  variables  u,  v  ne  sont  que  des 
auxiliaires  que  l'on  emploie  dans  la  recherche  des  limites  de  cer- 
taines quantités,  l'équation  imparfaite  pourra  rendre  les  mêmes 
services  qu'une  équation  exacte,  puisque  les  limites  de  deux  gran- 
deurs sont  égales  lorsque  ces  grandeurs  différent  entre  elles  infi- 
niment peu. 

Les  équations  entre  quantités  infiniment  petites  ou  infiniment 
grandes  que  nous  rencontrerons  seront,  en  général,  des  équations 
imparfaites . 

Nous  allons  maintenant  établir  les  deux  principes  fondamentaux 
du  Calcul  infinitésimal,  qui  servent  de  base  l'un  au  Calcul  diffé- 
rentiel, l'autre  au  Calcul  intégral,  et  qui  contiennent  les  règles  de 
la  substitution  des  infiniment  petits. 

194.  Premier  principe  fondamental.  —  La  limite  du  rapport 
de  deux  variables  ne  change  pas,  lorsqu'on  remplace  chacune 
d'elles  par  une  autre  variable  qui  en  diffère  infiniment  peu  [191]. 

Supposons  que  u'  et  v'  soient  deux  variables  telles  que  l'on  ait 


De  l'identité 


on  tire 


lim  —  =  i ,     Iim  —  =  i . 


Il  U        II     V 

v  v'u'    (' 


lim  -  =  lim  —  lim  —  lim  -  =  lim 


Exemple.  —  Soit  proposé  de  déterminer  la  tangente  en  un 
point  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées  polaires.  On  fixera 
cette  tangente  au  moyen  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  le  prolonge- 
ment du  rayon  vecteur,  lequel  angle  est  la  limite  de  l'angle  BAC 
(ftg-  i5),  que  fait  ce  prolongement  avec  la  corde  infiniment  pe- 
tite AB.  Si  l'on  mène  AD  perpendiculaire  sur  OB,  on  aura 

DBA  =  BAC  —  BOA, 
d'où 

..     DBA 

hm —  i , 

BAC 
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puisque  BOA  est  infiniment  petit.  Ensuite,  en  décrivant  du  centre  O 

l'arc  de  cercle  EAF,  qui  rencontre  de  nouveau  la  direction  EO  en 

E',  on  a 

ED:DA  =  DA:(20A  —  ED), 

d'où  il  résulte  que  le  rapport  ED  :  DA  est  infiniment  petit.  Donc  DE 
est  infiniment  petit  par  rapport  à  DB  et  à  EB  =  /•' —  r.  Enfin  EA 

Fig.  i5. 


diffère  infiniment  peu  de  DA,  puisque  la  limite  du  rapport  d'un 
arc  infiniment  petit  à  son  sinus  est  l'unité.  Donc,  puisque  la  fonc- 
tion tango:  est  continue,  on  a 

lim  tancrBAC  =  lim  tangDBA  =  lim  —  =  lim  —  =  lim  -—, — —  = 
b  b  DB  EB  r'  —  r 

195.  Second  principe  fondamental.  —  On  peut  décomposer 
une  quantité  finie  en  un  nombre  infiniment  grand  de  parties  infi- 
niment petites,  de  sorte  qu'une  somme  composée  d'un  nombre 
infiniment  grand  de  parties  infiniment  petites  peut  avoir  une  limite 
finie. 

Dans  la  recherche  de  la  limite  d'une  somme  de  quantités  infini- 
ment petites,  on  peut,  sans  altérer  cette  limite,  remplacer  chaque 
élément  de  la  somme  par  une  quantité  qui  en  diffère  infiniment 
peu. 

Soit,  en  effet, 

2  u  =z  u  +  u'  -f-  u"  -f- .  .  . 

une  somme  d'éléments  infiniment  petits,  et  soient  u,  v' ,  v" ,  . . . 
d'autres  éléments,  correspondants  aux  premiers,  et  tels  que  l'on  ait 

lim  —  =  i,     lim  — =i,     lim  — =  i,      ..., 

U  II  u 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

-  =  H-.«,       —  =i  +  s',       -.-.  =1-4-  i",       

u  u  u 

e,  e',  e",  ...  étant  infiniment  petits  en  même  temps  que  les  éléments 
des  deux  suites.  On  pourra  écrire 

d'où 

v  _i_  (/-+-(/'  -4-  ...  =  (  m  -4-  a'  4-  u"  -4-  .-.  .  )  -4-'  (  «  s  -4-  «'s'  -h  a"  e"  -4  .  .  .  ). 

Or,  d'après  un  théorème  connu  d'Algèbre  élémentaire,  si  dans 
une  somme  de  produits 

ab -\- a' V  +  a" b"  +  ..  . 

les  premiers  facteurs  a,  a',  a",  . . .  sont  tous  de  même  signe,  la 
somme  sera  égale  à  la  somme  de  ces  premiers  facteurs 


multipliée  par  une  moyenne  entre  les  seconds  facteurs  b,  V ',  b",  — 
Si  donc  nous  supposons  tous  les  éléments  u,  u',  u",  ...  de  même 
signe,  et  que  l'on  désigne  par  OTl  (s,  s',  e",  . .  .)  une  quantité  com- 
prise entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  (algébriquement)  des 
quantités  e,  e  ,  e",  . . .,  nous  aurons 

us  _f.  u's'i-  a"s"  +  .  .  .=  (a  -4-  u  -h  u"  4-.  .  .)D\L(-,  s',  e",    .  .  .). 

En  désignant  donc,  pour  abréger,  par  2«,  2ç>  les  sommes  propo- 
sées, on  a 

2p  =  Za  +  (.S«)3H/(«,  e',  s",  ...), 
d'où 

—  =n-3TL(8,  e',  s",  . .  .). 

Une  moyenne  entre  des  infiniment  petits  étant  nécessairement  un 
infiniment  petit,  il  en  résulte  que  l'on  a 

hm  —  =  i . 
lu 
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Donc  les  deux  sommes  Z«,  1>v  diffèrent  infiniment  peu  l'une 
de  l'autre  [191].  Donc,  si  l'une  d'elles  a  une  limite  finie,  l'autre 
aura  aussi  une  limite  finie,  et  l'on  pourra  poser 

limlu  =  Km2(\ 

Si  ces  limites  sont  infiniment  petites  ou  infiniment  grandes,  on 
pourra  seulement  établir  entre  les  sommes  une  équation  impar- 
faite [194]. 

Nous  avons  supposé,  dans  la  démonstration,  que  tous  les  élé- 
ments u,  a',  u",  ...  étaient  de  même  signe.  S'il  n'en  était  pas  ainsi, 
on  partagerait  la  somme  considérée  en  sommes  partielles,  dans 
chacune  desquelles  les  éléments  seraient  tous  de  même  signe,  et 
l'on  en  ferait  autant  pour  la  somme  des  éléments  v.  On  démontre- 
rait alors  le  théorème  pour  chacune  des  sommes  partielles,  et  l'on 
en  conclurait  aisément  qu'il  est  vrai  aussi  pour  les  sommes  totales. 


>.  On  peut  encore  établir  autrement  ce  principe  fondamental. 
On  sait,  par  un  théorème  d'Algèbre,  que  si  les  dénominateurs  des 
fractions 


v 

—  i 


sont  tous  de  même  signe,  la  fraction 


sera  une  moyenne  entre  les  fractions  proposées.   Or,  dans  le  cas 

actuel,  toutes  les  fractions  -•>  —  ■>  —■>  •••  sont  supposées  tendre  vers 

u    u     u  L  l 

la  limite  i .  Il  doit  donc  en  être  de  même  d'une  moyenne  entre  ces 

fractions,  d'où  l'on  conclut 

Jim  —  =i 
t  lu 

et  par  suite,  si  Su  tend  vers  une  limite  finie  [178,  III], 


i. 
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On  devra  faire,  relativement  aux  signes  des  éléments,  la  même 
remarque  qu'à  la  fin  de  la  démonstration  précédente. 

On  voit  donc  que,  dans  les  deux  cas  de  la  recherche  d'une  limite 
de  rapport  ou  d'une  limite  de  somme,  on  peut  laisser  à  chaque 
infiniment  petit  une  certaine  indétermination,  en  l'altérant,  si  l'on 
veut,  infiniment  peu.  On  pourra  ainsi  prendre  l'arc  infiniment 
petit  pour  son  sinus  ou  sa  tangente  ;  la  projection  sur  un  axe  infi- 
niment peu  incliné  pour  la  ligne  projetée,  etc. 

197.  Exemple.  ■ — ■  Appliquons  le  principe  que  nous  venons 
d'établir  à  la  démonstration  de  quelques  propositions  de  Géométrie 
élémentaire. 

Considérons  un  prisme  ou  un  tronc  de  pyramide,  compris  entre 
deux  plans  parallèles  infiniment  voisins.  Dans  le  cas  du  prisme, 
les  deux  bases,  inférieure  et  supérieure,  sont  rigoureusement  égales. 
Dans  le  cas  du  tronc  de  pyramide,  les  deux  bases  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  de  leurs  distances  au  sommet  de  la  pyramide,  et, 
ces  distances  différant  entre  elles  infiniment  peu,  le  rapport  de 
leurs  carrés  a  pour  limite  l'unité. 

Si  l'on  projette  la  base  supérieure  sur  le  plan  de  la  base  infé- 
rieure, l'espace  compris  entre  les  deux  polygones,  égaux  ou  infini- 
ment peu  différents,  sera  une  somme  de  trapèzes  ayant  pour  bases 
les  côtés  finis  des  polygones,  et  pour  hauteurs  les  projections  des 
hauteurs  infiniment  petites  des  faces  latérales  du  solide.  Donc  la 
portion  du  plan  comprise  entre  ces  deux  contours  sera  infiniment 
petite  par  rapport  à  chacune  des  bases  (Jig.  16),  et  aussi  par  rap- 

FiV.  16. 


port  aux  espaces  limités,  l'un  par  le  contour  extérieur  AA'C'B'BA 
des  deux  polygones,  l'autre  par  le  contour  intérieur  DCED. 

Or,  si   sur  ces   deux   aires,  prises   comme  bases,  on  élève  des 
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prismes  droits  de  même  hauteur  que  la  tranche  de  prisme  oblique 
ou  de  pyramide  que  nous  considérons,  ces  deux  prismes,  l'un  plus 
grand,  l'autre  plus  petit  que  cette  tranche,  différeront  infiniment 
peu  l'un  de  l'autre,  et  par  suite  différeront  infiniment  peu  de  la 
tranche.  Il  en  sera  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  tout  prisme 
compris  entre  ces  deux  prismes  droits,  par  exemple,  du  prisme 
droit  construit  sur  la  base  inférieure  ABC  et  de  même  hauteur  que 
la  tranche. 

Gela  posé,  on  conclut  du  principe  fondamental  établi  dans  les 
deux  numéros  précédents  que  : 

i°  Un  prisme  oblique  est  la  limite  de  la  somme  des  prismes 
droits  infiniment  minces  qui  ont  pour  bases  les  sections  infiniment 
rapprochées,  parallèles  à  la  base  du  prisme.  Il  est  donc  équivalent 
à  un  prisme  droit  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

i°  Une  pyramide  est  la  limite  de  la  somme  des  tranches  pris- 
matiques infiniment  minces,  formées  par  des  plans  parallèles  à  la 
base. 

3°  Deux  tranches  prismatiques  ou  pyramidales  de  même  hauteur 
infiniment  petite  et  de  bases  équivalentes  sont  infiniment  peu 
différentes  entre  elles. 

4°  Deux  pyramides  de  même  hauteur  et  de  bases  équivalentes 
sont  équivalentes. 

5°  Partageons  la  hauteur  H  d'une  pyramide  de  base  B  en  n  par- 
ties égales.  La  section  parallèle  à  la  base,  faite  à  la  distance  —H  du 

m^  .... 

sommet,  aura  pour  aire  —  B,  et  le  prisme  infinitésimal  qui  a  pour 

base  cette  section  et  pour  hauteur  -  H  aura  pour  volume 


n6 


La  somme  des  prismes  (intérieurs)  sera  donc 

b.h.  ri; +i;+..+ <^n 
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ou,  en  vertu  de  la  formule  connue  qui  donne  la  somme  des  carrés 
des  n  —  i  premiers  nombres, 

B.H   2«3-  3n9--hn  (  i  i 

B .  H .  I  —  — 


n''  6  \  3       in       6«2 


expression  qui,  pour  n  infiniment  grand,  tend  vers  la  limite 

B.H 
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CHAPITRE  IL 

DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES.  —  INTÉGRALES.  —  MÉTHODES 

DE  DIFFÉRENTIATION  ET  D'INTÉGRATION. 

DIFFÉRENTIELLES  ET  DÉRIVÉES  PARTIELLES.  —  LEURS  PROPRIÉTÉS 


§   I- 

PROBLÈME    DES    TANGENTES.   ■    VITESSES,     FLUXIONS,    DÉRIVÉES. 

198.  Toute  fonction  continue  d'une  seule  variable  peut  être 
représentée  par  l'ordonnée  d'une  courbe  plane,  en  prenant  pour 
abscisse  la  valeur  correspondante  de  la  variable  indépendante. 

Si  la  fonction  croît  proportionnellement  à  la  variable,  elle  sera 
représentée  par  l'ordonnée  d'une  ligne  droite,  et  elle  croîtra  plus 
ou  moins  rapidement  avec  la  variable,  suivant  que  cette  droite  fera 
un  angle  plus  ou  moins  grand  avec  l'axe  des  abscisses. 

Cet  angle  est  déterminé  par  le  coefficient  angulaire  de  la  droite, 
lequel  est  égal  au  rapport  constant 


d'un   accroissement  quelconque  de  l'ordonnée  à  l'accroissement 
correspondant  de  l'abscisse. 

Si  la  fonc  tion  est  liée  à  la  variable  par  toute  autre  relation  que  celle 
de  proportionnalité,  la  ligne  qui  la  représentera  sera  une  courbe. 
Pour  juger  de  la  rapidité  plus  ou  moins  grande  avec  laquelle  croît 
la  fonction,  à  partir  de  la  valeur  représentée  par  le  point  [x,  y)  de 
la  courbe,  on  considérera  la  corde  qui  joint  ce  point  à  un  point 
voisin  (xt,ji)  pris  sur  la  même  courbe;  suivant  que  cette  corde 
fera  un  angle  plus  ou  moins  grand  avec  l'axe  des  x,  et,  par  consé- 
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son  coefficient  angulaire 


sera  plus  ou  moins  grand,  on  jugera  approximativement  de  la  ra- 
pidité plus  ou  moins  grande  avec  laquelle  croîtra  la  fonction. 

Cette  évaluation,  qui  pourrait  devenir  tout  à  fait  illusoire,  si  le 
point  (x,,  ji)  était  pris  trop  loin  du  point  donné  (jc,  y),  sera,  au 
contraire,  d'autant  plus  précise  que  les  deux  points  seront  plus  rap- 
prochés. Toutes  les  fois,  en  effet,  que  l'on  a  affaire  à  une  fonction 
continue,  telle  que  celles  qui  résultent  des  opérations  algébriques 
ou  des  opérations  transcendantes  élémentaires,  on  reconnaît  que 
le  coefficient  angulaire  de  la  corde,  qui  représente  la  pente  moyenne 
de  l'arc  de  courbe,  varie  dans  des  limites  de  plus  en  plus  étroites, 
à  mesure  que  la  corde  diminue,  et  que  la  direction  de  la  corde  infi- 
niment petite  tend  vers  une  limite  déterminée,  que  l'on  nomme  la 
tangente  à  la  courbe  au  point  considéré.  D'après  cela,  le  coefficient 

angulaire   de   la  tangente    est   la  limite    de   l'expression  — -  -, 

-1  XL  X 

lorsque  xt — x  tend  vers  zéro,  et  c'est  cette  limite  qui  donne  la 
mesure  précise  de  la  rapidité  d'accroissement  de  la  fonction,  pour 
la  valeur  considérée  de  la  variable. 

199.  On  peut  donner  encore  une  autre  représentation  d'une 
fonction,  en  considérant  la  variable  indépendante  comme  expri- 
mant un  temps,  et  la  fonction  comme  exprimant  Y  espace  parcouru 
pendant  ce  temps  par  un  point  mobile  sur  une  droite  donnée. 

Le  mouvement  du  point  pourra  être  ou  uniforme  ou  "varié.  Dans 
le  premier  cas,  la  rapidité  d'accroissement  de  la  fonction  sera 
représentée  par  la  vitesse  du  mobile,  et  elle  aura  pour  expression 
le  rapport  constant  d'un  espace  quelconque  yK  — y  au  temps 
X\  — x  employé  à  le  parcourir. 

Dans  le  second  cas,  la  rapidité  d'accroissement,  ou  la  vitesse 
du  mobile  à  l'instant  considéré,  sera  la  limite  de  la  vitesse  moyenne 

Ti  —  y 


pour  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  x{  — x. 
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Newton,  qui  avait  fondé  sur  cette  considération  le  Calcul  infini- 
tésimal, assimilait  l'accroissement  de  la  variable  indépendante  à 
Y  écoulement  du  temps.  De  là  le  nom  àe  fluente  par  lequel  il  dési- 
gnait une  variable,  et  qu'il  étendait  aussi  bien  à  la  fonction  qu'à 
la  variable  indépendante.  De  là  aussi  le  nom  de  fluxion,  qu'il  don- 
nait à  la  rapidité  d'accroissement  d'une  fluente,  c'est-à-dire  à  la 
vitesse  du  mobile  qui  représentait  cette  fluente. 

200.  On  est  donc  conduit,  en  partant  de  l'un  ou  de  l'autre  de 
ces  deux  points  de  vue,  à  chercher  la  limite  du  rapport  de  l'accrois- 
sement infiniment  petit  de  la  fonction  à  l'accroissement  infiniment 
petit  correspondant  de  la  variable  indépendante. 

Cette  limite  (sauf  le  cas  de  la  proportionnalité  ou  du  mouvement 
uniforme)  varie  généralement  avec  la  valeur  de  la  variable  x  à  la- 
quelle elle  correspond.  Elle  est  donc,  comme  la  quantité  y,  une 
fonction  de  x,  dont  la  forme  dérive  de  cette  fonction  y.  On  l'ap- 
pelle pour  cette  raison  la  fonction  dérivée,  ou  simplement  la 
dérivée  de  la  fonction  proposée  par  rapport  à  la  variable  indé- 
pendante x. 

La  fonction  proposée,  considérée  relativement  à  sa  dérivée,  est 
dite  la  fonction  primitive  de  cette  dérivée. 

La  fonction  dérivée  d'une  fonction  donnée 

s'indique  en  faisant  précéder  le  signe  représentatif  de  la  fonction 
de  la  caractéristique  D,  au  bas  de  laquelle  on  place,  en  forme  d'in- 
dice inférieur,  le  signe  représentatif  de  la  variable  par  rapport  à 
laquelle  a  été  prise  cette  dérivée.  On  écrira,  d'après  cela, 

lira =  Dxy, 


lira 


f{x.)—f[x)  rl     , 


Souvent  on  emploie,  pour  désigner  la  dérivée,  une  notation  plus 
simple,  quoique  moins  explicite,  qui  consiste  à  affecter  d'un  ac- 
cent supérieur  la  lettre  représentative  de  la  fonction.  On  a  ainsi 

Un,  1A--J1  =  DxJ  =yt     iim  A*J  -/(«)  =  D^/(.r)  =//(,). 
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D'après  cette  définition,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
est  la  dérivée  de  l'ordonnée  par  rapport  à  l'abscisse  ;  la  vitesse  d'un 
mobile  est  la  dérivée  de  l'espace  par  rapport  au  temps. 

201.   Puisque  l'on  a,  par  définition, 

lim '- S —  =f[x), 

xx  X 

cela  revient  à  poser 

/(*ï)-/( 


=/»  +  «, 

./'! .T. 

s  étant  une  quantité  infiniment  petite  en  même  temps  que  X\ — x. 
On  peut  donc,  en  général,  mettre  l'accroissement  de  la  fonction 
sous  la  forme 

(1)  /(*i) -/(*}  =  (*! -*)[/'(*)  +  ']• 

ou,  en  développant, 

Le  rapport 


/'M 

de  la  seconde  partie  de  l'accroissement  à  la  première  étant  géné- 
ralement infiniment  petit  (comme  nous  le  verrons  bientôt),  on 
voit  que  l'accroissement  d'une  fonction,  correspondant  à  un  ac- 
croissement infiniment  petit  de  la  variable,  se  compose  de  deux 
parties,  dont  l'une,  que  nous  appellerons  la  partie  principale,  est 
proportionnelle  à  la  dérivée;  tandis  que  l'autre,  que  nous  appelle- 
rons la  partie  secondaire,  est  infiniment  petite  par  rapport  à  la 
première,  et  peut,  par  conséquent,  être  négligée  dans  les  recher- 
ches de  limites  de  rapports  ou  de  limites  de  sommes  [194,  195]. 

202.  L'existence  de  la  dérivée  d'une  fonction  suppose  essen- 
tiellement que  la  fonction  soit  continue.  Mais  la  continuité  de  la 
fonction  n'est  pas,  réciproquement,  une  condition  suffisante  de 
l'existence  d'une  dérivée,  et  l'on  peut  exprimer  par  les  signes  de 
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l'Analyse  une  infinité  de  fonctions  continues  n'ayant  pas  de  dé- 
rivée. 

Les  fonctions  élémentaires  et  celles  qui  résultent  de  la  combi- 
naison d'un  nombre  fini  de  ces  fonctions  ont  généralement  une 
dérivée,  dont  nous  établirons  l'existence  en  même  temps  que  nous 
déterminerons  sa  valeur.  Il  en  sera  de  même  pour  les  transcen- 
dantes provenant  de  l'intégration,  et  qui  sont  définies  par  leur 
dérivée  même. 

Pour  les  fonctions  provenant  de  toute  autre  origine,  l'existence 
d'une  dérivée  sera  une  hypothèse,  qu'il  faudra  préalablement  ad- 
mettre avant  de  pouvoir  appliquer  à  ces  fonctions  les  méthodes  du 
Calcul  infinitésimal. 

§  II- 

PROPRIÉTÉS     DES     DÉRIVÉES  .     RELATION     ENTRE     L'ACCROISSEMENT 

d'u]\E    FONCTION    ET   LA    VALEUR    MOYENNE   DE    SA   DÉRIVÉE.   CAS 

OU    LA    DÉRIVÉE    EST    NULLE.    DÉPENDANCE    ENTRE    LE    SIGNE    DE 

LA    DÉRIVÉE     ET     LE     SENS     DE     L'ACCROISSEMENT    DE     LA    FONCTION. 

203.    i°  Soit  u  une  fonction  de  x,  a  une  constante,  et 

y  =  au. 


On 


nm =  Iim  — =  a  lim : 


c'est-à-dire 

Dx  (««)==  aDx  u. 

2°  Soient  u  et  v  deux  fonctions  de  x,  et 

y  =  u  h-  v 
leur  somme.  On  a 

lim ^=Z  =  lim  (»-  +  2)ll"  +  <,)  =  "m £-=J?  +  Um 

c'est-à-dire 

On  trouverait  de  même,  pour  une  différence, 
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204.  Si,  à  partir  d'une  valeur  x,  la  fonction  f(x)  croît  dans  le 
même  sens  que  la  variable,  le  rapport 

sera  positif.  Donc  [164]  la  limite  de  ce  rapport  ou  la  dérivée/7^) 
ne  peut  être  négative. 

On  verra  de  même  que,  $\f(x)  croît  en  sens  contraire  de  la  va- 
riable, la  dérivée  f  {x)  ne  peut  être  positive. 

Sïf(x)  conserve  une  valeur  constante  lorsque  x  varie  de  x0  à 
X,  le  rapport 

A*i)-A*) 

xx  —  X 

étant  toujours  nul  dans  cet  intervalle,  sa  limite,  savoir  la  dérivée 
f'(x),  sera  aussi  nulle  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  x0 
etX. 

205.  De  cette  dernière  proposition  il  résulte  d'abord  que,  si  la 
dérivée  d'une  fonction  f(x)  n'est  pas  constamment  nulle  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  x0  et  X,  la  fonction  ne  conservera 
pas  une  valeur  constante  dans  tout  cet  intervalle. 

Si  maintenant  cette  dérivée  est  positive,  il  résulte  du  numéro 
précédent  que  l'accroissement  de  la  fonction  aura  lieu  dans  le 
même  sens  que  celui  de  la  variable. 

Si  la  dérivée  est  négative,  l'accroissement  de  la  fonction  aura 
lieu  en  sens  contraire  de  celui  de  la  variable. 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que,  si  G  désigne  une  con- 
stante quelconque,  la  dérivée  de  la  fonction  J" (^x)  -+-  C,  étant  égale 
à  Dxj'(x)  -f-  DXC,  se  réduira  à  f  (x).  Donc,  quelque  valeur  que 
l'on  donne  à  la  constante  C,  toutes  les  fonctions  y  (a:)  -f-  G,  qui  ne 
diffèrent  entre  elles  que  par  une  constante,  auront  la  même  dérivée. 

Nous  démontrerons  plus  tard  les  réciproques  de  ces  diverses 
pi^opositions. 

206.  Nous  allons  maintenant  établir  la  relation  fondamentale 
qui  existe  entre  les  accroissements  finis  d'une  fonction  et  les  valeurs 
moyennes  de  sa  dérivée. 

D'après  la  définition  même  de  la  dérivée  d'une  fonction,  il  est 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  I.  10 
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toujours  possible,  si  cette  dérivée  existe,  d'assigner  à  l'accroisse- 
ment h  de  la  variable  x  une  valeur  7it  telle  que,  pour  celte  valeur 
et  pour  toute  valeur  plus  petite  de  h,  on  ait  (en  n'ayant  égard 
qu'aux  valeurs  numériques)  l'inégalité 

(.)  /f*  +  *it)-/'Jl -/'h<., 

e  étant  une  quantité  donnée  aussi  petite  que  l'on  voudra. 

Cela  posé,  soient  x0  et  X  deux  valeurs  de  x,  dans  l'intervalle 
desquellesy(x)  ne  cesse  pas  d'être  continue  et  d'admettre  une  dé- 
rivée. Partageons  l'intervalle  X  —  x0  en  parties  toutes  </îj,  h\ 
étant  la  valeur  de  l'accroissement  à  partir  de  laquelle  l'inégalité  (i) 
est  toujours  satisfaite.  Dès  lors,  en  désignant  par 

ces  intervalles  partiels,  toutes  les  différences 

■^-f-  -/'(-.)■  /(*;)r^(*'1 'yi«.i 

/(x)  -/k.0  -_^ 

A.  —  -Tf-n-l 

seront  moindres  que  e,  ce  qui  donnera  les  inégalités 

/(X)  -/(.r„_0  -  (X  -  *„_!) /'(*„_,)  <  (X  -  «A^)». 

En  ajoutant  ensemble  ces  inégalités,  et  désignant  par  Sn  la 
somme 

S„=(*i— *o)/'(*o)  •+"  (a-s—  *l)/'(-*l)  +-..  +  (X  —  Xn-ijf'iXn-x), 

on  aura 

/(X)  -/(*„)   _S„<(X-.r0)s. 

Or,  e  pouvant  être  choisi  aussi  petit  que  l'on  voudra,  il  s'ensuivra 
que.  l'on  pourra  toujours,  en  partageant  l'intervalle  X  —  x0  en 
parties  suffisamment  petites,  faire  en  sorte  que  la  somme  S„  dif- 
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fère  aussi  peu  que  l'on  voudra  de  l'accroissement  finiy  (X)  — f(^o) 
de  la  fonction.  Cet  accroissement  tendra  donc,  lorsque  tous  les  in- 
tervalles partiels  seront  infiniment  petits,  vers  la  limite 

(2)  /(X) -/(*„)  =limSa     (*). 

D'ailleurs,  en  vertu  du  théorème  d'Algèbre  invoqué  au  n°  195, 
la  somme  S,t  est  égale  au  produit  de  la  somme  X —  x0  de  ses  pre- 
miers facteurs,  de  signe  constant,  par  une  moyenne  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  des  seconds  facteurs  f'(x0)t 
/'(j,),  . .  -,J',(xn_i),  c'est-à-dire  par  une  moyenne  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que  peut  prendre  la  dérivée 
f'(x)  lorsque  x  varie  de  x0  à  X.  Nous  aurons  donc  ce  théorème 
fondamental  : 

Si  la  fonction  f[x)  est  toujours  continue  lorsque  x  varie  de- 
puis la  valeur  x0  jusqu'à  la  valeur  X,  et  si  elle  admet  une  dé- 
rivée pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  cet  intervalle,  on 
aura  la  relation 

(3)  /(x)-/(*o)  =  (x-*0)3n./'(*), 

c  est-à-dire  que  l accroissement  fini  de  la  fonction,  lorsqu'on  passe 
de  x  =  Xq  à  x  =  X,  sera  égal  au  produit  de  l  accroissement  de 
la  variable  par  une  valeur  moyenne,  relative  à  cet  intervalle, 
de  la  dérivée  f  (x). 

207.  Si  la  fonction  f  (x)  est  elle-même  continue  dans  cet  inter- 
valle, elle  passera  au  moins  une  fois,  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  x0  et  X,  par  une  valeur  moyenne  quelconque  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  de  ses  valeurs  [175],  et  par  consé- 
quent par  celle  des  valeurs  moyennes  qui  satisfait  à  l'égalité  (3). 

En  désignant  donc  par  DïL(x)  une  valeur  convenablement  choi- 


(')  Cette  égalité  n'est  autre  chose  qu'un  cas  particulier  de  celle  qui  a  été  démon- 
trée au  n°   195;    elle   s'obtient  en   remplaçant   les   accroissements   infiniment  petits 

/(*.)-/(*.).    /(•*.)-/(*.).      ••• 
par  les  quantités 

O,    ~*o)f '(*»),        fo  — ■*!  )/'(•*!  )l  •••' 

qui  en  diffèrent  infiniment  peu,  en  vertu  de  la  définition  même  de  la  dérivée. 

IO. 
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sie  entre  x0  et  X,  on  pourra  poser 

(4)  /(X)-/(.r0)-^(X-.r0)/'[.m.(.r)]      (t). 

Si  l'on  pose 

X  —  œ0  =  h, 

la  moyenne  DTb[x)  entre  x0  et  xQ-\-h  pourra  se  représenter  par 
x0-+-  SA,  0  désignant  une  moyenne  entre  zéro  et  l'unité,  telle  que 

o<e<i. 

L'égalité  (4)  prendra  alors  la  forme 

(5)  f{Xo+h)-f{.x0)  =  kf'l.r0+6h). 

208.  L'importance  capitale  de  ce  théorème  nous  engage  à  en 
donner  encore  d'autres  démonstrations. 

I.  Soit  y(x)  une  fonction  qui  s'annule  pour  chacune  des  va- 
leurs x0  et  X,  et  qui  admette  une  dérivée  et  reste  par  suite  con- 
tinue pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  x0  et  X. 

Si  ty' (x)  n'est  pas  nul  dans  tout  l'intervalle  de  x0  à  X,  la  fonc- 
tion <$(x)  variera,  et  par  suite  ne  restera  pas  nulle  dans  tout  cet 
intervalle  [205].  Si  nous  supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'elle 
commence,  à  partir  de  x0,  à  croître  dans  le  même  sens  que  la  va- 
riable, soit  positivement,  on  aura  d'abord  [204] 


Pour  passer  ensuite  de  cette  valeur  positive  de  y(x)  à  la  valeur 
nulle  ^(X),  il  faudra  que  la  fonction  se  mette  au  moins  une  fois  à 
varier  dans  le  sens  opposé,  ce  qui  donnera 

f'[x)<o. 

Si  donc  une  fonction  y(x)  s'annule  pour  chacune  des  valeurs 
xG,  X,  et  quelle  admette  une  dérivée  dans  tout  l'intervalle  de 


(')  Cette  égalité  subsisterait  encore  lors  môme  que  f'(~c)  éprouverait  entre  x0  et  X. 
des  solutions  de  continuité,  pourvu  que  cette  fonction  n'en  passât  pas  moins  par  toutes 
les  valeurs  intermédiaires  entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur. 
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ces  valeurs,  cette  dérivée  éprouvera  au  moins  une  fois  un  chan- 
gement de  signe  ou  passera  au  moins  une  fois  par  zéro  dans  ce 
même  intervalle. 

Si  cette  dérivée  tf(x)  est  supposée  elle-même  toujours  finie  et 
continue,  elle  devra  nécessairement  [175]  passer  au  moins  une 
fois  par  la  valeur  zéro,  intermédiaire  entre  sa  valeur  positive  et 
sa  valeur  négative.  On  a  donc,  dans  ce  cas,  relativement  à  la  fonc- 
tion y(x),  ce  théorème,  connu  sous  le  nom  de  théorème  de 
liolle  : 

Si^[x)  est  une  fonction  continue,  ainsi  que  sa  dérivée  o'(x), 
entre  deux  racines  x0,  X  de  l'équation 

rf[.r)  =  o, 

l'équation  dérivée 

aura  au  moins  une  racine  comprise  entre  les  deux  racines  x0,  X 
de  l'équation  primitive. 

II.   Considérons  la  fonction 


X 


Cette  fonction  s'annule  évidemment  pour  x  =  x0  et  pour  x  =  X. 
Donc,  d'après  le  théorème  précédent,  sa  dérivée  [203  et  205] 

f,w=/,w_/(x)-/M 


X  —  x0 

devra,  au  moins  une  fois,  changer  de  signe  ou  s'annuler;  donc  la 

dérivée  def(x)  prendra  des  valeurs  plus  grandes  et  des  valeurs 

/"(X)  f(.r  ) 

plus  petites   que  le  rapport  -   l  _.- L_Hi,    et  même,   si  elle  est 

X   Xy 

continue,  passera  au  moins  une  fois  par  une  valeur  égale  à  ce  rap- 
port. Donc  ce  rapport  est  compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  valeurs  de  f'(x),  ou  bien  est  égal  à  une  des  valeurs 
que  prend  f'{x)  dans  l'intervalle  de  x0  à  X.  On  a  donc  généra- 
lement 

X.  —  .rn 
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et,  dans  le  cas  de  la  continuité  def'(x), 


/(X)-/(.rJ=/W^ 


X  —  a\ 
ce  qui  n'est  autre  chose  que  les  relations  (3)  et  (4)- 

209.   On  peut  encore  démontrer  le  théorème  comme  il  suit  : 
Supposons  que  f  (x)  satisfasse,  pour  toute  valeur  de  x  com- 
prise entre  xn  et  X,  à  la  double  inégalité 

m</'(.*0<M> 
et  considérons  la  fonction 

f(x)  —f{-ro)  —  «(■*  — *o)  =  x(ar)« 
La  dérivée  de  cette  fonction 

sera  positive  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  l'intervalle 
donné;  donc  la  fonction  y^{x)  croîtra,  dans  tout  cet  intervalle, 
dans  le  même  sens  que  la  variable,  et,  comme  x(x)  s'annule  pour 
x  =  x0,  il  s'ensuit  que,  pour  x  ^>  x0,  y„(x)  sera  positif  (  '  )  ;  donc 
on  aura,  en  divisant  par  le  facteur  positif  x  —  x0, 

f(x)-f(.r0) 

! ! ;   P>/?2. 


On  trouverait  de  même 

/H-/K 


M; 


donc  le  rapport — -  est  égal,  pour  x0  <.  x  =  A,  a  une 

X.  .J'y 

moyenne  entre  les  valeurs  de  f  [x),  ce  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer. 

210.    De    ce  théorème   on  déduit  immédiatement   une  consé- 
quence importante. 


(')  En  supposant,  pour  fixer  les  idées,  X>  a„. 
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Si  l'on  suppose  que,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  x0 
et  X  :  i°  la  fonction  y  (.r)  soit  continue  et  déterminée,  i°  qu'elle 
ait  une  dérivée  déterminée ,  3°  que  cette  dérivée  soit  constamment 
nulle,  alors  la  valeur  moyenne  de  cette  dérivée  qui  entre  dans  la 
formule  (3)  sera  nécessairement  nulle,  et  il  en  sera  par  suite  de 
même  de  l'accroissement  /"(X) — -f(x0).  Comme  ce  que  nous 
pouvons  dire  de  X  s'applique  aussi  à  une  valeur  quelconque 
intermédiaire  entre  x0  et  X,  il  s'ensuit  que  l'accroissement 
f(x) — f{xo)  est  toujours  nul,  quel  que  soit  x,  dans  l'intervalle 
considéré;  donc  la  fonction  f(x)  a  une  valeur  constante  dans  cet 
intervalle,  ce  qui  est  la  réciproque  du  théorème  du  n°  205. 

Ainsi,  si  la  dérivée  d'une  fonction  est  constamment  nulle  dans 
un  intervalle  donné,  la  fonction  se  réduit  dans  cet  intervalle  à 
une  constante. 

Cela  revient  à  dire  qu'une  ligne  dont  la  tangente  est  constam- 
ment parallèle  à  l'axe  des  abscisses  se  réduit  à  une  droite  parallèle 
à  cet  axe,  ou  qu'un  point  dont  la  vitesse  est  constamment  nulle 
ne  change  pas  de  place. 

211.  Ce  théorème  peut  se  démontrer  directement  de  la  manière 
suivante. 

Considérons  la  fonction 

=±=  [/(*)  -/(•*<>)]  H-  k[x  -  .r0)  =  *(*), 

A~  étant  une  constante.  Si  l'on  supposey;(.r)  =  o,  ty'(x)  se  réduira 
à  h.  Pour  A^>o,  ty(x),  qui  est  nul  pour  x  =  x0,  aura  sa  dérivée 
positive,  et  ira  toujours  en  croissant  de  x0  à  X,  de  sorte  qu'il  aura 
son  maximum  pour  x=X.]  donc  (|>(X)  est  positif,  et  l'on  aura 
ainsi 

±[/(X) -/(*,,)]-+- *(X-*0)>P. 

On  verra  de  même  que 

±  [/(*)-/(*•)] -*(*-*oj, 
ayant  sa  dérivée  négative,  est  négatif,  de  sorte  que 
±  [/(X)  -/(*„)]  -  k (X-  x„j  <  o; 
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doncf[X.) — ffao)  est  compris  entre  —  hÇK. — x0)  et  +  A~(X — x0), 
quel  que  soit  À".  Or  on  peut  supposer  À"  infiniment  petit,  d'où  il 
résulte  [162]  que</>(X)  — f{xo)  est  rigoureusement  nul. 

212.  Enfin  on  peut  se  servir  du  procédé  de  démonstration  du 
n°  208.  Si  la  fonction  <p(x),  qui  s'annule  pour  x  =  x0  et  pour 
x  =  X,  n'est  pas  nulle  quel  que  soit  x,  il  faudra,  comme  nous  l'a- 
vons vu,  que  sa  dérivée  s'annule  dans  l'intervalle  de  x0  à  X.  Or 
la  supposition  de  f'(x)  =  o  réduit  cette  dérivée  à  la  valeur  con- 
stante 

/(X) -/(*„) 

X  —  .T0 

Il  faut  donc  que  l'on  ait  ./"(X) — /(x0)  =  o,  et,  comme  on  peut 
remplacer  X  par  une  valeur  quelconque  prise  dans  l'intervalle 
considéré,  on  en  conclut  quef(x)  est  constant. 

213.  De  ce  théorème  il  résulte  réciproquement  que,  si  une 
fonction  ne  se  réduit  pas  à  une  constante  dans  un  intervalle  donné, 
sa  dérivée  ne  peut  pas  s'annuler  dans  cet  intervalle,  sauf  pour  cer- 
taines valeurs  particulières  de  la  variable. 

Si  donc  la  fonction  est  toujours  croissante  avec  la  variable,  sa 
dérivée  est  toujours  positive  ;  si  elle  croît  en  sens  inverse  de  la 
variable,  sa  dérivée  est  toujours  négative,  ce  qui  complète  les  ré- 
ciproques des  propositions  des  nos  204  et  205. 

214.  Nous  avons  vu  [205]  que  deux  fonctions  toujours  égales 
entre  elles,  ou,  plus  généralement,  deux  fonctions  dont  la  diffé- 
rence est  constante  ont  des  dérivées  égales  ;  car,  si  l'on  a 

«  —  c  —  o,     ou     u  —  v  ■=  const., 

on  en  conclut 

Dx  (  u  —  c)  =  D^  u  —  Dx  c  =  o. 

Réciproquement,  si  les  dérivées  de  deux  fonctions  sont  toujours 
égales  entre  elles,  la  différence  de  ces  fonctions  primitives  sera 
constante;  car,  si  Dxu  —  Dxv,  on  en  conclut 

Dxu  —  T>xc  =Ba.(u—u)==o, 
d'où  résulte 

u  —  v  =  const. 
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Si  donc  on  connaît  une  fonction  primitive  ayant  pour  dérivée 
une  fonction  donnée,  on  connaîtra  par  là  même  toutes  les  autres 
fonctions  primitives  qui  auront  la  même  dérivée,  et  on  les  ob- 
tiendra en  ajoutant  à  la  fonction  primitive  connue  une  constante 
arbitraire,  c'est-à-dire  une  constante  à  laquelle  on  peut  attribuer 
toutes  les  valeurs  imaginables. 

215.  Les  variables  x  et  y  étant  liées  entre  elles  par  une  relation 
quelconque,  on  peut,  au  lieu  de  considérer  y  comme  une  fonction 
de  x,  considérer  x  comme  une  fonction  de  y.  Les  deux  quan- 
tités 

.ri  —  y     -T\  —  * 

xi  —  x       Xi—y 

étant  inverses  l'une  de  l'autre,  il  en  sera  de  même  de  leurs  limites, 
de  sorte  qu'on  aura 

D  x  — 

r     ~Vxy 

216.  Si  Dy -x  est  nulle,  T)xy  sera  infinie,  et  réciproquement  ; 
donc,  si  la  dérivée  d'une  fonction  y  est  toujours  infinie,  cela  in- 
dique que  la  variable  x,  que  l'on  avait  prise  pour  variable  indé- 
pendante, doit  rester  constante  pour  toute  valeur  de  y.  C'est  le 
cas  où  la  fonction  y  peut  être  représentée  géométriquement  par 
une  droite  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées. 

Donc,  si  deux  variables  sont  liées  entre  elles  de  manière  que, 
l'une  d'elles  variant,  l'autre  ne  reste  pas  constante,  la  dérivée  de 
l'une  quelconque  de  ces  variables,  prise  par  rapport  à  l'autre,  ne 
pourra  pas  prendre,  pour  toute  valeur  de  celle-ci,  une  valeur  tou- 
jours nulle  ou  toujours  infinie. 


§  III. 

DIFFÉRENTIELLES   DES    FONCTIONS    d'uNE    OU    DE    PLUSIEURS   VARIABLES 

INDÉPENDANTES. 

217.   Nous  avons  vu  que  la  dérivée  de  la  fonction 

y  =/(*) 
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de  la  variable  x  est  la  limite  du  rapport 

Y\  —y 

.T.  y    X 

des  accroissements  simultanés  infiniment  petits  de  la  fonction  et 
de  la  variable  indépendante. 

Il  est  souvent  avantageux  ou  même  indispensable  de  faire  entrer 
dans  le  calcul  les  accroissements  eux-mêmes,  que  nous  avons  dési- 
gnés jusqu'ici  par  x{  — x,y,  — y.  On  emploie  pour  cela  une  no- 
tation plus  abrégée,  qui  indique  en  même  temps  que  ces  accroisse- 
ments sont  infiniment  petits. 

Ces  différences  infiniment  petites  entre  deux  états  successifs 
d'une  variable  portent  le  nom  de  différentielles,  et  on  les  désigne 
par  la  caractéristique  d,  placée  devant  la  variable  dont  on  consi- 
dère l'accroissement.  D'après  cette  notation,  au  lieu  de 

•*i  —  ■»»    Ji  —  J,    /(^i)  —/(*)» 
on  écrira 

dx,  dy,  df[x). 

La  définition  de  la  dérivée  sera  alors  exprimée  par  l'équation 
(i)  D,j^j'=lim^,      ou      D,/(.r)=/'(.r)  =  lim^-). 

218.  En  désignant  donc  par  e  une  quantité  infiniment  petite,  on  a 

d'où  l'on  tire 

(  3  )  dy  =  /dx  -+-  s  dx. 

La  différentielle  dy  de  la  fonction  y  se  compose  donc  de  deux 
parties,  savoir  : 

i°  Du  produit^'  dx  de  la  dérivée  dey  par  la  différentielle  de  x. 
Cette  partie  est  ce  que  nous  appellerons  [201]  la  partie  principale 
de  la  différentielle  dy  ; 

2°  De  la  quantité  tdy,  dont  le  rapport 

e  dx  £ 

/dx  ~  / 
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à  la  partie  principale  est  généralement  infiniment  petit  [216],  de 
sorte  que  cette  partie,  que  nous  appellerons  la  partie  secondaire 
de  la  différentielle  dy,  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

D'après  cela,  la  différentielle  dy  diffère  infiniment  peu  [191]  de 
sa  partie  principale,  et  l'on  pourra  prendre  ces  deux  quantités  l'une 
pour  l'autre,  toutes  les  fois  qu'elles  se  présenteront  dans  la  re- 
cherche d'une  limite  de  rapport  [194]  ou  d'une  limite  de  somme 
[195]. 

En  conséquence,  au  lieu  de  prendre  les  équations  rigoureuses  (2) 
et  (3),  en  emploiera,  pour  plus  de  simplicité,  les  équations  impar- 
faites 

ir=y'i      dyzzzy'dx. 
dx 

Pour  la  première  de  ces  équations,  —  —  y',  cela  revient  à  sous- 


entendre  le  mot  limite  devant    , 

d.r. 


d.x 
dy 


219.   Géométriquement,  si  l'on  représente  la  fonction  jy  par  l'or- 
donnée d'une  courbe  (jîg-tj)}  dy  sera  l'accroissement  M' Q  de  cette 


Fig.  17. 

M'y 


ordonnée,  correspondant  à  l'accroissement  PP'  =  dx  de  l'abscisse. 
La  partie  principale  j7^  de  dy  sera  l'accroissement  TQ  de  l'ordon- 
née de  la  tangente  en  M,  correspondant  au  même  accroissement  dx 
de  l'abscisse.  La  partie  infiniment  petite  du  second  ordre  zdx  est 
représentée  par  la  différence  M'T  entre  les  ordonnées  de  la  courbe 
et  de  la  tangente  pour  l'abscisse  x  4-  dx. 

Au  point  de  vue  cinématique,  y' dx  représente  l'espace  par- 
couru pendant  le  temps  dx  en  vertu  d'une  vitesse  constante  y', 
égale  à  la  vitesse  au  commencement  de  ce  temps  dx,  tandis  que  dy 
est  l'espace  parcouru  dans  le  même  temps  en  vertu  de  la  vitesse 
continuellement  variable,  et  zdx  la  partie  de  cet  espace  dy  due  à 
la  variation  de  la  vitesse. 
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220.  Lorsqu'on  a  en  vue  le  calcul  de  la  dérivée  y'  d'une  fonc- 
tion y,  on  peut  se  contenter  de  connaître,  au  lieu  de  la  différen- 
tielle dy,  sa  partie  principale  y' dx.  En  divisant  cette  partie  prin- 
cipale par  dx,  on  aura  immédiatement^'.  Le  Calcul  différentiel, 
qui  a  pour  objet  la  recherche  des  dérivées,  peut  donc  être  considéré 
aussi  comme  s'occupant  de  la  recherche  des  parties  principales  des 
différentielles. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction 

y  =  axr . 

En  faisant  varier  x  de  dx,  on  a 

y  -+-  dy  =  a  ( x  -V-  dx  )2, 

d'où,  en  développant,  puis  retranchant  la  première  égalité  de  la 
seconde, 

dy  =  2  axdx  -{-  adx-, 

dx2  désignant  le  carré  de  dx,  c'est-à-dire  [dx)2,  tandis  que  la  dif- 
férentielle de  x2  est  représentée  par  d[x2)  ou  par  d.x2. 

Cette    différentielle    dy    se    compose    d'une    partie    principale 
laxdx,  et  d'une  partie  secondaire  adx2,  dont  le  rapport 

adx2  dx 

2 axdx         ix 

à  la  partie  principale  est  infiniment  petit.  Pour  avoir  la  dérivée  y', 
on  n'aura  qu'à  conserver  seulement  la  partie  principale  iaxdx\ 
en  la  divisant  par  dx,  on  trouvera 

y'  ■=.  zax 

pour  la  dérivée  cherchée. 

Cela  revient  à  poser  les  deux  équations  imparfaites 

dy  =  lax  dx,     y  —  —  5 

qui  conduisent  au  même  résultat  que  les  équations  rigoureuses 

dy 
dy  =  2 axdx  -f  adx- ,      y'  =  lim  -—  • 
J  '     J  dx 
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221 .  L'avantage  de  l'emploi  des  équations  imparfaites  à  la  place 
des  équations  rigoureuses  consiste  d'abord  dans  une  plus  grande 
brièveté.  Ensuite  la  partie  secondaire  s dx  de  la  différentielle  peut 
être  quelquefois  aussi  difficile  à  calculer  qu'elle  est  inutile  à  con- 
naître. Il  est  d'ailleurs  facile  de  la  rétablir  partout  où  on  l'a  négli- 
gée, si  l'on  vient  à  sentir  le  besoin  d'en  tenir  compte. 

222.  Nous  avons  démontré  [206]  que,  si  l'on  partage  l'inter- 
valle X  —  x0,  dans  lequel  la  fonction /*(.r)  est  supposée  continue, 
en  intervalles  partiels  tous  infiniment  petits 

l'accroissement  total  de  la  fonction,  qui  est  la  somme  des  accrois- 
sements partiels 

f[x1)~f(x0)  =  df{.T0),     f[*t)-f[*l)=df[xl),       ..., 

f{lL)-f{x.l_1)  =  df(x.!_1), 

est  égal  à  la  limite  de  la  somme 

Sn^=f'[.x0)d.x(j-hf'{.Tl)d.Tl-+-.  .  .+f'{.Tn-l)d.rn_l 

des  accroissements  successifs  de  la  variable  multipliés  par  les  va- 
leurs correspondantes  de  la  dérivée  de  la  fonction. 

Cette  limite  de  somme  s'indique  par  le  signe  y,  initiale  du  mot 
somme,  en  bas  et  en  haut  duquel  on  inscrit  les  valeurs  de  x  aux- 
quelles commence  et  finit  l'accroissement.  On  écrit  de  cette  ma- 
nière 


/ 


X 

f'[x)d.r—  \im[f/(.v0)dx0-{-f'lxl)d.vl  +  .  .  .  -h/'(ar»_i  )  dxn_x\ 


Une  telle  limite  de  somme  s'appelle  une  intégrale.  Lorsqu'on 
indique,  comme  dans  le  cas  actuel,  les  valeurs  de  la  variable  indé- 
pendante où  commence  et  où  se  termine  la  sommation,  l'intégrale 
est  dite  une  intégrale  définie.  Les  valeurs  initiale  et  finale  de  x, 
inscrites  en  bas  et  en  haut  du  signe  f,  s'appellent  la  limite  infé- 
rieure et  la  limite  supérieure  de  l'intégrale. 
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223.  D'après  cela,  nous  avons  la  formule  fondamentale 


/(X)-/(*.)=  f    f'Ù)dx. 


Cette  formule  revient  à  dire,  au  point  de  vue  géométrique,  que 
l'accroissement  de  l'ordonnée  d'une  courbe  est  égal  à  la  limite  de 
la  somme  des  accroissements  infiniment  petits  de  l'ordonnée  de  la 
tangente.  Au  point  de  vue  cinématique,  cela  revient  à  dire  que 
l'espace  parcouru  dans  le  temps  X — -x0  est  égal  à  la  limite  de  la 
somme  des  espaces  qui  seraient  parcourus  pendant  les  intervalles 
infiniment  petits  dans  lesquels  on  décompose  X  —  x0,  en  vertu 
des  vitesses  qu'a  le  mobile  au  commencement  de  chacun  de  ces 
intervalles. 


224.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  fonctions  d'une 
seule  variable.  Voyons  ce  qui  correspond  aux  notions  précédentes 
dans  le  cas  d'une  fonction  de  plusieurs  variables. 

Considérons  la  fonction 

des  deux  variables  x,  y,  soit  indépendantes,  soit  liées  entre  elles 
d'une  manière  quelconque.  Les  accroissements  simultanés  dx,  dy 
de  ces  variables  seront,  suivant  les  cas,  indépendants  l'un  de  l'autre 
ou  liés  entre  eux  par  une  certaine  relation.  Dans  ce  dernier  cas, 
nous  supposerons  que  cette  relation  n'empêche  pas  ces  accroisse- 
ments d'être  infiniment  petits  tous  les  deux  à  la  fois. 

Si  l'on  faisait  varier  une  seule  des  deux  variables  x  et  y,  x  par 
exemple,  l'autre,  y,  jouerait  le  rôle  d'une  constante,  et  l'on  aurait 
à  différentier  z  comme  si  c'était  une  fonction  de  la  seule  va- 
riable x.  L'accroissement  infiniment  petit  de  z  résultant  d'un 
accroissement  infiniment  petit  donné  à  x  s'appelle  la  différentielle 
partielle  de  z  par  rapport  à  x,  et  se  désigne  par  la  notation 

dx*  =/{•*  H-  dx,  y)  —  f[x,y). 

La  limite  du  rapport  de  cette  différentielle  partielle  dxz  à  l'ac- 
croissement correspondant  dx  de  la  variable  x  s'appelle  la  dérivée 
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partielle  de  z  par  rapport  à  x,  et  s'indique  par  le  symbole 

dz  dxz 

dx  d.r. 

la  forme  que  l'on  donne  à  la  lettre  d  servant  à  distinguer  les  déri- 
vées partielles  des  dérivées  ordinaires  ou  dérivées  totales,  que  nous 
avons  considérées  jusqu'ici. 

De  même,  si  l'on  ne  fait  varier  que  y,  l'accroissement  résultant 

dyz=f[.Tc,  y-^dy)  —f[x,y) 

sera  la  différentielle  partielle  de  z  par  rapport  ky,  et  la  limite  du 
rapport  de  cette  différentielle  partielle  à  la  différentielle  de  y, 

dz  drz 

—  Uni  _^_ , 

dy  dy 

sera  la  dérivée  partielle  de  z  par  rapport  ky. 
On  écrit  souvent,  pour  abréger, 

àf       àf                         àf(x,y)        df(.r,r] 
—  5      -r—     au  heu  de      — ^ ? 


dx       dy  dx  dy 

On  emploie  aussi,  lorsqu'il  n'y  a  pas  lieu  à  équivoque,  la  même 
notation  pour  les  dérivées  partielles  que  pour  les  dérivées  ordi- 
naires, et  l'on  écrit,  par  exemple,  la  dérivée  partielle  de  z=f(x) 
par  rapport  à  x  sous  la  forme 

Dxz     ou     T>xf(x,  y)      ou     Dxf. 

Enfin  il  est  commode,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  de  faire 
usage  de  la  notation  de  Lagrange,  qui  consiste  à  désigner  par 

/;.(*,  r),    /;(x,y), 

ou,  plus  brièvement,  par 

/'(-).    f'ijr) 

les  dérivées  partielles  de   la  fonction  f  (x,y)y   prises  respective- 
ment par  rapport  à  x  et  à  y. 


IÔO  LIVRE   I.  —    CHAP.    II,    §   III. 

dz 
225.   Si   l'on  voulait    considérer    l'expression    symbolique   -r- 

comme  un  rapport  de  différentielles  (à  un  infiniment  petit  près), 

il  faudrait  commencer  par  remplacer  le  numérateur  commun  des 

deux  expressions 

dz       dz 

dx       dy 

par  celle  des  différentielles  partielles 

dx  z,     dy  z 

qui  est  indiquée  par  le  dénominateur 

dx     ou     dy. 

De  cette  manière,  on  aura  rigoureusement 

dx  z        dz 
dx        dx 


dy  z 

dy 

_dz 
~  à  y 

-+- 

dyZ  - 

_  dz 
~  dy 

dy 

dz 

dy.z  z=z  -—  dx  H-  zdx.      dvz  =  ^—  dr  -+-  s' dy, 

x        dx  •■  ■ 

e,  e'  désignant  des  quantités  infiniment  petites,  la  première  en 
même  temps  que  dx,  la  seconde  en  même  temps  que  dy. 

226.  Si  l'on  représente  la  fonction  z  —f(x,y)  par  l'ordonnée 
d'une  surface,  et  que,  par  le  point  (x,y,  z),  on  mène  des  sections 
parallèles  aux  plans  des  zx  et  des  zy,  x  variera  seule  dans  la  sec- 
tion parallèle  au  plan  des  zx,  y  variera  seule  dans  la  section  pa- 
rallèle au  plan  des  zy.  Les  dérivées  partielles  —  ?  -y-  seront  les 

coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deux  courbes  de  section  ; 
de  même  que  dxz,  dyz  seront  les  variations  des  ordonnées  z  de 
ces  deux  courbes,  correspondantes  aux  variations  dx,  dy  des  ab- 
scisses x  ou  y. 

227.  Supposons  maintenant  que  les  deux  variables  x,  y  crois- 
sent à  la  fois;  l'accroissement  résultant  de  z  sera  dit  la  différen- 
tielle totale  de  cette  fonction,  et  l'on  désignera  cette  différentielle 
par  dz. 

Le  calcul  de  Impartie  principale  de  cette  différentielle  totale  se 


DIFFÉRENTIELLES    TOTALES.  l6l 

ramène  immédiatement  au  calcul  des  parties  principales  des  diffé- 
rentielles partielles,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  [220],  au  calcul 
des  dérivées  partielles.  On  a,  en  effet, 

dz  =/{x  +  dx,  y  +  dy)  —  f[x,  y) 

=  [f{x  4-  dx,  y  -4-  dy)  —f[x,  y  4-  dy)]  -h  [f[x,  y  -h  dy)  —  f[x,  y)} 
=  dxf[x,  y  H-  dy)  +  dyf(x,  y). 

Si  l'on  pose,  pour  un  instant, 
on  aura  [225] 

<W  (■*■,  j  -+-  rfr  )  =  [A  (*,  j  +  ^r  )  +  s]  ^-r, 
V(ar»ir)=[/.(*,r)  +  «']rfr. 

D'ailleurs,  en  supposant  que  f\(x,y)  soit  une  fonction  continue 
dans  le  voisinage  des  valeurs  considérées  de  x  et  dey,  on  a 

A (*,  J  +  <*j)  =/i  (*»  J)  +  J"> 

£/;  étant,  comme  e ',  infiniment  petit  en  même  temps  que  dy,  tandis 
que  e  est  infiniment  petit  en  même  temps  que  dx.  On  a  donc,  en 
désignant  par 


une  quantité  infiniment  petite  en  même  temps  que  dx  et  dy  à  la 
fois, 

dxf[**  y  ■+■  dx)  =  [/i  (*,  j)  +  -ri]  ^; 

donc 

dz  =/i  (*,  j)  «^  +/«(*!  j)  <T  +  (*i  dx  ■+■  e'dy). 

Ainsi  la  différentielle  totale  dz  se  compose    de   deux  parties, 

dont  la  seconde 

£t  dx  -h  e' dy 

est  infiniment  petite  par  rapport  à  la  première.  Celle-ci,  que  nous 
appellerons  la  partie  principale,  a  pour  expression 

dz  =/,  ( x,  y  )  dx  +/2  (  x,  y  )  dy, 
H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  I.  n 
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ou,  en  remettant  pour  f{  {x,j r),  fi{x,  y)  les  notations  qui  défi- 
nissent ces  fonctions, 

dz  =  dflx,  y)  =  df[x:x)  dx  h-  df^-r)  dj 
J  v     J  '  dx  dy        J 

d-f    7  ^7  ÔZ    J  ÔZ    J 

=  -—  dx  -\ — —  ay  =  -r—  dx  H — —  dy. 
dx  dy  dx  dy 

228.   On  peut  encore  mettre  cette  différentielle  totale  sous  une 
autre  forme.  Nous  avons  vu  que  l'on  a  rigoureusement 

dz  =  dxf(x,  y  +  dy)  +  dyf(x,  y). 

On  a  d'ailleurs,  en  désignant  par  e,  e'  des  infiniment  petits, 

àxf{x,  y^rdy)=  [/x  [x,  y  +  dy  )  -h  s]  cfo 

=  [/i  (*,/)  +  >'  +  s]  <&  =  [/x  (.r,  y)  -+-  J]  rfx, 

ô  étant  infiniment  petit  lorsque  <£r  et  dy  le  sont  tous  les  deux.. 
D'autre  part, 

dxf(x,y)  =  [f1(x,y)+S']dx, 

â' étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  dx;  donc,  en  négli- 
geant la  différence  infiniment  petite  du  second  ordre  des  quan- 
tités iï.  dx,  §f.  dx,  on  aura 

dxf[x,  y  +  dy)  =  dxf{x,  y)  =  dxz; 

donc,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre,  on  a 

dz  =  dxf[x,  y)  H-  drf(x,y)  =  dxz  -!-  dyz, 

formule  qui  explique  la  dénomination  de  différentielles  partielles 
donnée  aux  accroissements  dxz,  djZ. 

229.  Interprétons  géométriquement  ces  diverses  formules.  Re- 
présentons la  fonction  z  [fig-  18)  par  l'ordonnée  d'une  surface,  et 
par  le  point  M[x,y,  z)  menons  des  plans  parallèles  aux  plans  des 
zx  et  des  zy.  Les  ordonnées  des  points  M(,  M2,  pris  sur  les 
courbes  de  section,  ont  pour  expressions 

/ (x  -h  dx,  y),     f  (x,  y  +  dy ) . 
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En  achevant  le  parallélogramme  qui  a  pour  côtés  dx,  dy,  on  dé- 

Fig.  18. 


(or,y) 


terminera  le  point  M',  qui  a  pour  ordonnée  f[x  -+-  dx,  y  -+-  dy). 
En  menant  par  M  un  plan  parallèle  an  plan  des  xy ,  on  a 

M'N'  =f[-r  +  dx,  y  +  dy)  -f[x,  j), 

pour  la  différentielle  totale  de  la  fonction  z  =.f(x).  On  a  en- 
suite 

M'N'  =  1VJ,  Ni  4-  M'N',  =  dxf[x,  y)  -h  4/(*  -+-  di,  y) 

=  M2  N2  -4-  M'N'2  =  ^/(.r,  j)  H-  ^/(.r,  j  +  rfjr). 

Si  l'on  néglige  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  les  différen- 
tielles partielles  dxf[x,  y),  dyf[x,y)  peuvent  être  remplacées 
par  les  accroissements 

Wi  N,  =  /,  (x,  r)  d.r,      w2  N2  =/2  (x,  y)  dy 

des  ordonnées  des  tangentes  aux  courbes  MM,,  MM2.  De  plus,  si, 
au  lieu  de  la  section  MM2,  qui  a  pour  équation  (dans  son  plan) 
z  =f{x,  j "),  où  x  joue  le  rôle  d'une  constante,  on  prend  la  sec- 
tion infiniment  voisine  M,  M'  dont  l'équation  est  z  =f(x  -h  dx,  y), 
le  paramètre  x  étant  changé  en  x  -h  dx,  on  aura 

dyf{x  +  d.v, y)  =  [f%[x  +  dx,y)-+-  s]  dy 

=  [A[*,jr)  +  *'  +  ■]#  =  V(*  j), 

à  un  infiniment  petit  près  du  second  ordre;  donc  on  aura,  dans 
cet  ordre  d'approximation, 

M2  N,  =  M'  N'  =  m2  N„ 
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et  par  suite 

dz  =  M' N'  =  M!  Nj  -h  M2  N,  —  dxz  -h  dyz 

dz  dz 

=  m,  K .  -+-  m,  N,  =  -c—  dx  H — ^-dy. 
11  ■  -       dx  dy  J 

230.   On  démontrera  de  la  même  manière  que,  si 

u  =f(x,y,  z,  .  .  .) 

est  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  indépen- 
dantes ou  non,  x,  Y,  z,  . . .,  on  aura,  pour  la  partie  principale  de 
la  différentielle  totale  de  cette  fonction, 


du  =  dx  u  -j-  dy  u  -f-  dz  u  -h  .  .  .  =  —  dx  H — ^—  dy  H —  dz  -+-  , 


du  du  du 

-r-  dx  4-  t-s/H r-  ■ 

dx  dy  dz 


Ainsi  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de  plusieurs  variables 
s'obtient  en  faisant  la  somme  des  différentielles  partielles  de  la 
fonction,  prises  par  rapport  aux  diverses  variables,  c'est-à-dire  en 
différentiant  la  fonction  successivement  par  rapport  à  chacune  des 
variables,  considérée  comme  variant  seule,  et  faisant  la  somme  des 
résultats  obtenus. 

Répétons  encore  une  fois  que  toutes  ces  formules  ne  sont  vraies 
qu'à  la  condition  de  négliger  des  infiniment  petits  du  second 
ordre,  ou  de  réduire  les  différentielles,  soit  totales,  soit  partielles,  à 
leurs  parties  principales.  En  d'autres  termes,  toutes  ces  formules 
sont  des  équations  imparfaites. 

§  iv. 

DES    INTÉGRALES    DÉFINIES    ET     INDÉFINIES. 

231.  Nous  avons  vu  [222]  comment,  au  moyen  de  l'expression 
du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  courbe,  on  peut  cal- 
culer l'accroissement  de  l'ordonnée  de  la  courbe  entre  deux  va- 
leurs quelconques  de  l'abscisse.  Ce  problème,  inverse  de  celui  qui 
consiste  à  déduire  l'expression  du  coefficient  angulaire  de  celle  de 
l'ordonnée,  est  un  cas  spécial  d'un  problème  plus  étendu,  connu 
sous  le  nom  de  problème  inverse  des  tangentes. 
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On  voit,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  que  l'ordonnée  cor- 
respondante à  une  abscisse  variable  quelconque  x  se  présente  sous 
la  forme  d'une  constante,  qui  est  l'ordonnée  initiale 

augmentée  de  la  limite  d'une  somme  d'accroissements  infiniment 
petits,  désignés  tour  à  tour  par  la  notation  dj,  et  auxquels  on  peut 
substituer,  sans  changer  la  limite  de  la  somme,  les  accroissements 
correspondants  f'(x)dx  de  l'ordonnée  de  la  tangente,  accroisse- 
ments infiniment  peu  différents  des  dj.  L'ordonnée  variable,  ainsi 
déterminée,  peut  représenter  successivement  les  ordonnées  de  tous 
les  points  de  la  courbe,  c'est-à-dire  toutes  les  valeurs  de^(.r).  On 
a,  par  conséquent, 


dx. 


232.  L'ordonnée  sera  donc  connue  pour  un  point  quelconque 
de  la  courbe,  si  l'on  donne  sa  valeury*(x0)  pour  une  abscisse  con- 
stante choisie  à  volonté,  en  même  temps  que  l'expression  générale 
f  {oc)  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque, et  si,  de  plus,  on  sait  trouver  la  limite  des  valeurs  de  la 
somme  des  éléments  infiniment  petits fr(x)dx. 

Si  l'on  ne  donne  que  f'(x),  f(x0)  restant  indéterminée,  on  en 
conclura  de  même  la  valeur  de  f(x),  mais  seulement  à  une  con- 
stante arbitraire  près;  donc  on  saura  calculer,  du  moins  à  une  con- 
stante près,  la  fonction  y  (x),  toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  la 
dérivée  àef(x),  et  que  l'on  saura  intégrer  l'expression  f'(x)dx. 

L'expression  générale  àe  f(x),  connue  à  une  constante  arbi- 
traire près,  et  que  l'on  peut  représenter  par  f(x)-\-0,  est  donc 
déterminée  quand  on  connaît  la  dérivée  f'{  x).  Il  suffit  de  calculer 

l'intégrale  définie  j      f'(x)dx,  et  de  lui  ajouter  une  constante  ar- 
bitraire  C.  Cette  valeur  générale 


/(*)=  I      f'[œ)dx  +  C 


s'appelle  l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  f'{x)dx  ou  de  la 
dérivée  y7  (.r),  et  se  représente  par  la  notation  Jf (x)dx. 
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Géométriquement,  l'indétermination  de  l'ordonnée  j  =/(.r), 
due  à  l'indétermination  de  l'ordonnée  initiale  y0  =  f(x0)  ou  à  la 
présence  de  la  constante  arbitraire  C,  correspond  à  la  faculté  que 
l'on  a  de  faire  glisser  la  courbe,  dans  la  direction  des  y,  d'une 
quantité  arbitraire,  ou  encore,  ce  qui  revient  au  même,  de  déplacer 
l'axe  des  x  parallèlement  à  lui-même.  Il  est  clair  que,  dans  toutes 
les  courbes  obtenues  par  un  tel  déplacement,  les  tangentes  dont 
les  points  de  contact  ont  la  même  abscisse  auront  le  même  coeffi- 
cient angulaire. 

233.  Réciproquement,  si  l'on  connaît  la  valeur  de  f(x)  à  une 
constante  arbitraire  près,  c'est-à-dire  si  la  fonction  cherchée  est 
donnée  sous  la  forme  f(x)  -f-  C,  G  étant  arbitraire,  l'accroisse- 
ment 

[/(*)  +  C]  -  [/(*„)  -4-  CJ  =/(*)  -/(*■„), 

que  subit  la  fonction  lorsque  x  varie  de  x0  à  x,  sera  indépendant 
de  G  et  complètement  déterminé.  L'équation 

f[x)-f[*t)=C*f'[x)àx 

r»  x 

fera  donc  connaître  Y  intégrale  définie  I     f  [x)dx,  dès  que  l'on 

connaîtra  Y  intégrale  indéfinie  f(x)  -+-  C. 

On  connaîtra  donc  la  fonction  dont  y  (x)  est  la  dérivée,   dès 

que  l'on  saura  calculer  la  limite  de  somme  !      f'[x)dx,  et  réci- 

proquement,  si  l'on  connaît  une  quelconque  des  fonctions^.*:)-)-  G 
qui   ont  f'(x)    pour  dérivée,   on   en    tirera  la  limite   de  somme 

fXf(x)dx. 

234.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  cherche  la  fonction  qui 
a  pour  dër'wée  f  (x)  =  ix.  Nous  calculerons,  à  partir  d'une  valeur 
x  =  x0  prise  à  volonté,  jusqu'à  une  valeur  finale  x,  la  somme  des 
éléments  f  (x)dx  =  i xdx.  Pour  cela,  partageons  l'intervalle 
x  —  x0  en  un  nombre  infiniment  grand  n  de  parties  égales,  et 
soit  h  la  valeur  commune  de  ces  parties.  La  somme  en  question 


sera 
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ix^h  4-  2(^0+  h)  h  "+-•  ■  •  4-  2[.r04-  («  —  \)h]h 

=    2  /i  [ Xq    4"    *0   +   ^    "+"  ■     •    •    +   ^O  +    (  n   0^3 


r  w(/z-i)    -| 

=  2/2     nxç  4 ! A 

=  nh[ix0 4-  «/<  - —  /i ] 

=  (a?  —  x0)[{x-h  a:0)  —  A], 


dont  la  limite  est 

En  ajoutant  à  cette  intégrale  définie  une  constante  arbitraire,  dans 
laquelle  on  peut  comprendre  la  constante  — x~0,  on  aura 

*24-C 

pour  la  fonction  la  plus  générale  qui  a  pour  dérivée  ix,  ou  pour 
l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  ixdx. 

235.  Nous  venons  de  voir  qu'une  fonction  est  connue,  à  une 
constante  arbitraire  près,  lorsqu'on  connaît  sa  dérivée  et  que  Ton 
sait  intégrer  celle-ci.  Il  nous  reste  à  faire  voir  que  toute  fonction 
continue  a  une  intégrale ,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  certaine 
fonction  continue  dont  la  fonction  proposée  est  la  dérivée. 

Nous  emploierons  dans  cette  démonstration  le  langage  géomé- 
trique comme  offrant  un  mode  de  représentation  plus  concis  et 
plus  clair  que  le  langage  de  l'Algèbre  pure  ;  mais  nous  éviterons 
avec  soin  de  tirer  nos  preuves  des  propriétés  purement  géomé- 
triques des  figures. 

Nous  prendrons  comme  type  de  l'intégration  d'une  fonction  le 
problème  des  quadratures  des  courbes  planes,  lequel  se  ramène  à 
l'évaluation  de  l'aire  comprise  entre  une  courbe  donnée 

y—  /('*), 

l'axe  des  x,  et  les  ordonnées  correspondantes   aux  abscisses  ex- 
trêmes x0,  X, 

Jo=/(.r0),      Y  =  /(X). 

Deux  aires  sont  dites  équivalentes  lorsqu'elles  sont  les  sommes 
ou  les  différences  de  parties  superposables  chacune  à  chacune,  ou 
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encore  lorsqu'elles  sont  les  limites  de  sommes  ou  de  différences 
de  parties  superposables.  Nous  allons  démontrer  qu'il  existe  un 
rectangle  déterminé,  équivalent  à  la  limite  de  certaines  sommes  de 
rectangles  infinitésimaux  formés  avec  les  ordonnées  de  la  courbe 
proposée,  et  représentant  les  éléments  de  l'intégrale  de  cette  fonc- 
tion. Cette  limite  satisfaisant  aux  mêmes  inégalités  géométriques 
que  l'aire  de  la  figure  curviligne,  on  dira  qu'elle  est  équivalente  à 
cette  aire  curviligne,  et,  de  cette  manière,  l'intégrale  aura  pour 
représentation  géométrique  l'aire  de  la  courbe. 

236.  Nous  supposerons  d'abord  que  l'ordonnée  y=j(x)  aille 
toujours  en  variant  dans  le  même  sens  entre  les  abscisses  x0  et  X. 
Si  elle  était  tantôt  croissante,  tantôt  décroissante,  on  partagerait 
l'intervalle  X  —  x0  en  intervalles  partiels,  dont  les  limites  corres- 
pondraient aux  changements  de  sens  de  l'accroissement,  et  l'inté- 
grale cherchée  serait  la  somme  des  intégrales  partielles  obtenues 
pour  chacun  de  ces  intervalles. 

Construisons,  sur  la  base  X  —  x0,  deux  rectangles  ayant  pour 
hauteurs  l'un  l'ordonnée  initiale y0,  l'autre  l'ordonnée  finale  Y,  et 
que  nous  appellerons  l'un  rectangle  intérieur ,  l'autre  rectangle 
extérieur  à  l'aire  curviligne  (fîg.  19).  Partageons  maintenant  l'in- 

Fig.  19. 
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tervalle  X — x0  en  un  nombre  quelconque  de  parties,  et  sur  cha- 
cune de  ces  parties,  comme  base,  construisons  un  rectangle  inté- 
rieur et  un  rectangle  extérieur.  Chaque  rectangle  intérieur  étant 
plus  grand  que  la  partie  correspondante  du  rectangle  intérieur 
primitif,  il  en  résulte  que  la  somme  des  rectangles  intérieurs  est 
plus  grande  que  le  rectangle  intérieur  primitif.  Pareillement,  la 
somme  des  nouveaux  rectangles  extérieurs  est  moindre  que  le  rec- 
tangle extérieur  primitif. 
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Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  subdivise  de  nouveau  les  intervalles 
partiels,  la  somme  des  rectangles  intérieurs 

*=7o(ari—  ^0)  +.Ti(*a— *i)  +■  ■  -+7«-i(X  —  xn_x) 

croîtra  par  cette  subdivision,  tandis  que  la  somme  des  rectangles 
extérieurs 

S  =  n  («i  —  *o)  +  Ja  («s—  -**i)  +  -  ■  •  +  Y(X  —  -Tn-i  ) 

décroîtra.  De  plus  la  somme  des  rectangles  intérieurs  restera  tou- 
jours plus  petite  que  la  somme  des  rectangles  extérieurs. 

La  différence  S  —  s  entre  ces  deux  sommes,  pour  un  état  de 
subdivision  donné,  est  égale  à  la  somme  des  rectangles  dont  les 
bases  sont  les  divisions  de  X —  x0,  et  dont  les  hauteurs  sont  les 
différences  de  deux  ordonnées  consécutives.  Elle  est  donc  égale 
[195]  à  un  rectangle  ayant  pour  base  X  —  x0  et  pour  hauteur  une 
moyenne  entre  les  différences  y{  — y0,  y<± — yt ,  . . .,  Y — Jn-\  • 

Il  s'ensuit  de  là  que  cette  différence  S  —  s  est  infiniment  petite 
lorsque  les  différences  yt — y0,  y<± — y  m  •••  sont  elles-mêmes 
toutes  infiniment  petites,  ce  qui  arrive  lorsque  toutes  les  divisions 
X\  —  son,  x2 —  Xn,  ...  sont  infiniment  petites  et  que  la  fonction  y 
est  continue. 

Si  donc  on  porte' sur  une  droite  des  quantités  proportionnelles 
aux  valeurs  des  sommes  de  rectangles  (par  exemple,  si  l'on  con- 
struit les  hauteurs  des  rectangles  équivalents  à  ces  sommes  et 
ayant  pour  base  commune  X — x0),  les  extrémités  de  ces  lon- 
gueurs, relatives  aux  deux  séries  de  rectangles,  intérieurs  et  exté- 
rieurs, iront  à  la  rencontre  l'une  de  l'autre,  sans  jamais  coïncider, 
mais  en  s'approchant  l'une  de  l'autre  indéfiniment.  Elles  tendent 
donc  vers  une  limite  commune;  donc  il  existe  un  rectangle  déter- 
miné (pour  chaque  mode  de  subdivision,  du  moins),  plus  grand 
que  chaque  somme  de  rectangles  intérieurs,  plus  petit  que  chaque 
somme  de  rectangles  extérieurs,  et  limite  commune  de  ces  deux 
séries  de  sommes. 

237.  Il  reste  à  faire  voir  que  ce  rectangle-limite  ne  dépend  pas 
du  mode  de  subdivision  de  l'intervalle  X  —  x0  en  parties  infini- 
ment petites.  Soient,  en  effet,  s  et  S  deux  sommes  de  rectangles, 
intérieurs  et  extérieurs,  obtenues  par  un  certain  mode  de  subdivi- 
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sion,  et  soient  s'  et  S'  deux  sommes  analogues,  obtenues  par  un 
autre  mode  de  subdivision.  Si  nous  superposons  les  deux  modes 
de  subdivision,  le  nouveau  mode  sera  formé  par  la  subdivision  de 
chacun  des  systèmes  d'intervalles  précédents.  En  désignant  donc 
par  s",  S"  les  sommes  de  rectangles  correspondantes  au  nouveau 
mode,  on  aura  les  deux  suites  d'inégalités 

s<*"<S"<S, 
*'<*•*<  S" <  S'. 

Les  différences  S  — s,  S' — s'  étant  infiniment  petites,  il  en  sera 
de  même,  à  plus  forte  raison,  des  différences 

s"  — s,     S -S",     s"— s',     S' -S", 

et  par  suite  aussi  des  différences 

s'— s,      S  —  S'  ; 

donc  les  variables  s  et  s',  S  et  S',  étant  infiniment  peu  différentes 
entre  elles,  ne  peuvent  que  converger  [165]  vers  une  seule  et  même 
limite  commune,  laquelle  est,  par  conséquent,  indépendante  du 
mode  de  division  de  l'intervalle  X  —  x0. 

238.  Ce  rectangle-limite,  dont  nous  venons  d'établir  l'existence 
en  partant  de  la  seule  hypothèse  de  la  continuité  de  la  fonction^, 
et  indépendamment  de  toute  propriété  purement  géométrique  de 
la  figure  qui  nous  a  tenu  lieu  de  notation  algébrique  ;  ce  rectangle 
satisfait  aux  mêmes  inégalités  géométriques  que  l'aire  curviligne, 
celle-ci  étant,  comme  le  rectangle-limite,  plus  grande  que  toute 
somme  de  rectangles  intérieurs,  et  plus  petite  que  toute  somme 
de  rectangles  extérieurs.  Nous  dirons,  par  suite,  que  ce  rectangle, 
compris  entre  les  mêmes  limites  infiniment  rapprochées  que  l'aire 
curviligne,  est  équivalent  à  cette  aire,  de  sorte  que  l'aire  curvi- 
ligne sera  une  représentation  de  la  limite  commune  des  deux 
sommes  s  et  S. 

239.  Si  l'on  représente  maintenant  tour  à  tour  par  dx  les  ac- 
croissements infiniment  petits  x, —  x0,  X» —  x,,  ...,  X  —  x,i_i, 
et  par  x  les  valeurs  de  la  variable  qui  correspondent  soit  au  com- 
mencement, soit  à  la  fin,  soit,  plus  généralement,  à  un  point  quel- 
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conque  de  chacun  de  ces  intervalles ,  chacune  des  sommes  s  ou  S 
sera  la  somme  des  valeurs  que  prend  l'expression 

f{x)dx, 

lorsque  x  varie  depuis  x0  jusqu'à  X.  La  limite  commune  de  ces 
deux  sommes  sera,  d'après  la  notation  que  nous  avons  déjà  indi- 
quée [222],  Y  intégrale  définie 

/      f[*)dxt 

et  cette  intégrale  représentera  l'aire  de  la  courbe  y  =f(jc),  com- 
prise entre  les  abscisses  x0  et  X,  qui  sont  dites  les  limites  de  l'in- 
tégrale. 

Cette  aire  est  une  fonction  des  deux  abscisses  extrêmes  x0  et  X, 
ou  simplement  de  l'une  d'elles,  de  l'abscisse  finale  X,  par  exemple, 
si  l'on  considère  l'abscisse  initiale  x0  comme  constante.  Désignons 
cette  fonction  par  F(X). 

240.   Si  l'on  fait  croître  X  de  cfX,  l'aire  croîtra  d'un  trapèze 

curviligne  de  base  e?X,  compris  entre  deux  rectangles  de  même 

base  et  dont  les  hauteurs  sont</>(X)  et /"(X -h  rfX)  [238];  donc 

l'accroissement  rfF(X)  de  l'aire  F(X)  sera  compris  enlrefÇK.)dH. 

dF(~K.) 
et  /"(X  -+-  JX)cZX,  et  par  suite  le  rapport  —  sera  compris 

Cl  Jv 

entre  /"(X)  et  /"(X -j- c?X);  donc  la  limite  de  ce  rapport,  c'est-à- 
dire  la  dérivée  F'(X)  de  la  fonction  F(X),  aura  pour  valeur  l'or- 
donnée extrême  de  l'aire,  et  l'on  aura 

F'(X)  =  DX/      /(*)«fa=/(X). 

Ainsi  la  dérivée  de  l'aire  d'une  courbe,  prise  par  rapport  à  l'ab- 
scisse finale,  est  égale  à  l'ordonnée  finale. 

Il  en  résulte  que  la  différentielle  de  l'aire  F(X),  réduite  à  sa 
partie  principale,  a  pour  valeur 

rx 

dF{X)=d         f{.v)d.v='-f{X)dX; 

Jx, 

donc  la  différentielle  d'une  intégrale  définie  dont  la  limite  supé- 
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rieure  est  seule  variable  est  égale  à  l'expression  placée  sous  le 
signe  f,  dans  laquelle  on  remplace  la  variable  x  par  la  limite  su- 
périeure. 

241.  Ainsi  l'intégrale  définie  F(X)  est  une  fonction  de  X  ayant 
pour  dérivée  /"(X),  et,  de  plus,  s'annulant  évidemment  lorsque 
les  deux  limites  xn  et  X  deviennent  égales,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

F(ar0)  =  o. 

On  pourra  maintenant  obtenir  la  fonction  la  plus  générale 
<j»(X)  qui  aity(X)  pour  dérivée,  en  ajoutant  à  F(X)  une  con- 
stante arbitraire  [2] 4].  Si  donc  on  peut  calculer  l'intégrale  définie 
F(X)  jusqu'à  une  limite  quelconque  X,  la  fonction  la  plus  géné- 
rale ç(X)  qui  satisfasse  à  la  condition 

f'(X)=/(X) 
aura  pour  expression 

y(X)  =  F(X)  +  C  =  f    f[xdx)-hC, 

G  désignant  une  constante  arbitraire,  et  x0  une  limite  inférieure 
constante  que  l'on  peut  choisir  à  volonté.  Cette  fonction  <^(X) 
s'appelle  Y  intégrale  indéfinie  de  la  fonctiony(X)  ou  de  la  diffé- 
rentielle /(X)rfX  [232]. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  l'intégrale  indéfinie  &(X),  cette 
intégrale  ayant  la  même  dérivée  que  l'intégrale  définie  F(X), 
celle-ci  pourra  être  représentée  par  çp  (X.)  -(—  C.  Pour  déterminer 
la  constante  C,  il  suffit  de  remarquer  que,  F(X)  devant  s'évanouir 
pour  X  =  Xo,  on  doit  avoir 


d'où 
et 


>(.t0)  -+-  C  —  o, 

C——?(.r0) 
■  X 


On  aura  donc  la  limite  de  somme  ou  l'intégrale  définie  F(X),  prise 
entre  deux  limites  données  quelconques  x0  et  X,  en  substituant 
tour  à  tour  ces  deux  limites  dans  l'intégrale  indéfinie  <ï>(X),  et  re- 
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tranchant  la  valeur  relative  à  la  limite  inférieure  de  la  valeur  rela- 
tive à  la  limite  supérieure. 

rx 

242.  La  quantité  F(X)  =  /     f[x)dx  est  une  fonction  de  la 

Jx0 

limite  supérieure  X,  la  limite  inférieure  x0  étant  supposée  con- 
stante. On  peut  représenter  cette  limite  supérieure  variable  par 
la  lettre  x,  affectée  déjà  à  la  variable  indépendante  sous  le  signe  y, 
et  écrire 

/.  X 

F  (*)  =  /      f[x\dx. 


J  x„ 


Mais  alors  il  faut  bien  se  garder  de  confondre  les  significations  de 
la  lettre  x  dans  ces  deux  emplois.  Dans  un  cas,  elle  représente 
uniquement  l'abscisse  finale,  limite  supérieure  de  l'intégrale;  dans 
l'autre,  elle  désigne  une  quelconque  des  abscisses  comprises  de- 
puis Xq  jusqu'à  l'abscisse  finale  x  inclusivement,  c'est-à-dire  Une 
quelconque  des  valeurs,  en  nombre  infini,  que  prend  la  variable 
indépendante  pendant  la  sommation,  lorsqu'on  passe  de  la  valeur 
initiale  xQ  à  la  valeur  finale,  désignée  aussi  par  x. 

Si  l'on  craint  une  confusion  entre  ces  deux  significations  d'une 
même  lettre  dans  une  même  formule,  on  peut,  sans  changer  le 
résultat,  substituer  sous  le  signe  f,  à  la  lettre  x,  une  autre  lettre 
quelconque,  et  écrire,  par  exemple, 


/»  X 

*)  =  /  /( 


t)  cit. 


243.  On  voit  donc  que,  étant  donnée  une  fonction  quelconque 
J(x),  qui  reste  finie  et  continue  entre  les  deux  limites  x0  et  X, 
la  somme 

f[xo)[xi  —  xo)  +/(*i)(a?s  — *i)  +•  •  ■  +/(*»-i)  (X  —  .r„_i) 

des  produits  des  valeurs  successives  de  la  fonction  par  les  accrois- 
sements infiniment  petits  qui  font  passer  d'une  valeur  de  la  va- 
riable à  la  suivante  a  toujours  une  valeur  finie  et  déterminée, 
fonction  de  X,  et  cette  valeur  s'appelle  Vintégrale  définie  de  la 
fonction/*^),  ou  plutôt  de  la  différentielle  f{x)dx,  prise  entre 
les  limites  xQ  et  X.  De  plus,  cette  intégrale   définie,   augmentée 
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d'une  constante  arbitraire,  donne  la  fonction  la  plus  générale  de  X 
qui  ait  pour  dérivée /'(X),  c'est-à-dire  X intégrale  indéfinie  àef(x) 
ou  de  f[x)dx. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  l'intégrale  indéfinie  <p(x)  satis- 
faisant à  la  condition  a>' '  (x)  =f(x),  on  aura  l'intégrale  définie 


L 


fU.)d.r, 


en  prenant  la  différence  entre  les  valeurs  de  <p(x)  qui  correspon- 
dent à  x0  et  à  X. 

Si  la  fonction  f{oc)  était  simplement  finie  entre  les  limites  x0 
et  X,  mais  qu'elle  éprouvât  dans  l'intervalle  une  ou  plusieurs  so- 
lutions de  continuité,  ce  que  nous  venons  de  dire  n'en  subsisterait 
pas  moins,  comme  on  le  verrait  en  partageant  la  somme  totale  des 
éléments  f  (x)  dx  en  sommes  partielles  terminées  aux  divers  points 
de  discontinuité  (tels  que  le  point  a  de  la  fig.  20).  Les  raisonne- 


ments précédents,  subsistant  pour  chaque  somme  partielle,  s'ap- 
pliqueraient aussi  à  la  réunion  des  sommes  partielles  ou  à  la 
somme  totale. 

Nous  examinerons  plus  tard  le  cas  où  f(x)  devient  infinie  dans 
l'intervalle  des  limites. 

244.   Si  l'on  prenait  l'abscisse  X  pour  abscisse  initiale,   et  x0 
pour  abscisse  finale,  on  aurait  alors 

f[.r)dx 
=  lim[/(X)  (*„_,  —  X)  -4-/(.r„_,)  (,rB_j- ■*„_,)  -K  .  .+/(*i)(*o— *i)] 

=-  f    /(*)«**. 
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Donc  une  intégrale  définie  prend  une  'valeur  égale  et  de  signe 
contraire,  lorsqii on  échange  entre  elles  ses  deux  limites. 

245.   Soit  £  une  valeur  quelconque  intermédiaire  entre  x0  et  X. 
On  a  identiquement 


L 


X 

f{x)dx 


=  lim[/(ar0)  (x1  —  x0)  +/(j?i)  (^2—  -ri)  +  ■  •  ■  "^/(^-i)  (?  —  -^-i)] 
+  lim  [/(?)  (j^h  —  Ç)  -+■  /(^,,+1)  (.^+2—^+1)-»-  •  ■  •  +/(*«_!)  (X— ara-i)] 

=   /      f(x)dx  +  j       f[x)dx. 

J  X0  Je, 

On  peut  donc  décomposer  une  intégrale  définie  en  deux  parties, 
correspondantes  à  une  décomposition  de  l'intervalle  des  limites  : 
c'est  ce  qu'on  exprime,  sous  une  forme  abrégée,  par  la  formule 


De  cette  formule,  on  tire  [244],  à  cause  de  /       = 


c 


Jr*t    rx    rx    rx    r?' 
x0  J xa  J%  J x0  «.'X 


Or  X  désigne  une  quantité  en  dehors  de  l'intervalle  des  limites  x0 
et  \.  Donc,  en  échangean  entre  elles  les  lettres  \  et  X,  on  voit 
que  la  formule  (ï)  subsiste  encore,  lors  même  que  £  est  une  quan- 
tité non  comprise  entre  les  limites  x0  et  X,  pourvu  qu'elle  ne  sorte 
pas  de  l'intervalle  dans  lequel  la  fonction  f(x)  est  constamment 
finie. 

246.   La  formule  (ï)  du  numéro  précédent  peut  s'écrire  [244] 

On  peut  donc  remplacer  une  intégrale  prise  entre  les  limites  x0 
et  X  par  la  différence  de  deux  intégrales  ayant  pour  limites  supé- 
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rieures  x0  et  X,  et  pour  limite  inférieure  commune  une  quantité 
arbitraire  \. 

A  l'aide  de  cette  transformation,  on  peut  toujours  ramener  une 
intégrale  dont  les  deux  limites  sont  variables  à  la  différence  de 
deux  intégrales  prises  l'une  et  l'autre  à  partir  d'une  limite  infé- 
rieure constante,  et  n'ayant  de  variable  que  la  limite  supérieure. 

247.  Soient  y.  la  plus  petite  et  y  la  plus  grande  de  toutes  les 
ordonnées  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

J  =/[■*), 

dans  l'intervalle  des  abscisses  x0  et  X.  Les  deux  sommes  de  rec- 
tangles s  et  S,  et  par  suite  aussi  leur  limite  commune,  qui  est  l'aire 
de  la  courbe,  sont  comprises  entre  les  deux  rectangles 

(X  —  x0)jrf,       (X—  .r0).7„. 

Donc  l'aire  de  la  courbe  est  égale  au  produit  de  X  —  ,r0  par  une 
moyenne  yj,  convenablement  choisie  entre  yt  et  yff. 

Si  la  fonction  y  =  f  (x)  est  continue  entre  x0  et  X,  ou,  du 
moins,  si  elle  passe,  dans  cet  intervalle,  par  toutes  les  valeurs  com- 
prises entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande,  c'est-à-dire,  si  toute 
parallèle  à  l'axe  des  x,  menée  entre  le  point  le  plus  bas  et  le  point 
le  plus  haut  de  la  courbe,  rencontre  cette  courbe,  il  existera  alors 
entre  x0  et  X  au  moins  une  valeur  £,  pour  laquelle  f(£)  sera  égale 
à  la  valeur  moyenne  en  question  n.  On  aura,  par  conséquent, 


L 


X 
/(*)«&:=  (X-*0)/(Ç). 


\  satisfaisant  aux  inégalités 

.r0<<Ç<X,      ou     .r0>>>>»X, 

suivant  que  l'on  a  X  ^>  x0  ouX<^xc. 

Si  l'on  pose 

X  =  .r0  -f-  h, 

toute  valeur  \  intermédiaire  entre  x0  et  x0-+-  h  pourra  être  repré- 
sentée par  x0-h9h,   en  désignant   par  9  un  nombre   positif  et 
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moindre  que  l'unité.  On  pourra  donc  écrire 

h 


f 


248.  Cette  dernière  formule  résulte  encore  très-simplement  de 
la  considération  de  la  tangente,  que  nous  avons  déjà  employée  au 
commencement  de  ce  paragraphe.  Étant  donnée  la  courbe 

l'accroissement  de  l'ordonnée 

Y  —  rn  =  F(Xl  —  V     ,         I      [•'  x  <;.r 


-Jo=F(X)-F(.r0)  =  f     F(«] 

VXr, 


est  égal  au  produit  de  X  —  x0  par  le  coefficient  angulaire  delà 
corde  qui  joint  les  deux  points  extrêmes  [x0,  jro)  et  (X,  Y)  de  la 
courbe.  Or,  si  F'(x)  est  toujours  finie  et  continue,  ou  du  moins 
si  elle  passe  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  la  plus  petite 
et  la  plus  grande,  on  voit,  en  transportant  la  corde  parallèlement 
à  elle-même,  de  manière  que  ses  deux  points  d'intersection  avec 
la  courbe  se  rapprochent  indéfiniment  l'un  de  l'autre,  on  voit, 
dis-je,  qu'il  existera,  en  un  point  au  moins  de  la  courbe  compris 
entre  les  extrémités,  une  tangente  parallèle  à  cette  corde.  Si  l'on 
appelle  \  l'abscisse  du  point  de  contact  de  cette  tangente,  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  corde  sera  égal  à  F'(£).  On  aura  donc  la 
formule 

F(X)-.F(*0)=  p   F'(.r)«fc=(X-*0)F'(Ç), 
ou 

/»  x„  -h  h 
F  (*„+//)  —  F(.r0)=   /  'F'[.r)dx  =  /iF'{x0-h  Bh), 

Jx0 

pour 

o<a<i. 

En  faisant  F'(or)  —f(x),  on  retrouve  la  formule  du  numéro 
précédent. 

249.   Nous  avons  vu  que  la  fonction  la  plus  générale   qui  ait 
H.  —  Cours  de  Cale,  m  finît.,  I.  '2 
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f(oc)  pour  dérivée  se  calcule  en  cherchant  une  limite  de  somme 
ou  une  intégrale  définie,  et  lui  ajoutant  une  constante  arbitraire, 
et  que  l'on  appelle,  pour  cette  raison,  cette  fonction  l'intégrale 
indéfinie  de  la  fonction  f{x). 

On  désigne  une  intégrale  indéfinie  par  le  même  signe  f  qu'une 
intégrale  définie,  si  ce  n'est  qu'on  n'écrit  pas  de  limites  en  bas  et 
en  haut  du  signe.  On  a  ainsi 


ff{x)dx  =   C"f{x)dx  +  C, 


G  désignant  une  constante  arbitraire,  et  x0  une  limite  inférieure 
constante  choisie  à  volonté. 

250.   Pour  donner  un  exemple  de  différentiation  et  d'intégra- 
tion, soit  la  fonction 

y  .—  x"\ 

ni  étant  un  nombre  entier  et  positif.  En  changeante  en  X\  =  x-\-dx, 
il  vient,  pour  l'accroissement  correspondant  dey, 

yi  —  y  =  dj  =  x'ï  —  xm  =  (,rj  —  x )  (x'I'^'-  -+-  x.r'"~-  -f  .  .  .  -4-x'"-1  ), 
d'où,  en  divisant  par  xt  —  x  =  dx, 

dy 

—  =  a?'"-'  H-  xx7!'--  -f-  .  .  .  -4-  x"1-1. 

dx 

Si  l'on  fait,  dans  le  second  membre  de   cette  égalité,  xt  =x,  il 

vient 

dy 

y'  =.  lim  -'-  =  mxm~l, 
J  dx 

y  dx  =  mx"l~i  dx, 

dy  =z  ( y'  -f-  s)  dx  =  mx'"~ldx  -f-  sdx, 

ou,  en  réduisant  dy  à  sa  partie  principale, 

dy  =  mx"l~~ l  dx. 

Si  l'on  intègre  maintenant  cette  différentielle  entre  les  limites 
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Xo  et  X,  on  aura 

f     djr  =  lim[(jr1-y0)  +  (r»-n)  +•  ••  +  (Y-J»-i)] 
=  Hm[m.r'(f-1  (.rt  —  a:0)  -h.  .  .  -4-  Wï^1  (X  —  £re_i)] 
=  m.  Km  [a:™-1  (.rt  —  œ0  )  + .  .  .  -4-  .r'^1  (  X  —  xn_x  )] 

=  m .    f        xm~l  dx  =  Y  —  J"0  =  X'"  —  .r™  ; 

donc 


!.. 

ou,  en  changeant  m  en  zz  -f- 1 , 

i 


x"l~'dx=- ?». 


X"+1  —  atn+4 

ndx  =  — 

n  -+-  1 


En  ajoutant  à  cette  quantité  une  constante  arbitraire,  dans  la- 
quelle on  peut  comprendre  le  terme 


on  aura,  pour  l'intégrale  indéfinie  de  la  fonction  x", 

fx'ldx  = i-  C. 

J  n  -+- 1 


§  v. 

MÉTHODES    GÉNÉRALES    DE    DIFFÉRENTIATION. 

251.   Diff évaluation  des  fonctions  inverses. —  Soient  f  el   ç 
deux  fonctions  telles  que  l'on  ait  [215] 

r=f[sr)y     ■T  =  ?h')- 
De  l'identité 

dy    d.r 
dx   dy 
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on  tire,  entre  les  limites  des  facteurs  [178,  II],  la  relation 
T>xy.T)yx  =  i,     ou    f'[x).?'(y)  =  i, 


d'où 


D-r  =  D^'    ou  f'[-x]==7JJ] 


Exemple.  —  Soit 

y=f[x)=z"\/x,      d'où     x  =  f[y)=ym. 

On  a  [250] 

f'(r)==my™-\ 

d'où 

J   \    )  x'V  my"1-1        m  y'u        m' 

ce  qui  montre  que  la  différentiation  de  la  puissance  fractionnaire 

1 
xm  se  fait  par  la  même  règle  que  celle  d'une  puissance  entière. 


!.  Différentiation  d une  fonction  de  fonction.  —  Supposons 
z  déterminé  en  fonction  de  x  par  les  deux  équations 

z  =  ?(j).  j  =  x(-r)- 
L'identité 

dz  dz    dy 

dx  dy   dx 

donne  [178,  II],  entre  les  limites,  la  relation 

Dxz  =  Dyz.Dxy  =  ?'(y).Z'{x). 

De  même,  si  l'on  a 

u  =  n(z),      z  =  f(y),     y  =  yfx), 

on  trouvera 

T>xu  =  -Dzu.T>yz.-Dxy=n'{z).f'{y).X'{x), 

et  ainsi  de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  fonctions  intermé- 
diaires. 

Exemples.  —  I.   Soient  les  deux  fonctions  inverses  l'une  de 
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l'autre 

■*  =  ?(.r)»    r  =/(*)• 

On  aura,  dans  ce  cas, 

z  —  x,      d'où      D^z  =  Dx.r=  I  =  y'(j)./'(.r), 

et  l'on  retrouve  ainsi  la  règle  du  numéro  précédent. 

II.  Soit  la  puissance  fractionnaire 

m  \ 

Z  =  x^  =  {xmy. 

En  posant  x"1  =■  y,  on  aura 

Z=Jn,       y=zxm, 

d'où  [251  et  250] 

1  1     .  m 

i     — i  „         m  .       .  — i         „        m    —  ! 

T>xz  =  -  rn      mxm~l  =  —  lxm  "     x"1-1  =  —  xn      , 
n  n  a 

ce  qui  donne  encore  la  même  règle  que  pour  les  puissances  en- 
tières. 

III.  Soit 

z  —  [a -h  bxm)n, 

ni  et  n  étant  des  nombres  positifs,   entiers  ou  fractionnaires.  On 

posera 

j  =  fl  +  bxm,      z  =  y" , 

d'où 

D^  =  n(«+  bx'")"-1  mbxm-*  =  etc. 

253.  Différentiation  des  fonctions  composées. —  Soient  u,  v,  . . . 
des  fonctions  données  de  x,  et 

J=/(«,  v,  . . .) 

une  fonction  donnée  de  u,  v,  ....  La  différentielle  de  y,  réduite  à 
sa  partie  principale,  sera  [230] 

dy  =■  -z-  du  -\ — r-  dv  ■+■  . . .  , 
ou  ov 
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les  dérivées  partielles  -r-3  -,-?•••  se  calculant  par  les  mêmes  règles 

1  du      Ov  L 

que  la  dérivée  d'une  fonction  d'une  seule  variable.  En  divisant  par 
dx,  on  a,  pour  la  dérivée  de  y, 

df                df                        dy               dr 
Dxy  =  f-D:cH+f-D^+...=  -/D:cK+-fDiCP  + 

Ou  Ov  Ou  Oc 

Cette  formule  serait  encore  vraie  si  u,  v,  ...  étaient  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  indépendantes  x,  t,  ....  Seulement, 
comme  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  serait  alors  une  dérivée 
partielle,  on  devrait  remplacer  dy,  du,  du,  ...  par  les  différen- 
tielles dxy,  dxu,  dxv,  ...,  et  considérer  T)xy,  Dxu,  T)xu,  ... 
comme  représentant  des  dérivées  partielles. 

Exemple.  —  Soit  le  produit 


y 

On  aura 

dluv)  d[u 

\- —  D^  u  -i V 

du  ov 


Dxy  ■=  — ; —  T)x  u  H ; —  D^  v  =  vDx  u  -f-  uT)x  c, 


et  la  différentielle  (réduite  à  sa  partie  principale)  sera 

d[  «c)  =  vdu  H-  udv. 

254.   Diff'èrentiation  des  fonctions  implicites.   —  Soit  y  une 
fonction  de  x,  donnée  par  une  équation  non  résolue 

f[x,  j)  =  o. 

Cette  équation  exprime  que  y  doit  varier  avec  x  de  telle  manière 
que  la  fonction  f(x,  y)  ait  constamment  la  même  valeur  zéro. 
Donc  la  différentielle  totale  df{x,y)  de  cette  fonction  doit  être 
rigoureusement  nulle,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir  [227] 


y   4     ■  ]  ■     :  I      ;  .-    ;■  ■■ 


d'où  l'on  tire 


)  dx  H- 

(1- 

tyjr 

dy 

df  + 
dx 

s 

dx 

ày 

s' 
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et,  en  passant  à  la  limite, 


àf_  f{y) 

àj 

On  peut  encore  dire  quef[x,y),  considérée  comme  une  fonc- 
tion composée  de  x  (dont y  est  une  fonction),  doit  avoir  la  valeur 
constante  zéro  ;  donc  sa  dérivée  par  rapport  à  x,  prise  suivant  la 
règle  du  numéro  précédent,  doit  être  constamment  nulle,  ce  qui 
donne  l'équation 

d-f  u_  V  n 
dx       dy       J 

Cette  équation  détermine  Dxy  en  fonction  de  x  et  de  y.  On 
peut,  au  moyen  de  l'équation  proposée,  en  tirer,  par  élimination, 
~Dxy  en  fonction  de  la  seule  variable  indépendante  x. 

On  voit  que,  dans  la  pratique,  la  différentiation  d'une  fonction 
implicite  s'opère  en  différentiant  l'équation  qui  détermine  cette 
fonction,  et  effectuant  ensuite  les  éliminations  que  l'on  jugera  con- 
venable de  faire. 

255.  De  même,  si  l'on  a  trois  variables  x,  y,  z,  liées  par  les 
deux  équations 

f(x,  y,  s)  =  o,      F(.r,  y,  z)=0, 

on  en  tirera  les  équations  rigoureuses 

df[à,jf,z)'=o,      d¥(x,  y,  z)  =  o, 

que  l'on  pourra  remplacer  par  les  équations  imparfaites 

f{x)dx-ufi{y)dr+fi{z)ch  =  o, 
F' ( x ) dx  -f-  F' ( y ) dy  +  F'(  z)  «fe  =  o . 

En  posant,  pour  abréger, 


x=  \f'[y)  /'(*) 

F'(r)    F'(«] 


,      T  = 


/'(*)    /'(*)  I      z=  I/'W    /'M 
Flz)     F'W  y  F'(x)     Y' (y) 


on  aura  donc  [134] 

dx  ;  dy  ',  dz  =  X  ;  Y  :  Z , 


i84 

d'où  l'on  tire 
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Y  Z 

XJ        X  x  X 


256.  En  général,  si  l'on  considère  n  +  i  variables  x,  j|,  . ..,  xn, 
liées  entre  elles  par  n  équations 

fy[x,  arj,  .  .  .,  a?„)  =  o, 


Jni'X'i  -7  1 1    •  ■  •  »    ,/Î7a 


O, 


on  aura,  en  différentiant  ces   équations,   et  réduisant  toutes  les 
différentielles  à  leurs  parties  principales, 

f\  [x)dx-\-f\  [x1)dx1  -+-.  .  .-hf\{xn)dxn  =  o, 


f'n  [x)dx  -+-f'n  (  xx  )dxx  +  ...  +/'„(  xn  )  dxn  —  o, 
et,  si  l'on  pose 


II 


R,=   —  i' 


•      J  n\Xn, 

f  i  (  "r/'-l  )       /  i  (  */+l . 


on  en  conclura  [136] 


/»(*'-!  )      f'n{Xi+y, 


J  i  \x n  i 
f'n[Xn, 


dx  '.  dxt  :  ...  :  dxn  •=.  R  :  Rj  :  ...  :  R„, 

d'où  l'on  tirera,  par  simple  division,  les  dérivées  de  n  quelconques 
de  ces  variables  par  rapport  à  la  [n  -h  i)ieme. 

257.  Supposons  enfin  que,  au  lieu  de  n  équations  entre  n  -f-  i 
variables,  on  ait  n  équations  entre  n  -f-  k  variables.  On  pourra  con- 
sidérer ces  n  équations  comme  déterminant  n  de  ces  variables, 


"l,      "± »«, 
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en  fonction  des  h  autres 

supposées  indépendantes. 

On  peut  alors  se  proposer  soit  de  trouver  les  différentielles 
totales  des  n  fonctions  u,, a*,  . . .,  un,  soit  de  trouver  leurs  déri- 
vées partielles  par  rapport  à  l'une  des  variables  indépendantes,  à 
X\  par  exemple.  Dans  le  premier  cas,  on  égalera  à  zéro  les  diffé- 
rentielles totales  des  premiers  membres  des  équations  proposées  ; 
dans  le  second  cas,  on  égalera  à  zéro  leurs  différentielles  partielles 
par  rapport  à  x,,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  leurs  dérivées  par- 
tielles par  rapport  àj|.  Dans  les  deux  cas,  on  aura  à  résoudre 
n  équations  à  n  inconnues,  lesquelles  inconnues  seront  soit  les 
n  différentielles  totales  dui}  . . .,  dun,  soit  les  n  dérivées  partielles 

àx1  dxl 

258.  Remarquons  que  le  calcul  des  dérivées  partielles  ou  des  dif- 
férentielles partielles  peut  toujours  se  ramener  à  celui  des  différen- 
tielles totales,  la  différentielle  partielle  dx  u , ,  par  exemple,  étant 
ce  que  devient  la  différentielle  totale  du,,  lorsqu'on  y  annule  les 
différentielles  de  toutes  les  variables  indépendantes  x:,  ...,  xn, 
autres  que  x,. 

Exemples.  —  I.  Soit  la  fonction 

r 
x 

Mettons-la  sous  la  forme   d'une  fonction    implicite,    donnée  par 
l'équation 

xj  —  \. 

En  différentiant  cette  équation,  il  vient  [253] 

xdj  H-  ydx  ■=.  o, 


et,  par  suite, 


équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

BJx~l)=(-i)x-1-1. 
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d'où  l'on  conclut  que  la  puissance  ( — i)ième  se  différentie  parla 
même  règle  que  les  puissances  positives.  On  étendrait  aisément 
cette  conséquence  à  toutes  les  puissances  négatives  en  général. 

II.    Soit  l'équation 

x1  -\~  J~~  =  «2  • 

On  en  tire,  en  différentiant, 

,                        x 
ix dx  -f-  "xydy  =  o,      d  ou     D^ y  = • 

Si  l'on  veut  exprimer  Dxj  au  moyen  de  x  seulement,  il  faudra 
éliminer^  au  moyen  de  l'équation  proposée,  laquelle  donne  pourjy 
les  deux  valeurs 


y  =  zh:  \jà-  —  x'1 ,      d'où     T)xy 


\j  a'1  —  x2 

comme  on  aurait  pu  le  tirer  directement  de  l'équation  résolue. 
III.   Soient  les  équations  d'une  conique  sphérique 

x-  -\-  y-  -\-  s2  =  R2,      ax~  -h  by-  -f-  cz1  =  o. 
On  en  tire 

xdx  -f-  ydy  -4  zdz  =  o,      axdx  -f-  bydy  -+■  czdz  --:  o, 


d'où 

dx  dy  dz 


etc. 


(  b  —  c  )yz        [c  —  a)zx        [a—  b)  xy 

§  VI. 

DIFFÉRENTIELLES   ET   DÉRIVÉES    DES    PRINCIPALES    FONCTIONS     ÉLÉMEN- 
TAIRES.        FORMULES    D'INTÉGRATION    QUI    s'en    DÉDUISENT. 

259.  Différentielle  d'une  somme.  —  On  trouve  immédiatement 

d  (  u  +  v  —  cv  )  =  du  -f-  dv  —  dw, 

d'où 

Dx  (  u  -|-  v  —  m»)  =  D^.  u  -+-  Dx  v  —  D^  w. 

On  en  déduit  réciproquement 

J[du  -4-  dv  —  dw)  =  u  H-  i>  —  il'  -+-  C, 
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c'est-à-dire 


187 


S\f\  W  +/«  W  —  fz{x)\dx  =JA  \x)dx'-\-  f/È  [x)dx  —  ffz  (  x)dx. 
260.   Différentielle  d'un  déterminant.  —  Soit  un  déterminant 


a\ 

11 
a\        ■ 

.       «(f> 

1 

11 
a., 

.      é£ 

a'n 

a 

n 

■  ■      < 

R 


dans  lequel  on  suppose  variables  les  éléments  d'une  même  ligne, 
par  exemple  ceux  de  la  iieme  ligne  horizontale 

d.  ,    a",    .  .  .  ,    d"K 
En  mettant  le  déterminant  sous  la  forme 

R  =  A'.  di  -b  A*  <  +  .  .  .  -h  AWflf , 

et  remarquant  que  les  coefficients  A; ,  A'' ,  . . . ,  A'/'   sont  indépen- 
dants de  tous  les  éléments  di ,  a '■ ,  . . .,  al"] ,  il  vient 


dR  =  A';  dd,  -4-  A"  dd\  -+-  .  .  .  +  A«"><faÇ«> 


rfa'.       rfc'/f 


daW 


An) 


Donc,  pour  différentier  un  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  l'une  de  ces  lignes,  il  suffît  de  remplacer,  dans  le  détermi- 
nant, ces  éléments  parleurs  différentielles. 

Si  les  éléments  de  plusieurs  lignes  varient,  la  différentielle  totale 
du  déterminant  sera  égale  à  la  somme  des  différentielles  obtenues 
en  faisant  varier  chacune  de  ces  lignes  séparément,  et,  par  suite, 
à  la  somme  des  déterminants  obtenus  en  remplaçant  successive- 
ment, dans  chaque  ligne  variable,  les  éléments  par  leurs  différen- 
tielles. On  a  ainsi,  en  supposant  tous  les  éléments  variables, 


a 

b 



da 

db 

4- 

a 

b 

a' 

b' 

a' 

b' 

dd 

db' 
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On  passera  ensuite  immédiatement  des  différentielles  aux  déri- 
vées soit  totales,  soit  partielles. 

261 .  Différentielle  d'un  produit.  —  D'après  ce  que  nous  avons 

vu  [253],  on  a,  pour  y  —  uv, 

dy  =  vdu  +  udv, 

d'où 

y'  =  vu'  -+-  uv' . 

On  peut  écrire  ce  résultat  sous  la  forme 

dy        du        dv 

y  u     '      v 

formule  qui  s'énonce  en  disant  que  Y  accroissement  relatif  infini- 
ment petit  d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des  accroissements 
relatifs  infiniment  petits  des  facteurs. 

Cette  formule  peut  s'étendre  à  un  produit  d'un  nombre  quel- 
conque de  facteurs.  On  a,  en  effet,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

d(uvw)        du        d[vw)        du        dv        dw 
uvw  u  vw  u  v  w 

et  ainsi  de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs. 

Cette  formule  sert,  dans  les  calculs  d'approximation,  à  évaluer 
l'erreur  très-petite  d'un  produit  au  moyen  des  erreurs  très-petites 
des  facteurs.  En  effet,  lorsque  les  carrés  et  les  produits  deux  à 
deux  des  erreurs  sont  assez  petits  pour  ne  pas  influer  sur  l'appré- 
ciation que  l'on  veut  obtenir  de  l'ordre  de  l'erreur  du  résultat,  on 
peut  traiter  ces  erreurs  comme  on  traite  les  accroissements  infini- 
ment petits,  et  se  servir  comme  équations  approchées  des  équa- 
tions imparfaites  que  donne  la  différentiation.  D'après  cela,  on 
pourra  dire  que,  dans  le  cas  où  les  erreurs  sont  très-petites,  l'er- 
reur relative  d'un  produit  est  égale  à  la  somme  des  erreurs  rela- 
tives des  facteurs. 

La  formule  précédente  donne,  pour  un  nombre  quelconque  de 
facteurs, 

d[  uvw .  .  .)  =  vw .  .  .  du  -+-  uw .  .  .  dv  -f-  uv.  .  .  dw  -t- .  .  . , 
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comme  on  l'aurait  trouvé  également  en  appliquant  la  règle  de  la 
différentiation  des  fonctions  composées  [253].  On  voit  que  la  dif- 
férentielle d'un  produit  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  résultats 
que  l'on  a,  lorsqu'on  remplace  successivement  chacun  des  facteurs 
par  sa  différentielle. 

En  particulier,  si  l'un  des  facteurs  v  est  égal  à  une  constante  a, 

on  a 

d[au)  =  a  du, 

comme  nous  l'avions  trouvé  au  n°  203. 

262.  De  ces  formules  on  tire,  réciproquement, 

(i)  J [vdu  -r-  udv}  —  uv  -+-  C, 

(2)  J adu  —  a  J du  =z  au  +  C. 

Cette  dernière  formule  montre  comment  on  peut  faire  entrer  un 
facteur  constant  sous  le  signe  f,  ou  comment  on  peut  l'en  faire 
sortir. 

On  tire  de  la  formule  (1)  [259] 

J udv  =.  uv  — J"vdu, 

formule  sur  laquelle  repose  l'importante  transformation  connue 
sous  le  nom  d'intégration  par  parties. 

263.  Différentielle  d'un  quotient.  —  On  a,  pourjr  =  -•> 
u  -\-  du        u         vdu  —  udv  1        ( 'du  —  udv 


dj=~d- 


dv         v         v(v-f-dv)  dv 


ou,  à  une  erreur  près  infiniment  petite  du  second  ordre,  en  rem- 
plaçant le  diviseur  1  -f-  —  par  l'unité, 

V     A 


ou  encore 


," 

vdu 

— 

udv 

V 

p2 

dy 

du 

dv 

r^ 

— 

— 

—  • 

I 

u 

V 
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En  particulier,  pour  u  =  a  =  const.,  on  a  [258] 

a  adv 

v  e2 

De  cette  dernière  formule,  établie  directement,  on  tirerait  [261] 

/      i  \        i                      i        du        udv        vdu —  udv 
dy  =  d  I  u  —  J  =  —  du  H-  u  d  —  — —  = 5 


ou  bien  encore,  par  la  règle  des  fonctions  implicites   [254],   on 

aurait 

'  ,       dv        dy        du 

vy  =  u,      d  ou 1 — —  =  — 5    etc. 

v  y  u 


On  conclut  de  là,  réciproquement, 

/vdu  —  udv        u        „ 
1 =-  +  C 


264.  Différentielle  d'une  puissance.  —  Soit,  pour  m  entier  et 

positif, 

y  —  x"1  =  xxx ...  ; 

on  en  tire  [261] 

dy        dv        dx        dx  dx 

d'où 

(  1  )  dy  =  mx"1—1  dx. 

Pour  m  fractionnaire  =  -,  on  a  [252] 

q 

p 

y  —  xi ,     yq  =  xp, 

d'où 


17  ,7         dy       px1'^1        p     -  -1 

qy'i—^cly  —pxv~ldx,      -=-  = r  =  —  x'I 

1J  J         J  '       dx         qy'J-1         q 


Donc  la  formule  (1)  subsiste  pour  m  =  —  On  voit,  par  le  raison- 
nement connu,  qu'elle  subsistera  encore  lorsqu'on  fera  tendre  — 

1  <Z 
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vers  une  valeur  incommensurable  quelconque.  Donc  la  formule  (i) 
est  vraie  pour  toute  valeur  positive  de  m. 
Pour  m  négatif  =  — -  n,  on  a  [263  ] 

d—=  —    /       '  =  [~n)x-'l-ldx, 
xn  [xnf         v         ;  ' 

ou  encore 

dy  _        d{xn)  _ 
y  x'1 

ou  bien,  par  la  règle  des  fonctions  implicites  [254], 

yx"  =  i ,      o  =  d[yx" )  =  xlldy  -h  nyx"~ldx,      etc. 

En  particulier, 

-  (    1)         dr  Ulx 

d  Jx  =  d  \  x-  I  = =  =  — —  • 

»  \      '  i  i 

i  y  x  yx 

265.   Réciproquement, 

Jmxm~1  dx  ■■=  m  Ç xm~x dx  =  x"1  -f-  C, 

C 
d'où,  en  changeant  m  —  i  en  n,  et  écrivant  C  au  lieu  de  — ; — 5 


fxndx= !-C. 

"  71      _J_      T 


n  ■+■  i 


En  particulier,  pour  n  =. ■> 

'dx 


f 


=  2  \/x  -;-  C. 

\Jx 


La  formule  générale  (2)  est  en  défaut  pour  n  = —  1.  Nous  ver- 
rons plus  loin  ce  qu'elle  devient  dans  ce  cas. 

266.   Différentielle  d' une  exponentielle.  —  Soit  a  un  nombre 

positif,  et  soit 

y  =  ax. 

On  en  tirera 

dy  __«dx  —  T 
dx  dx 
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ou,  en  posant  l'infîniment  petit  adx — i  =  e, 

dy  ax 

dx  4" 

ha  désignant  un  logarithme  relatif  à  la  base  a.  Il  reste  ainsi  à  cal- 
culer la  limite  vers  laquelle  tend  la  quantité 


lorsque  dx  et  par  suite  aussi  e  tendent  vers  zéro. 

Supposons  d'abord  e  =  — ■>  m  étant  un  nombre  entier  et  positif. 
11  m 

La  formule  du  binôme  donne 

m( m  —  i  ) .  .  .  2  .  r     i 


I  -  !  ■ 

m 
i 

I 

m 

m  m 

1        l 

-'T) 

i 
m' 

.  i  T 

i , 

,2 

=  i  + 

i 
i 

-h- 

rM- 

V. . . 

+ 

i 

d- 

7?i  y 

(l--ï 

I  . 

2  . 

■.p[ 

V     -J 

<i  + 

i 
l 

+ 

i 

1  .2 

•  •  + 

r 

1 . 2 .  .  .  m 

<i  + 

T 

I 

+ 

T              I 

-   +   — 
2            2" 

-+-. . 

i 

<lim 

Il  =  00 

l 
\ 

1  1 

2-1 h   - 

2  2' 

,;  +■ 

■•+ï'»)' 

I 

"  -4- 


c'est-à-dire  <^  3.  On  a  donc,  quel  que  soit  le  nombre  m^>  i, 


a<    i+-       <3 


De  plus,  lorsqu'on  fait  croître  m,  chaque  terme  du  développe- 
ment est  remplacé  par  un  terme  de  même  rang,  plus  grand  en  va- 
leur numérique,  et  en  même  temps  le  nombre  des  termes  est  aug- 
menté. Donc    H )    croîtcontinuellement  avec  m.  Donc,  pour/rc 

croissant  indéfiniment,  cette  fonction  tend  vers  une  certaine  limite, 
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comprise  entre  2  et  3,  et  que  l'on  désigne  habituellement  par, la 
lettre  e.  On  peut  déterminer  approximativement  cette  limite,  en 
donnant  à  m  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes.  On  trouve  ainsi 


i-f )     =2,5q...,       (n 

10/  *'  \         100 


1 


1000 


H )        =2,716...,     etc. 

1000/ 

En  continuant  ainsi,  ou  en  employant  des  moyens  plus  rapides  que 
nous  indiquerons  plus  tard,  on  trouve 

£  =  2,718281828.... 

Soit  maintenant  un  nombre  p.  positif  et  non  entier,  et  soient 
metm-\-\  les  deux  nombres  entiers  consécutifs  entre  lesquels  p. 
est  compris.  On  a 

1  \  ",+i       (        1  \  *       ( 


m  /  \        p  j  \        m-\-\ 


et,  comme  on  voit  aisément  que 


lim  [  H \         =  lim  (  1  4- 


m  /  \         m  -+- 1 


on  en  conclut  aussi 

1 


lim  |  i+- 


Si  enfin  m  est  négatif,  on  a,  en  faisant  m  = —  n, 


:    \       ;  /  ;  ■  f 


n 


dont  la  limite  est  encore  e. 

Donc,  pour  toute  valeur  infiniment  grande  de  in,  c'est-à-dire 
pour  toute  valeur  infiniment  petite  de  e,  on  a 


1 
lim  (1  -ï-  s)s  =  e; 

c  =  0 


par  conséquent, 

H.  —    Cours  de  Calcul  infin.,  I.  l3 
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On  a  d'ailleurs,  en  désignant  par  la  notation  log  les  logarithmes 
pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e, 

a  —  eloga, 
d'où,  en  prenant  les  logarithmes  relatifs  à  la  base  a, 

i  =;Lae\oga,     - =:loga. 

Le  nombre 

L«  e  =  p1-  =  M« 
log  a 

est  dit  le  module  des  logarithmes  du  système  dont  la  base  est  a.  On 
trouve,  pour  a=  10,  en  écrivant  simplement  M  au  lieu  de  M|0, 

M  =  LI0e==i-^-=  0,43429448..., 

valeur  dont  l'inverse  est 

=  îog 1 o  =  1 , 3o2585o9 . . . . 


M        LJ0e 
D'après  cette  notation,  on  a 


~D.r.ax  =  ax\oea  —  — —  5 

b  Ma 

ctx  cl.) 
d.ax=:ax\Q£a.dx  = 


En  particulier,  pour  a  =  e, 

D^ .  er  =  ex,     d .  eT  =  ex  dx. 

On  voit  par  là  que  la  fonction  ex  jouit  de  la  propriété  remarquable 
de  se  reproduire  elle-même  par  la  différentiation. 

267.   Réciproquement,  on  a  les  formules  d'intégration 

fax  cbc  —  -^ hC  =  M„  ax  -\-  C, 

u  log  a 

fexdx  =  ex-h  C. 


DIFFÉRENTIATION    DES    FONCTIONS    ÉLÉMENTAIRES.  ig5 

On  tire  de  là  les  intégrales  définies 

CX     -ri  aX~l  rX      x    7 

f       axclv=— j        I       exdx  =  ex — i, 

./o  Hr«  Jo 

\        axdx=^ ,  exdx  =  ex. 

268.    Différentielle  d'un  logarithme.  —  Pour 

y  =  Lax, 

la  règle  des  fonctions  inverses  [251]  donne 

a?  .x 

x  =  a*,  dx  =  — -  dy  =  — —  rtj, 


x 


Si  l'on  suppose  a  =  e,  il  vient 


dx  i 

rt  log.r  =  — ,      D^Iog  .z  =  -  • 

On  peut  aussi  établir  ces  formules  directement.  On  a 

/         dx\ 
rf.L.x-  =  L    H )» 

ou,  en  posant  —  =  e,  d'où  f/.r  =  ex, 

rf.L.r  __  L(i  +  s)  _  i       .  ,7 

rfcT  sa;  ^ 

On  a  donc,  en  passant  à  la  limite  [266], 

Le 

JJ  ~ç  Li  X • 

X 

269.  On  peut  tirer  de  ces  formules  diverses  conséquences  im- 
portantes. Si  l'on  suppose  dx  très-petit,  et  que  l'on  puisse  négli- 
ger des  quantités  aussi  petites  par  rapport  à  dx  que  dx  l'est  par 
rapport  à  l'unité,  on  aura,  pour  Y  accroissement  relatif  àe  x  [261], 
l'expression 

dx       dJLn  x  . 

i3. 
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Donc,  si  dx  est  ''erreur  absolue  de  x,  l'erreur  relative  —  de  x 

x 

sera  égale  à  l'erreur  absolue  de  loge  de  .r,  ou  proportionnelle   à 

l'erreur  absolue  de  Lrt.r. 

270.  De  la  formule 

lim  ■ =  ex 

on  tire,  pour  x  =  o, 

lim =  1 , 

E 

ou,  â  étant  un  infiniment  petit, 

— - —  =  1  -+-  S, 

e%  =  1  -f-  s  H-  e<?. 

Donc,  pour  e  très-petit^  e°  est  égal  à  1  H-  e,  à  une  quantité  près  eâ7 
très-petite  du  second  ordre,  formule  très-utile  dans  les  calculs 
d'approximation . 

Il  en  résulte,  à  une  erreur  près  du  second  ordre, 

xc  =  ez]osx  =  1  H-  s  logx. 
De  même,  de  la  formule 

,.      loalœ  -f-  s)  —  log.r         1 
lim  — — =  - 

£  X 

on  tire,  pour  x  =  1 , 


log(i 


■  =  1  +  J, 

s 

d'où,  à  une  quantité  près  du  second  ordre  eiï, 

log(l +  «)  =  «. 

r/.  L  .r 
Dans  le  système  dont  le  module  est  M,   le  rapport  —j—>  pour 

x  =  1,  est  égal  à  M.  Dans  le  système  décimal,  ce  rapport  est  donc 
égal  à  o,434-  •  • ,  comme  on  le  voit  en  jetant  un  coup  d'œil  sur 
une  Table  de  logarithmes. 
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Remarquons  encore  la  formule 

lim(i  ■+-  s.r)e  =  limL(i  -+-  zx)1"*}    =ex. 

271.  On  a 

dx        d{—x) 

—  =     K_      '  =  dlog[±  x% 

suivant  que  x  est  positif  ou  négatif.  Mais  nous  verrons  plus  loin 
[371]  que,  À"  étant  un  entier  quelconque,  on  a 

log(—  x)  =  log(  +  x)  H-  (2/-  H-  i)tt^— 1. 

Cela  explique  pourquoi  log  (-t- x)  et  log  ( — x),  différant  par  une 
constante,  ont  la  même  dérivée.  On  pourra  donc,  quel  que  soit  le 
signe  de  x,  écrire 

71  dx 

aiogx  r=  —  • 
x 

Si  u  et  v  sont  deux  quantités  de  signes  quelconques,  égales  ou 
simplement  proportionnelles,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

u  =  c,     ou     u  =  Ce, 

G  étant  une  constante  réelle  ou  complexe,  il  en  résultera  toujours 

du       dv 

A  —  =  —  • 

;  U  V 

Réciproquement,  de  cette  dernière  équation  on  conclut  que  les 
logarithmes  des  valeurs  absolues  de  u  et  de  v,  ayant  la  même  déri- 
vée, ne  diffèrent  que  par  une  constante,  laquelle  peut  être  repré- 
sentée par  log  (±:  G).  Donc 

logM=log(±c)-f-log(dbC)=logp  +  logC+log(±:i)=logCt'-i-log(±i), 

d'où,  en  écrivant  simplement  G  au  lieu  de  zh  C,  on  conclut 

u  =  Cv. 

On  peut  encore  démontrer  autrement  cette  relation.  L'équa- 
tion (A),  multipliée  par-,  donne 

vdu  —  udv  u  ,       u 

■ : =  a  —  —  o,      d  ou      —  =C. 

\r  v  v 
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272.  Étant  donné  un  produit 

y  =  uvw .  .  . , 

on  a 

logj  =  logu  -+-  log^  -t-  logw  -f- .  .  . , 

d'où  l'on  tire,  comme  au  n°  261, 

dr        du        dv        div 

—  = 1 1 h.... 

y  u  v  w 

De  même, 

u        i              i              1              dy        du        do  rr.„ni 
pour  y  =  -5      logj  =  logw  —  loge,      —  = L^ooJ; 

cl  y  clic 

pour  y  =  u"\    logj  =  m  log#,  —  =  w  —  [264]. 

y  u 

On  voit  que  le  calcul  de  la  différentielle  d'un  produit  ou  d'un  quo- 
tient peut  être  simplifié,  en  différentiant  le  logarithme  de  ce  pro- 
duit ou  de  ce  quotient.  Ce  procédé,  très-employé  dans  la  pratique 
du  calcul,  porte  le  nom  de  différentiation  logarithmique. 

273.  On  tire,  réciproquement,  des  formules  précédentes, 
'  dx 


x 


=  logx  -+-  C  =  logC  x, 


S 

rxdx     .  rh  dx     ,    b 

274.  On  peut  maintenant  déduire  la  formule  d'intégration  du 
numéro  précédent  de  la  formule  qui  donne  fxmdx,  en  cherchant 
la  limite  de  cette  intégrale  pour  m  tendant  vers  —  1 .  Soit 


On  a,  en  désignant  par  a  un  nombre  quelconque  de  même  signe 
que  x  (  sans  quoi  -  passerait  par  00  lorsque  x  varie  de  la  valeur  a 

à  la  valeur  x  )  > 


•i-i+tdx  +  C  = h  C. 

a 
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D'ailleurs,  a.  et  |3  étant  des  infiniment  petits,  on  a  [270] 

x'  =  i  -h  (slogx)  (ï  +  a),      a-=  1  +  (sloga)  (ï  -4-  P), 
d'où 

■ =  l 2_Ji 4 i ^-JJ Ci  —  i0g  _  4-alpga;  —  |31oga, 

le  terme  infiniment  grand  -  ayant  disparu;  donc 

,/V- *  dx  =  lim 1-  C  —  log  — !-  C  =  log,r  -+-  C. 

275.  Différentielles  des  fonctions  hyperboliques.  —  On  appelle 
fonctions  hyperboliques  des  combinaisons  d'exponentielles  qui 
jouent  dans  la  théorie  de  l'hyperbole  équilatère  un  rôle  analogue  à 
celui  des  fonctions  goniométriques  dans  la  théorie  du  cercle.  On 
donne  les  noms  de  sinus  hyperbolique,  de  cosinus  hyperbolique,  de 
tangente  hyperbolique,  de  cotangente  hyperbolique  aux  fonctions 

Sh.r  = 


2 

SI)  x        ex  —  e~x 

T\\x  =  - —  =  

Ch  x        ex  -+-  e~ x 

Ch  x        ex  -+-  e~x 

Cth.r  =  — —  =z  _ 

Sh  x        ex  —  e~x         ï  —  e~  -x        é-x 

Ces  fonctions  satisfont  aux  relations 

Ch,r  -f-  Sh.r  =  er,      Ch.r  —  Sh.r  =  e— x, 


2 

i 

ï  —  e~2x 

e2^  _ 

-  r 

ï  +  e-2-' 

e'ix  H 

-  i 

t  +  e-îx 

e-2x_ 

h  ï 

Srr.r 

Th(  —  j?)  =  —  Thx, 

Tho  =  o, 

Thx>  =ï. 


e±(X+y)  =  Ch(x-+-y)±Sh(x  -+-y) 

—  e±x  e±y  _  (  ch  r  -h  Sh  .r  )  (  Ch  y  ±  Sh  j  ) 

=  Ch.r  Chj  +  Sh^Shj  ±  (Sh.r  Chj  -4-  ChxShj-), 


Ch2.r  — ■  Sh2.z  =  ï, 

— -  T          TV2  r 

n\  -,      —  l      ■  in  .r, 

Sb(—  x)—  —  Sh.r, 

Ch(— .r)=Ch.r, 

Sh()  =r  O, 

CllO=-   I, 

Shoo  =co  , 

Chco  =  oo  , 

On  a  ensuite 

200  LIVRE    I.    —    CHAP.    II,    §    VI. 

d'où  l'on  tire  les  formules  d'addition  des  arguments 

Ch  (  x  +  y  )  =  Ch  x  Gay  -+-  Sh  x  Shy, 
Sh  {x+y)=Shx  Ch  y  -h  Ch  x  Shy. 

En  faisant^  =  x,  olx,  . . . ,  on  obtient  les  formules  pour  la  mul- 
tiplication des  arguments 

Ch2.r  =  Ch2.r  -+-  Sh2x  =  2Ch2.r  —  i  =  2Sh2x  H-  i, 
Sh  2  x  =.  2  Sh  x  Ch  x, 
Ch3.r=4Ch3^  — 3Ch.r, 
Sh3 x  =  4Sh3.r  -f-  3Sh,r, 


On  voit  sans  peine  l'analogie  qui  existe  entre  ces  formules  et 
celles  qui  expriment  les  propriétés  des  fonctions  circulaires.  Nous 
donnerons  bientôt  la  raison  de  cette  analogie,  et  la  règle  générale 
pour  passer  des  formules  relatives  à  l'une  de  ces  classes  de  fonc- 
tions aux  formules  relatives  à  l'autre  classe. 

276.  Les  limites  entre  lesquelles  varient  les  fonctions  hyperbo- 
liques 

Ch.r,     Sh.r,     Th.r 

sont  respectivement  les  mêmes  que  celles  entre  lesquelles  varient 
les  fonctions  circulaires 

séc»,     tangy,      siny, 
1  angle  ©  variant  entre et  -i 

'  2  2 

De  plus  les  relations  qui  existent  entre  les  premières  sont  res- 
pectivement identiques  à  celles  qui  existent  entre  les  secondes.  On 
conclut  de  là  que  l'une  quelconque  des  trois  relations 

Ch.r  =  sécy,     Sh.r  =  tangy,      Th.r  ==  siny 

entraine  les  deux  autres. 

On  a  alors 

i  -+-  sin»  (m        ir\ 

ex  =  Ch  x  +  Sh.r  =  sec?  +  tang?  = =  tani:    —  H —    > 

COS  f  °  \2  4  / 
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d'où  résultent  les  équations 

.r  =  logtang  (|  +  t)> 

7f 

09  =  2  arc  tang  er •> 

2 

qui  expriment  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  variables  x 
et  cp.  Nous  donnerons  à  l'angle  cp  le  nom  à? amplitude  hyperbolique 
de  l'argument  .r,  et  nous  le  désignerons  par  le  symbole 

f  =  Amh.r. 

Si  l'on  a  formé  une  Table  des  valeurs  de  x  correspondantes  aux 

valeurs  de  cp,  de  zéro  à  -5  on  pourra,  à  l'aide  de  cette  Table,  trou- 

'  2  L 

ver  dans  les  Tables  trigonométriques  ordinaires  les  valeurs,  natu- 
relles ou  logarithmiques ,  des  fonctions  hyperboliques  d'un 
argument  quelconque  x.  Il  suffit  ainsi,  pour  transformer  une  Table 
de  fonctions  circulaires  en  Table  de  fonctions  hyperboliques, 
d'ajouter,  à  côté  de  chaque  valeur  de  l'argument  cp  de  la  Table  tri- 
gonométrique,  la  valeur  correspondante  de 


x  =  log  nat.  tang  i 

V2        47 

que  l'on  trouve  toute  calculée  dans  les  Tables  de  Neper  ou  de  B. 

Ursinus,   ou  encore  la  valeur  de  Mx  =  log  vulg.  tang  (     +t)> 

que  l'on  peut  emprunter  à  la  Table  trigonométrique  elle-même. 

277.   Gela  posé,  en  différentiant  les  valeurs  ci-dessus  des  fonc- 
tions hyperboliques,  on  trouve  directement 

Dx  Sh  x  ■=.  Ch  x ,        ~DX  Ch  x  =  S  h  x, 
T>rThx=-J--,      D,Cth.r: 


Cli'2.r  Sh2x 

On  en  conclut,  réciproquement, 

fChxdx  =  Shj;  -t-  C,       fShxdx  =  Ch.r  +  C, 
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278.  Différentielles  des  fonctions  hyperboliques   inverses.  — 
Désignons  par 

Arg  Sh  r,     Arg  Ch.r,     Arg  Th.r,      ...     (1  ) 

les  quantités  dont  xest  le  sinus  hyperbolique,  le  cosinus  hyperbo- 
lique, la  tangente  hyperbolique,  ....  De  l'équation 

e?  —  e~  y 
y  =  Arg  Shx,     ou     x  =  SIrr  —  •> 

on  tire 

y  ==  Arg  Sh.r  =  log(.r  -+-  \Jx-  -+-  i). 

On  a  de  même 

Arg  Ch  x  =  log  (x  -+-  \jx*  —  i), 

Arg  Th  x  =  -  log  — — 1- ,      (  x'-  <  i  ) , 

I  X  -}-    I 

Arg  Cth x=  —  log ;      ( x%  ^>  i ) . 

L'équation  x  =  Shj"  donne 


dx  =  Chydy  =  ^Sh*y  -+-  1  .  dy  =  \jx%  -+-  i  .  dy, 
d'où 

Dx  ArgSh.r  =  D;rlog(.r  +  y^2  -t-  1) 


fi 


\Jx-  -+-  i 
=  ArgSh.z-4-C. 


\Jx2  -+-  i 

L'équation  x  =  Chy  donne 

dx  =  Shj  dy  =  y  Ch2j-  —  i  .  rfr  =  yV-1  —  i  .  dy; 

d'où  (a:  étant  ^>  i) 

Dx  Arg  Ch.r  =  D^  log  {x  -+-  \Jx*  —  i)  = ? 

y/.r"2 —  i 


/ 


y/.r2 —  i 


Aiï  Ch.r  +  C. 


(')  Argument  sinus  hyperbolique  x,  etc. 
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L'équation  x  —  Thy  donne 

dx  =  Gb1--  =  (I~  ThV)^J=  (i  —  ^)dy, 

d'où,  pour  x-  <^i, 

_              _.             _       I  ,        I  -4-  x               i 
Ox  Arg  Th.r  =  T>x .  -  log  = , 

2  I   — ■  X  I  —  X1 

/dx 
=  Arg  Vax  +  C. 
i  —  x- 

L'équation  x  =  Cthy  donne 

dx  =  ~  £~  =  ('  -  Cth*y)dy=  (l  -  ,r2)r/j; 

donc,  pour  x2  ^>  i , 

i         .3?  — i—  i  i 

D^  Ai'g  Cth  x  =  Dv .  -  loi 


2         x  — •  i  x-  ■ —  i 

/dx  ,  n 

-j— —  =  —  Arg  Cthx  4-  C. 

279.  Différentielles  des  fonctions  circulaires .  —  Soit  y  —  sina?  ; 


on  a 


dy  =  sin(x  -+-  dx)  —  sin.r  =  2sin  —  cos  I  x~-\ j » 


d'où 

dy        sm^dx         /  d. 


dx  ^dx  \  2    ' 

en  passant  à  la  limite  et  remarquant  que,  pour  s  infiniment  petit, 

,.      sine  .,     . 

lim =  i ,  il  vient 

s 

Dx  sin.r  —  cos.r,     d  sinx  =:  cosxdx, 

d'où,  réciproquement, 

fcosxdx  =  sin.r  -4-  C. 

On  trouvera  de  la  même  manière,  directement, 

D^.  cosx  =  — sin.r,     dcosx  =  —  sinxdx, 
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formules  qui  résultent  encore  de  ce  que 

dcosx  =  d  sin  ( x  J  =  cos  ( .rjrfl-  — -  x\  =  —  sin  xdx 

On  en  tire,  réciproquement, 

Jsmxdx  =  —  cosx  -+-  C. 

Pour  j^  =  tangx,  on  a 

tangx -h  tangdx  (i  4-  tang2.r)  tangc?.r 

i  —  tangue tangdx         '    b'  i —  t&ngx tangetr 

dj  séc2.r  tangdx 


[253]. 


e£r        i  ■ —  tang  x  tang  dx       dx 

,,    ,     ,  ,    ,.      tangs 

cl  ou,  a  cause  de  lim  — 2-  =i, 

D^  tang  x  —  sec2  x  =  ■>      rftang.r  =  séc2,r<£r  =  — — -  • 

cos"  «c  cos  x 

On  pourrait  encore  établir  cette  formule  [263],  en  partant  de  l'équa- 

sin^r     „ 

tion  tango?  = •  Un  en  tire,  réciproquement, 

°  cos.r  'ii 


/ 


dx 

=  tangue  +  C. 


cos2^; 


On  trouverait,  soit  par  un  raisonnement  direct  analogue,  soit  en 
partant  de  la  formule  cotx  =  tang  ( x  ]  •>  ou  encore  de  la  for- 


mule cota:  = 


tanLr  x 


1                                           '  dx 

D~  cot  x  •=.  —  cosec-x  =  —    .   „    i       r/cot.r  =  —  cosetfxdx  = — —  ? 


d'où  l'on  tire,  réciproquement, 

dx 


f 


=  —  cot^c  +  C. 
sin'  X 


On  trouverait  de  même 


sin.r  ,  cos.r 

D~  secr  = —  •>      T)x  cosecr  = : — : — 

cos  x  sin-  x 
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d'où,  réciproquement, 

"  cos.r 


/sm.r  ,  r  cos.r 
—  dx  =  sec  x  -f-  C,  /  -t-7 — 
cos2  .r                                      J    sin-  j; 


c?oC  =  —  cosécr  -f-  C. 


280.  Différentielles  des  fonctions  circulaires  inverses.  —  Soit 

jr=  arc  sin  x,     d'où     .r^sinj. 
On  a  [278] 

dx  =  cosjdj  =  y  i  —  sin2j  .  dy  =  y/i  —  x%.  dyy 


d'où 


dx  f      dx 

dure  sm.r  =  —  •>        f    -=  =  arc  sin.r  +  C. 

\/ 1  —  x2         J    \/l  —  #2 


Ces  formules  sont  vraies  à  la  condition  que  arc  sinx  désigne  un  arc 
dont  le  cosinus  soit  positif,  et  pourvu  qu'en  même  temps  la  dérivée 

reste  continue  dans  l'intervalle  des  limites  de  l'intégration. 

y/ 1  —  x1 

C'est  ce  qui  a  lieu,   lorsqu'on  suppose  l'arc   compris   entre  — — 

et  H — -•>  limites  entre  lesquelles  sinj^  passe  par  toutes  les  valeurs 

dont  il  est  susceptible. 

De  même,  poury^  .—  arc  cosx,  on  trouvera 

dx 
«arc  cosjc  = 


Six- 
d'où,  réciproquement, 


J   Vi  —  & 


dx 

—  arecosx  -f-  C. 


Cette  formule  suppose  cosy  croissant  en  sens  contraire  de  y,  et, 
par  suite,  y  compris  entre  zéro  et  tz.  C'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte 
de  l'équation 


cosj  =  Slll  ( J  )  =r  x, 

ou,  en  passant  aux  arcs, 

y  z=  arecosx, r  =  arc  sinx.     arc  sin.r  +  arc  cos  x  =  —  ■ 

2  2 

équation  qui  donne  d  arc  coso:  =  —  d  arc  sina:. 
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Remarquons  que  la  fonction  arc  cosx,  s'évanouissant  pour  x~  1 
sera  exprimée  par  l'intégrale  définie 


s: 


s/i 


dx 

-,  =  —  arc  cosx. 


On  voit  ici  un  exemple  d'une  intégrale  qui  reste  finie  et  détermi- 
née, quoique  la  fonction  sous  le  signe  J  devienne  infinie  pour  la 
limite  inférieure. 

On  a  donc,  par  ce  que  l'on  vient  de  voir, 

C     dx  „       /tt  \ 

j   ■  =  arc  sin,r  -1-  C  =  [ arccosx     +  G  =  —  arc  cos^r  -f-  C  . 

J  v/i--*2  V2  / 

Soit  maintenant^  =  arc  tango:,  d'où  x  =  tangjy, 

dy 

dx  =  ë^sV  =  ^  +  tang' y  ) dj  =  ^  +  X%  ^ df' 

7  dx 

a  arc  tang.r  = • 

1  4-  x'- 

On  pourra  prendre,  pour  arctang\r  comme  pour  arc  sinx,  la  va- 
leur  comprise  entre et  -! — -,  tangj  passant,  dans  cet  inter- 
valle, par  toutes  les  valeurs  possibles. 

On  trouverait  de  même,   soit  directement,   soit  au  moyen  de 

l'équation  arc  tangx  H-  arc  cotx  =  - , 

dx 


dure  cot.r  =  —  darc  tansr,r  — 


arc  cota:  étant  supposé  pris  entre  zéro  et  tt. 
On  a  donc,  réciproquement, 


/ 


dx 

arc  tang.r  -f-  C  =  —  arc  cotx  4-  C , 


i  +  x 

d. 


Cx     dx  p 

/      :  =  arc  tane  x,         \        — 

Jo        I  +  ^  Jo  1 


arc  tane  co  = 


+-  X*  °  2 


On  obtiendrait  de  la  même  manière  c/areséer,  g?  arc  coséc  x,  et 
les  intégrales  qui  en  résultent  réciproquement. 


EXEMPLES    DE    D IFFÉRENTIATION.  207 

281 .  Exemples  divers  de  différentiation.  —  T.  Soit  la  fonction 


y 


\/i  zb  x2 
On  a  [261,  265] 

dy        dx  xdx  dx  \       ■  dx 

—  —  —  ~  .,  =     .  ,      d  ou      dy  = 

y  x  l±x*         x  [  1  zL  xl  J 

(l  ±.z 

donc,  réciproquement, 

/^      dx  x 


C. 


II.  Pour  j'  =  m",  on  a 

,  ,  rZlogr       d\ogu       d<> 

i°g y  = v  i°g  ui  -  -; — -  =  1 — ■  h —  ' 

dy         ,         !     du  dv\  ,  I    du 

J-  =  v  log  u     — 1 »      d.uv  —  uv[v h  log  f* .  d\ 

y  °     \«log«         r  /  \     m 

En  particulier,  pour  j'  —  xx,  logjr  =  x  logx,  on  trouve 

d .  xx  =  ar*  (  1  -i-  log  j:  )  <r/.r. 

On  aura  de  la  même  manière 

«•           „Y      du        ,  , ,       "1 

d.W  —  uv      c" hlogM.  d\yw)     —  etc., 

d.xxX  =  xxXxx[i  +  ,r  log.r(ï  +  \ogx)]dx, 

et  ainsi  de  suite. 

III.  On  trouve  aisément 

dx  dx 

d.los.siux  = 5       r/.logcos.r  = 1 

°  tang.r  cot.r 

d'où,  réciproquement, 

/dx  ,  /*  dx  .  _ 
=  log  sin.r  -f-  C,  /  =  log  secr  H-  C. 
tango?          &                 '      J   cotx 
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On  a  encore 

_  ,  2ffc  ,,    ,  (*    dx  i  ,  _ 

a. log  tang.r  = ■>      d  ou        \ =  -log  tang-z-  -+-  C. 

smnx  j   sunx       2 

En  changeant  x  en  -  x,  on  a 

T  rt(?7  /      Ct,TC  I 

rf.  log  tang  -  x  =  -r—  ?      d'où        /  — —  =  log  tang  -  x  +  CT 
2  sin.r  J   sin,r  °  2 

et  enfin,  en  changeant  x  en  — h  x, 


d'où 


d-l0^{î  +  î)=ÊTx    (')• 

/co^=lo°tanKi  +  ^)  +  c- 

§  VII. 

MÉTHODES    GÉNÉRALES    B'iNTÉGRATION. 

282.  Intégration  immédiate.  —  Nous  avons  trouvé,  dans  le 
paragraphe  précédent,  en  renversant  l'opération  de  la  differen- 
tiation,  les  principales  formules  d'intégration  immédiate,  que  nous 
récapitulons  dans  le  tableau  suivant  : 

Soient  a  une  constante  donnée,  C  une  constante  arbitraire,  ut 
v,  . . .  des  fonctions  de  la  variable  x.  On  a 

x"+i 
f[u-r-  v)dx  =  Judx  -+-  J"vdx,  Jxn dx  — h  C, 

/dx 
—  =  log x  -f-  C  =  log (C x}7 

J" (  u  dv  -+-  v  du)  =.  uv  -+-  C,  Jex  dx  =  ex  -f-  C, 


(')  Cette  formule  donne  [276]  la  différentielle  de  l'argument  u  dont  l'amplitude 
hyperbolique  est  x, 

dx 


du  : 

coso: 


-  C  dx 

J0    cosa: 


=  Arg  Shx  -f-  C  =  log  (x  -+-  \Jx'1  -t-  i  )  H-  C, 
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/udv  ■ — ■  vdu         v         „                          „       ,             ax  „ 
; =  -  +  C,                      Jaxdx  = h  C, 

fShxdx  =  Ch.r  -f-  C,  fChxdx  =  Sh.r  +  C, 

/dx  „,  „  C   dx  „  ,  _ 

/ 

/  — ^—  =  ArgTh j?  4-  C  =  -  log  — —  H-  G  (pour  x*  <  i ) 

J     I  —  X1  2  1  —  X  V1  y 

1  X  — •—  I 

=  —  Arg  Cthx  -h  C  =  -  log ■  4-  C       (  pour  x-  ~>  i  ) , 

2  X  —  1 

fcosxdx  =  sinx  +  C,  J'siaxdx  =  —  cos,r  +  C, 

/dx  f*    dx  _, 

■ — —  =  tang.r  +  C,  /  -T—z —  =  —  cotx  -+-  C, 

cos^  J   sin-  x 


\/x*  +  i 
dx 


ArgCh.rH-C  =  log(.z  -\-*Jx2  —  i)  -+-  C, 


/ 


dx  . 

=  arc  sin.r    -b  C  =  —  arc  cos>r  H-  C  , 

\/ 1  —  x1 

dx 

arc  tang x  -+-  C  =  —  arc  cot  x  -f-  C. 


i  H-  ar 


283.  Intégration  par  substitution.  — Si  l'on  sait  calculer  l'in- 
tégrale 

ff[t)dt=V(t), 

en  remplaçant  t  par  <p(x),  on  aura  [252] 

ff[?(x)]f'(x)dx  =  F[?{x)]. 

Si  donc  on  propose  de  calculer  une  intégrale  tfzs[x)dx,  et  que 
l'on  puisse  mettre  la  fonction  ct(jc)  sous  la  forme/" [cp(x)].tf(x), 
/"désignant  la  dérivée  d'une  fonction  connue  F,  on  saura  détermi- 
ner l'intégrale  proposée. 

Si  l'on  a  à  calculer  une  intégrale  définie    I      u(x)dx,  il  faudra 

déterminer     les    limites     t0     et     T    de    l'intégrale    transformée 

H.  —  Cours  de  Calcul  in  fin.,  I.  14 


2IO 

l 
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t     f[t)dt,  au  moyen  des  relations 

t0  =  ?(x0),     T  =  T(X). 

Exemples.  —  I.   Soit  l'intégrale 

J"f[jc  -+-  a)dx. 

En  posant  x  -h  a  =  £,  elle  deviendra  Jf{t)dt,  et,  si  cette  dernière 
intégrale  a  pour  valeur  F(t),  on  en  conclura  que  la  proposée  a 
pour  valeur  F  (  x  -+-  «  ) . 

Si  l'intégrale  proposée  doit  être  prise  entre  les  limites  x0  et  X, 
en  remarquant  alors  que  l'on  a,  pour  x  =  x0,  t  =  x0  -f-  a,  et  pour 
x  =  X,  t=X  +  a,  il  viendra  [242] 

J/»  X  /»  X  -4-  «  /»X-i-rt 

f(x  +  a)dx  =  l  f{t)dt=    j  f[x)dx. 

x0  *J  xg  -t-  a  J  x0  -+-  a 

IL   Soit  l'intégrale    j      f[x)dx.SiYon^ose 

Jxa 

t  =  X  —  x, 


d'où 
il  vient 


dt  =  —  dx,     t0  =  X  — -  x0,     ï  =  o, 
/      /(*)■«&  =  -    f         /(X-*)*, 


ou,  en  intervertissant  les  limites  [244]  et  changeant,  sous  le  signe  y, 
t  en  x  [242], 

/»X  /iX  —  x0 

(ï)  i      f{x)dx=.  J  f(X  —  x)dx. 


Cette  formule,  qui  nous  sera  utile  plus  tard,  peut  se  démontrer 

Fig.  21. 


géométriquement,  en  considérant  l'intégrale  proposée  comme  re- 
présentant l'aire  de  la  courbe  y  —f(x)  {Jig-  21),  comprise  entre 


MÉTHODES    GENERALES    D'iNTÉGR  ATION.  211 

les  abscisses  x0  et  X.  Si  l'on  désigne  par  t  la  différence  X  —  x, 
l'élément  d'aire  aura  pour  valeur  y  (X — t)dt,  et  l'on  voit  que  t 
devra  varier  depuis  o  jusqu'à  X  —  xQ. 


III. 


fax 
.    sla1  —  x'1 


IV. 


,,     ,  a     .,      .  ,  cr 

cl  ou,  en  prenant  z  =  x  -\ —  ?  il  vient,  pour  b ,- 

1  2  L  4 


/ 


x-  -+-  ax  -f-  b 


a 

x  -f — 

2 

=  arc  tan  g -  -+-  C, 

a-  I ,         a2 


et  [278],  pour  6  — y 
,r"2  -\-  ax-\-  b 


a  I  ci- 


==101»- -==_  +  C. 

V.    On  a  de  même  les  formules  générales  suivantes  : 


Jf'{xm  )  .r"-'-1  dx  =  —f[xm  )  -f-  C, 


i 
m 

i 


ff'{a*)a*dx  =  ï^/(«*)  +  C, 

J/'(log.r)^=/(log.r)+C, 

J"/' [cosx)  sinxdx  =  — /(cos.r)  -1-  C, 
jy  (sin.r)  cos.rc?.r  z=/(sin.r)  +  C, 

//'(tans*)  3^=/(tane*) +  c> 

yy "(arc  sin.r)  —  =/(arc  sin>r)  -f-  C, 

^/i  — ^2 

etc. .  .  . 


i4' 
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VI.  Supposons  que  la  fonction  ^(.r)  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs, y(x)  et  nx(x),  dontle  second  conserve  constamment  le  même 
signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x0 
et  X  de  l'intégration.  Si  II  (x)  est  la  fonction  qui  a  pour  dérivée 
cj  [x],  et  que  l'on  pose  I7(.r)  =  t,  la  différentielle  dt  =  xs[x)dx  de 
cette  fonction  sera  toujours  de  même  signe,  comme  on  suppose 
essentiellement  que  cela  a  toujours  lieu  pour  la  différentielle  de  la 
variable  indépendante  sous  le  signe  f.  On  pourra  donc  transfor- 
mer l'intégrale  en  prenant  t  pour  variable  indépendante,  et  fai- 
sant varier  t  depuis  t0  =  U (x0)  jusqu'à  T  =  II (X).  En  désignant 
donc  par  <$(t)  ce  que  devient  ®(x)  lorsqu'on  met  pour  x  sa  va- 

leur  en  t,  l'intégrale  /      j[x)dx  deviendra 

*J x„ 


I, 


T 

*  f  t)  dt. 


Mais  cette  intégrale  est  égale  [247]  au  produit  de  la  différence  des 
limites  T — 10  par  une  valeur  moyenne  de  ^(i)  ou  de  <p(x).  D'ail- 
leurs, II(x)  —  t  étant  l'intégrale  indéfinie  de  zs(x), 


T-?0  =  n(x)-n(^0; 
x 


Jrt  A. 
rz(x)dx.  Donc  enfin  on  a 
x0 

la  formule  importante 

Jf*  X  r*  X 

y(.r)ra-(,r)  dx  =  D\lf[x)  .    /        zs[x)dx, 
x0  Jxa 

ou,  si  la  fonction  ®{x)  est  continue,  et  que  l'on  désigne  par  £  une 
valeur  moyenne  de  x, 

(3)  /        'f(x)Tj(x)dx  =  'f(%).    I       Tz{x)dx. 

Jx0  Jx0 

On  pourrait  aussi  démontrer  cette  formule  directement.  L'inté- 
grale  /       y(x)xz[x)dx  est  la  limite  de  la  somme  [236] 

?(x0).u{x0)  dx0  -f-  y  (  Xi  ) .  rs  (  Xi  )  dxi  +  .  .  .  +  y  (  xa_t  ) .  CT  (  x^  )  dxn_ , . 
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Or,  d'après  le  théorème  déjà  cité  [19o],  les  facteurs  vj(xo)dx0, 
t3[xt)dxi,  ...  étant  tous  de  même  signe,  la  somme  précédente 
est  égale  à  la  somme  de  ses  seconds  facteurs, 

vs (  x0 )  dxQ  -+-  ct  (  x1  )  dxl  -+-...  +  T3\xn—X  )  dxn_ï, 

qui  a  pour  limite  /  7z(x)dx,  multipliée  par  une  moyenne 
OlLcp(x)  entre  les  premiers  facteurs,  ce  qui  démontre  la  formule  (2). 

rx 

Si  l'on  y  fait  zs  (x)  =  1 ,  alors   /       zs(x)dx  =  ~K.  —  x0,  et  l'on  re- 

trouvera  la  formule  du  n°  247 

iX 


I 


f  ( x)dx  =  (X  —  x0)  .D]1?(x}. 


On  a   ainsi   deux  formules   dont   chacune    est   contenue    dans 
l'autre. 

284.   Intégration  par  décomposition.  —  Ce  procédé,  sur  lequel 
nous  reviendrons  plus  tard,  est  fondé  sur  la  formule 

y(  u  4-  v  -h .  .  .  )  dx  =  j u  dx  -\-Jvdx  -+- .  .  . . 

Il  consiste  à  décomposer  la  fonction  que  l'on  veut  intégrer   en 
parties  que  l'on  sache  intégrer  séparément. 

Exemples.  —  I.  On  a 

/'ax-hb              (*axdx          f*  bdx  . h  x 

— dxz=  I 4-   /  — =a\og  \Jx2-\-c2  -+-  -  arctang — i-C. 
x-  H-  cl            J  x'-hc-       J  x2-\-c2  c  °c 

Tf      Ç[ax  -\-b)dx  a   Ç ( 2 x  -J- p ) dx        f  ap\    Ç  dx 

J  x"-  +  px  -j-  q         2  J   x2  H-  px  -+-  q         \  2  /  J    X2  -j-  p X  H-  q 


=  etc. 


III.   Soit  proposé  de  calculer 


r    xn 

J  W^ 


dx 
~bx~) 
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72  étant  entier  et  positif.   Faisons  a  -^bx=j,   d'où  dx  —  -j-i 


/.T."dx  Ç  [y —  a)"dr  i       p,   n_m  n 

(a  -f-  bx)"1  ~~  J        bn+ij"1       _  b"+l  J  ^         ~nay 


'  +  ...tër. 


ce  qui  conduit  à  l'intégrale  d'un  polynôme   d'un  nombre  fini  de 
termes. 

IV.    Soil  maintenant  l'intégrale 
r  dx 


x'L  \^a  -f~  bxyn 
dt 


i                                    clt 
En  posant  x  =  -»  d'où  dx  =- ^  ?  cette  intégrale  deviendra 

r  t"+m~-%  dp 

~  J    (b  +  aty»' 
et  se  ramènera  au  cas  précédent,  si  n  -j-  m  est  entier  et  ^  i. 

V.      fTh*jcdx=  I  (  i fV- l^a?=  /*«&?  —   /  -44~-=:^  —  Th^+  C. 

J  J  \        Cb?xj  J  J   QXï'x 

285.  Intégration  par  par  Lies .  —  De  la  formule 

J '  [v du  -+-  u dr )  ■=.  Ç v du  -f-  J  u dv  =  «c 

on  tire  [262] 

y  «rfc  =  uv  —  J  vdu. 

Etant  donc  proposée  une  intégrale  ff(x)dx,  si  l'on  décompose 
f(x)  en  deux  facteurs  de  la  forme  y(x)  -x'{x)  ?  ^a  formule  précé- 
dente deviendra 

ff{x)dx  =  /  ?(x)  x'[x)  dx  =  f(x)X(x)  —  fx[x)  y'  [x)dx, 

formule  qui  ramène  la  recherche  de  l'intégrale  proposée  à  celle  de 
l'intégrale 

fz(x)?'(x)dx=fx(x)d^, 
quelle  que  soit  la  fonction  ^. 
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Exemples.  —  I.  On  trouve  ainsi 

/.x2        ,r2  r  ,r2 

logx.d — = — ]ogx —   j   — dlogx 

x1 ,                  f  xdx        x1  (  i  \ 

=  — ■  ÏOÇ'X  —    I   =  —    Jogx  —  -     +  C. 

2        &  J         2  2\&  2/^ 

II.        / =  f  xdtangx  =  x  tanaf^r  —  f  tans: xdx 

J    cos2,r      J  J 

r 


.   dcosx 
x  tang'.r  +    |   =  x  tangx  H-  loe  cosx  H-  C. 


III.  j ' x1  cosxdx  =  x1  s'mx  —  J  s>h\xd[x'i)  —  x~  sinx  —  i  f  xsmxdx, 
J  x   smx  dx  =  —  x  cos.r  -f-  J"  cosx  dx  =r-  —  x  cos.r  +  sinx  +  C, 

d'où 

y  x2  cos  x  dx  =  (  x2  —  2  )  sin  x  -{-  2.x  cos  x  H-  C . 

IV.  L'intégration  par  parties  donne  successivement 

feax  cosbx  dx  =  —  cos  bx  H f  eax  sin  bxdx, 

J  a  aJ 

f  eax  sinbx  dx  =  —  s\\\bx  —  —  feax  cos  bxdx. 
J  a  a  J 

De  ces  deux  équations  on  tire 

feax  cos  bxdx  =  — —  (acosbx  ■+■  b  sin  bx)  -+-  C, 

J  a-  -+-  62  v  ; 

r^ax  sinèxrfe  =  — —  (a  sinô.r  —  b  cosbx\  +  C. 

§  VIII. 

DÉRIVÉES   DES    DIVERS    ORDRES   DES   FONCTIONS    d'une    SEULE    VARIABLE. 

286.  La  dérivée y'=f'(pc)  d'une  fonction y—f(x),  étant  elle- 
même  une  fonction  de  x,  a  aussi,  en  général,  une  dérivée  que  l'on 
appelle  la  dérivée  du  second  ordre  ou  la  dérivée  seconde  de  la 
fonction  proposée  f{x).  On  la  représente  par  l'un  des  symboles 

D;.j,     D*/(«),     /',    /"[*)• 
De  même, y"=f" (x),  étant  une  fonction  de  x,  a  elle-même 
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une  dérivée 

Dîy  =  D»/(*)  =f"=f"{x)  =  Bxy"  =  T>ly>, 

que  l'on  appelle  la  dérivée  du  troisième  ordre  ou  la  dérivée  troi- 
sième de  la  fonctionna:),  et  ainsi  de  suite.  On  formera  ainsi  suc- 
cessivement la  dérivée  7zieme 

On  voit,  d'après  la  manière  dont  les  dérivées  se  déduisent  les 
unes  des  autres,  que  l'on  a,  À"  étant  un  nombre  quelconque  moindre 
que  n, 

Wy  =  D*  (Dr  y)  =  Dr*  (D*>)  =  D^-e-*)  =  Dnxrky(k\ 

ce  qui  constitue  la  propriété  associative  de  l'opération  D^.  On 
voit  ainsi  que  les  opérations  de  dérivation  répétées  se  combinent 
par  la  règle  de  la  multiplication  des  puissances  d'un  monôme.  On 
peut,  pour  cette  raison,  considérer  la  dérivation  comme  une  mul- 
tiplication par  Tix. 

287.   Si  a  est  un  facteur  constant,  on  aura  évidemment 

Bnx{ay)=a.Bnxy, 

Donc  la  dérivation  et  la  multiplication  par  un  facteur  constant 
sont  deux  opérations  commutatives  entre  elles,  ce  que  l'on  exprime 
par  l'égalité  [11] 

V':  X  a  =  a  X  D*. 

Si  a  était  fonction  de  x,  cette  égalité  n'aurait  plus  lieu,  et  les  opé- 
rations Dx  et  X  ne  seraient  plus  commutatives. 
De  plus,  on  a 

D£(a  +  e  +  .  ..)  =  Dx«+D>-f- 

Donc  l'opération  D^  est  distributive  relativement  à  l'addition,  par 
rapport  à  la  quantité  qui  lui  est  soumise. 
Soit  maintenant  une  expression  de  la  forme 

X  =  aD™«-f-  &D>+..  ., 

a,  b,  ...  étant  des  quantités  quelconques,  fonctions  de  x  ou  con- 
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stantes.  On  pourra  poser 

X  =  [aBT  +  &D*  -4- .  .  .)  «  =  ?(DX)  u, 
en  définissant  la  fonction  ©  par  l'égalité 

?(t)  =at"!  -+-  btn  +  .  .  ... 

Si  l'on  remplace  maintenant  u  par  une   somme  u-\-  v  ■+-.. .,   on 
verra  immédiatement  que  l'on  a 

y(Pj.(«  +  P  +  ...)  =  f(Dx)«Tf-y(Di)»'+....1, 

c'est-à-dire  que  l'opération  çp(Dx)  est  distributive  relativement  à 
l'addition,  par  rapport  à  la  quantité  qui  lui  est  soumise. 
Si  la  somme  u-\-v-\-...  est  de  la  forme 

a,  [3,  ...  étant  des  constantes,  on  aura 

?(D,)[z(Dx)*]=?[?(D,][.z(I),)]zI 

la  combinaison  cç(Dx)  ,^(DX)   se    calculant  par  la  règle  de  la  mul- 
tiplication des  polynômes. 

Si  les  coefficients  a,   b,  ...   de   la  fonction  <p   sont  constants 
comme  ceux  de  la  fonction  %,  le  calcul  de  l'expression 

z(D«)[f(Dx)*]  =  [Z(Dx}.y(Dx)]*1 

exécuté  aussi  par  la  règle  de  la  multiplication  des  polynômes,  con- 
duira au  même  résultat  que  le  précédent.  Donc,  si  ©  et  %  sont  les 
signes  de  deux  fonctions  entières  et  rationnelles  à  coefficients 
constants,  les  deux  opérations  ©(Dx),  ^(Da-)  seront  commutatives. 
On  verrait  aisément  qu'une  opération  telle  que  ©(Dx),  où  les 
coefficients  sont  constants,  est  associative.  Elle  est  déjà  distribu- 
tive relativement  à  l'addition,  par  rapport  à  la  quantité  soumise  à 
cette  opération;  on  voit,  de  plus,  qu'elle  est  distributive,  dans  la 
combinaison  de  deux  semblables  opérations,  tant  par  rapport  au 
premier  terme  que  par  rapport  au  second,  c'est-à-dire  qu'elle  est 
complètement  distributive,  de  sorte  qu'un  produit,  tel  que 

se  calcule  par  la  règle  de  la  multiplication  des  polynômes. 
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Il  ne  faut  pas  oublier  que  la  commutativité  de  l'opération  et  ses 
conséquences  ne  subsisteraient  plus  si  les  coefficients  des  puis- 
sances de  Dx  dans  les  polynômes  cp,  %,  ...  n'étaient  pas  tous  con- 
stants. 

288.  Avant  de  nous  occuper  du  calcul  direct  des  dérivées  d'ordre 
quelconque,  présentons  quelques  remarques,  qui  seront  surtout 
utiles  lorsqu'on  devra  calculer  les  valeurs  des  diverses  dérivées, 
correspondantes  à  la  valeur  zéro  de  la  variable. 

On  appelle  fonction  paire  de  la  variables  une  fonction  qui  par- 
tage avec  les  puissances  paires  de  x  la  propriété  de  ne  pas  changer 
de  valeur  lorsqu'on  y  change  x  en  — x,  c'est-à-dire  une  fonction 
(p(x)  telle  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  x, 


On  appelle  fonction  impaire  de  x  une  fonction  qui  partage  avec 
les  puissances  impaires  de  x  la  propriété  de  prendre  une  valeur 
égale  et  de  signe  contraire,  lorsque  x  prend  une  valeur  égale  et 
de  signe  contraire,  c'est-à-dire  une  fonction  %{x)  telle  que  l'on 
ait,  quel  que  soit  x, 

(2)  x(— *)=-x(*)- 

En  différentiant  l'équation  (i),  on  a 

—  ?'{—*)  =  ?'[*)> 

donc  la  dérivée  d'une  fonction  paire  est  une  fonction  impaire.  De 
même,  on  tire  de  l'équation  (2) 

z'(—  *)  =  *'(*); 

donc  la  dérivée  d'une  fonction  impaire  est  une  fonction  paire. 

On  conclut  de  là  qu'en  général  toute  dérivée  d'ordre  I .        .  j 
1  °  (  impair  ) 

1,  o        .  .  r         .       \   paire   )  , , 

a  une  lonction  paire  est  une  fonction  {.        .     },  et  crue  toute  dé- 
fi m  paire)  l 

rivée    d'ordre     .        .       d'une  fonction   impaire  est  une  fonction 
(  impair  )  ' 

(impaire) 
(    paire    ) 

Si  une  fonction  impaire  est  continue  dans  le  voisinage  de  x=  o, 
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l'équation  (2)  donne 

x(°)=  —  x[°)i    d'où    x{°)  =  °; 

donc  une  fonction  impaire,  lorsqu'elle  est  continue  dans  le  voisi- 
nage de  x  =  o,  s'évanouit  avec  la  variable. 

Il  résulte  de  là  que  les  dérivées  d'ordre  pair  d'une  fonction  im- 
paire, ainsi  que  les  dérivées  d'ordre  impair  d'une  fonction  paire, 
lorsque  ces  dérivées  sont  continues  clans  le  voisinage  de  x  =  o, 
s'évanouissent  avec  la  variable. 
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289.  La  loi  que  suivent  les  dérivées  des  divers  ordres,  obtenues 
par  des  différentiations  successives,  est  dans  certains  cas  assez 
évidente  pour  que  l'on  puisse  poser  immédiatement  la  formule  qui 
exprime  une  dérivée  d'ordre  quelconque,  sauf  à  vérifier  par  la 
méthode  connue  la  généralité  de  cette  formule. 

Donnons  quelques  exemples  de  cette  détermination  immédiate. 

I.  Pour  y  =  x2,  on  a 

toutes  les  dérivées  d'ordre  supérieur  au  second  étant  nulles. 

II.  Pour  y  =  xm,  on  trouve  successivement 

y'  —  mx'"—1,  y=m[m — -ij-r'""-2,    ...,  j<n~>=m[m —  \)...[m — n-\-  \)x'"~n. 
Si  m  est  entier  et  positif,  on  aura,  pour  n  =  m, 

valeur  constante.  Pour  n  ^>  m,  yW  sera  nul. 

Si  m  n'est  pas  à  la  fois  entier  et  positif,  l'expression  de  y^  ne 
deviendra  jamais  constante  ni  nulle. 

Si  l'on  change  m  en  — m,  il  viendra 

_^„    1  ,         .    ni  [  m  -4-  1  ) .  . .  [m  -4-  n  —  1  ) 
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III.   Soit  y  =  log.r,  d'où  y'  =  -  ■  On  aura 


DJ.r  =  DrV=(-i)B-1 
IV.   Pour  y  =  e^,  on  a 


1.2.../? —  i 


cette  fonction  se  reproduit  indéfiniment  par  la  différentiation. 
Si  l'on  donne  la  fonction^  =  eax,  on  aura 

y'  =  aeax,     y"  =  a%  eax ',      .  .  . ,     yW  =  aneax. 
On  en  conclut,  pourj^=  ax=  e^los«? 

D"    ax=«x(los:a)". 


V.  Pour  jy  =  sin.r,  on  trouve 


y'  zzz  cos.r  =  sin  [  .r  H —  J  5     y  —  cos  I  j?  H — 


sin  [  .r  -j-  2  -  ]  > 


et  en  général 
De  même, 


D"  sin  x  =  sin  (  x  -f-  /? 


D"  eos.r  =  cos  [  .r  +  tz  - 

2 


VI.   Pour  y  =  (ax-h  b)m,  on  a 

y{n)  -m(m-i)...(m-n  +  i)fl'1(aa;4-  6  )m_n . 
En  particulier, 

Dî- 


J>1 


ax  H-  6 
I 

\J  a  x  +  & 


—  I  '  .  I  .2. .    n, 


ax-\-  b)"+1' 


•  1 .  3  .  5  . . .  f  2  n  —  1 


a  x  -+-  b 


290.  Dans  le  cas  où  la  loi  de  formation  des  dérivées  est  plus 
compliquée,  on  a  recours  à  des  procédés  généraux,  dont  nous 
allons  exposer  les  plus  simples. 
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Procédé  de  la  décomposition  en  parties.  —  La  formule  [287] 

Dnxyau  +  *p+.  .  .)  =aD>  +  èD>  H- .  . . 

donne  le  moyen  de  calculer  les  dérivées  d'une  somme,  lorsqu'on 
sait  trouver  les  dérivées  des  parties.  D'après  cela,  pour  avoir  la 
dérivée  d'ordre  n  d'une  fonction,  on  cherchera  à  décomposer  cette 
fonction  en  parties  pour  chacune  desquelles  on  sache  calculer  im- 
médiatement la  nieIue  dérivée. 

Exemples.  —  I.  La  fonction^  == est  décomposable  sous  la 

forme 

T  I  II 


21   —  X  2    I  -{-  X 


On  a,  par  conséquent  [289,  VI], 


2  I  —  X  2  I  -h  X 


I . 2 . 3  ...  n 


2 

On  a  maintenant 


L(i—  <r)'i+1        (i  +;^)/i-i-1J 


b  2       X      S  I  —  X  I  —  X-  ' 

donc,  pour  n  ^>  i, 

„ .    i      1.2.3. ..(»— i) r    »        (—  0" i 

Dnx  Arg  Th*  =  Dr ^  = - ; rjL  —  r -rr,  Y 

X        °  1—X%  2  Ll1  —  X)  (l-f-x)"J 

On  calculerait  de  même  les  dérivées  de  la  fonction 

x  II  il 


x'-  —  d"         2  x  —  a         2  x  +  a, 
et  par  suite  celles  de  la  fonction  log(x2  —  a2). 
IL  Soit,  en  posant  \J — ■  i  —  i, 


i 
J  = 


X--1-I  2!    \X  —   l  X  -+-  l 
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On  aura,  comme  dans  l'exemple  précédent,  pour  7^^>  i, 

i 


D"  arc  tanff.r  =  D"-1  - 

x-  -}-  i 


—  i 


\/2— 1 


11 


I  .  2 . 3 .  .  .  (  n 


>  +  0\T 


Pour  x  =  o  et  n  pair,  cette  expression  s'évanouit,  ce  qui  ré- 
sulte [288]  de  ce  que  arc  tango?  est  une  fonction  impaire.  Pour 
n  impair  et  =  2yy-f-i,  on  a,  pour  la  valeur  de  D/  arc  tango? 
correspondante  h  x  ■-=  o, 

I  —  2  ,  . 

.  —  .  I  .2.  .  .IV.  — — —  =     —  I  )p.l  .2.  .  .ip. 

On  trouverait  de  même  les  dérivées  de  — ;  et  de  \os:(x--\-a-). 

x-  -4-  a'2  ° v  > 

III.  Ce  procédé  peut  s'étendre  au  calcul  d'une  dérivée  d'ordre 
quelconque  de  toute  fonction  rationnelle,  une  telle  fonction  étant 
toujours,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  décomposable  en  frac- 
tions de  la  forme  -, r-r— • 

[ax  ■+-  b)11 

291.  Procédé  de  la  décomposition  en  fadeurs  :  théorème  de 
Leibnitz.  —  Au  lieu  de  décomposer  une  fonction  en  parties,  on 
peut  encore  calculer  les  dérivées  de  cette  fonction  en  la  décom- 
posant en  facteurs,  pourvu  que  l'on  sache  trouver  les  dérivées  des 
divers  ordres  de  chacun  de  ces  facteurs. 

En  différentiant  le  produit  y  —  uv,  on  trouve  successivement 

y=u'(>-huv',  y"=uv-\-iuv'^-uv\  f=  «"V-f •3«V-t-3HV/-httc/",   etc. 

Dans  toutes  ces  expressions,  on  remarque  d'abord  que  la  somme 
des  indices  de  différentiation  est  constante  pour  les  termes  de 
chaque  dérivée,  et  il  est  facile  de  voir  que  cette  loi  doit  se  main- 
tenir pour  toutes  les  dérivées  suivantes;  car  chaque  nouvelle  diffé- 
rentiation, affectant  l'un  ou  l'autre  des  deux  facteurs  de  chaque 
terme,  augmente  d'une  unité  la  somme  des  indices  de  différentia- 
tion dans  tous  les  termes  obtenus.  La  loi  des  indices  est  donc  la 
même  que  la  loi  des  exposants  dans  le  développement  de  la  puis- 
sance 
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en  ayant  soin  d'introduire,  dans  les  termes  extrêmes  un,  vn,  qui  ne 
renferment  qu'un  seul  facteur,  le  facteur  manquant  v  ou  u  à  la 
puissance  zéro,  pour  correspondre  aux  facteurs  v  ou  u  qui  ont, 
dans  les  dérivées  dey,  l'indice  de  différentiation  zéro. 

On  voit,  déplus,  que  la  loi  des  coefficients  numériques  est,  pour 
les  premières  dérivées,  la  même  que  pour  le  développement  de 
(u  -\-  v)n,  ce  qui  porte  à  penser  que  la  loi  est  générale  et  que  l'on 
a,  quel  que  soit  n, 

jW=«W^+  [n)x  «(»-!)(/+  (re)2«("-2V'4-.  .  . 
-h  [n)p  «(«-*>  pfcO  H-  ...  4-  we("), 

en  désignant,  pour  abréger,  par  (n)t,  (n)2,  ■■■',  {n)p>  •••  les  coeffi- 

,  .  .  n      n[n  —  I  )  n  { n  —  i  ) .  .  .  [n  —  p  -4-  i  ) 

cients  bmonnaux 


I  1.2  I  .2 .  .  .p 

On  s'en  assure,  en  différentiant  cette  expression  et  vérifiant,  comme 
on  le  fait  dans  la  démonstration  de  la  formule  du  binôme,  que  la 
valeur  de  j^n+i^  est  ce  que  devient  le  développement  précédent, 
lorsqu'on  y  remplace  n  par  n  -{-  i . 

On  peut  encore  obtenir  autrement  cette  loi  des  coefficients. 
Comme  elle  est  indépendante  de  la  nature  des  fonctions  n  et  v,  il 
suffit  de  calculer  ces  coefficients  pour  des  valeurs  particulières 
de  u  et  de  v.  Prenons 

u  —-  ex,      v  —  eax, 

d'où  [289] 

u(n)  =  ex^      ,.(«)  —  a.neax, 

j— e(1+a)'r,     j(")—  (i  -f-  c/.)" et1-*-*)* . 

Soient  maintenant  À0,  A;,  . ..,  An  les  coefficients  cherchés,  de 
sorte  qu'on  ait 

j(")  =  A0  uWv  +  Aj  u("-lU''  +  .  .  .  -4-  A„  m>("). 

Il  viendra,  en  vertu  des  formules  précédentes, 

(i  +  «)"<?i'1+a)-r--.-  A0ex.cax^-  A1ex.Keax-h.  .  .  -f-  Anex.v.neax 
=  (A0+  Ax  «-+-..  .4- A„aB)e(1+a)arî 

d'où  l'on  tire,  quel  que  soit  a, 

(i  -f-  «)re  =  A0  +  A1«  +  .  .  .4-  A„a". 
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L'identité  des  deux  membres  montre  que  A0,  A,,  . .  . ,  An  doivent 
être  égaux  aux  coefficients  binomiaux  relatifs  à  la  puissance  7zlème. 
Il  résulte  de  là  que  Ton  peut  écrire  la  formule  symbolique 

en  convenant  de  remplacer,  après  le  développement,  les  exposants 
par  des  indices  de  différentiation,  et  ayant  soin  de  rétablir  les  fac- 
teurs v°,  u°  dans  les  termes  u'1,  vn,  qui  deviendront  ensuite  u^v, 

Si  l'on  avait  un  produit  uvw.  '.  .  d'un  nombre  quelconque  de 
facteurs,  on  pourrait,  d'après  les  mêmes  conventions,  représenter 
symboliquement  la  nieme  dérivée  de  ce  produit  par  la  formule 

D"  («w . .  .■)  =  (  u  4-  v  +  w  + .  .  .  )n. 

292.  On  peut  déduire  de  là  l'expression  de  la  7^leme  dérivée  d'un 
quotient. 

Soit  y  =  — î  on  tire  de  là  successivement 

J        v 

u  =  vy, 

u'=p'j     +('/, 
a"  =  v  y    -+-  iv  y'  -f-  vy" , 


,(n). 


VWy 


;«)1^"-i)y  +  («)2p('i-2)j// 


vy 


(»). 


De  ces  n  -+-  i  équations  on  pourrait  déduire  successivement  les 
valeurs  des  n  -f- 1  inconnues  y,  y' ,   •  •  • ,  J 


(n) 


Mais  on  peut  aussi  obtenir  directement  la  valeur  de  y^ .  On  a 
d'abord,  pour  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  [1  11], 


pCO     («j^C'-iJ 


o 

o 

o 

o 

V 

o 

(«)2c("-2)       . 

V 

ce  qui  est  le  dénominateur  de  la  valeur  de  j^n) .  Pour  avoir  le  nu- 
mérateur, on  remplacera  les  éléments  de  la  dernière  ligne  verticale 
par  les  premiers  membres  des  équations  correspondantes,   et  l'on 
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ifin 


,,(«>      («)t  „(»-i)      («)2,-("-2) 


«(") 


Si  le  numérateur  était  constant,  =  i,  par  exemple,  ou  rempla- 
cerait dans  la  dernière  ligne  verticale  u  par  l'unité  et  tous  les  autres 

éléments  par  zéro,  ce  qui  donnerait  l'expression  de  D"  -■ 

Si  l'on  cherche  les  valeurs  des  dérivées  dey  correspondantes  à 
x  =  o,  et  si  l'on  suppose  que  u  soit  une  fonction  impaire  et  v  une 
fonction  paire  de  .r,  y  sera  une  fonction  impaire,  et  si  l'on  sup- 
pose que  v  ne  s'annule  pas  avec  .r,  les  dérivées  d'ordre  pair  de  u  et 
de  y  s'évanouiront  avec  x,  ainsi  que  les  dérivées  d'ordre  impair 
de  v.  Des  équations  précédentes  il  ne  subsistera  plus  que  celles  de 
rang  pair,  et  il  ne  restera  plus  que  les  termes  de  rang  pair  dans  les 
seconds  membres.  On  trouvera  donc  ainsi,  en  marquant  de  l'indice 
zéro  les  valeurs  des  quantités  pour  x  =  o, 


,2„  +  l,_-   

J  0  n-hl 


!3)i"ô 

;5W 


(2"+i)i<-r   (srt-t-ijaV"   "  (2«+i)5r02"- 


12/7  +  1) 

'o 


293.  Exemples.  —  I.   Soit  la  fonction 

y  =  eax u, 

La  formule  de  Leibnitz  donne 

,(«)  —  [eax+  uy,  —  aneaxu  +  („^  a»-Ie«.«^  „  +>  .  ,  +  earD"u, 

que  l'on  peut  représenter  symboliquement  par 

(i)  j(»)  —  eax[a  -hDx)"u. 

Si  l'on  considère  maintenant  l'expression  [287] 

?(ï>*)j  =  (  «o  +  «i  D*  H-  .  .  .  +  «,„  D't"  )y, 


H.  —  Cours  de  Cale,  i/i/i/i.,  I. 


i5 
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.  f  désignant  un  polynôme  rationnel  à  coefficients  constants  ou  va- 
riables, on  aura,  en  mettant  pour  les  diverses  dérivées  de  j  leurs 
valeurs  précédentes, 

rÇD^y  =  eax [a0  +  Kl(«  +  DJ  4-  .  .  .  +  «/n[a  -h Bx) '"]  u  =  eax ?{a  +  D*) u . 

Or  on  sait,  par  les  éléments  d'Algèbre,  que  si,  dans  un  polynôme 
r~(t)  de  degré  ni,  on  remplace  t  par  a-j-h,  le  développement 
prend  la  forme 

?[a  +  h)  =  ?[a)  +  ^^A  +  ...+  ^^-A«. 
i  i . 2 ...  m 

On  aura  donc  ici 

f(D.)(^»)=^«rf(«)  +  !^)D.+...+-ï!^î-nrl.. 

L  i  i  •  2 .  .  .  m  | 

II.  En  appliquant  la  formule   (i)  de  l'exemple  précédent  à  la 
fonction 

y  =  eax  cosè,r, 

il  vient  [289,  V] 

yW  —  eax\  a"  cosbx  -4-  [71)1  a"-1  b  cos  (ô.r  +  -  )  H-  .  .  . 

H-  b'1  cos  (  £  j;  H-  n  —  \     • 

Mais  on  peut  trouver  une  expression  plus  simple,  en  posant 

a  =  XcosZ,      b  =  /,  s'ml, 
ce  qui  donne 

j- '  —  eax  (  a  cos  &  x  —  b  sin & x )  =  £eaaî  cos  (  £ ,r  -+-  Z  j , 

et  en  général,  comme  on  peut  le  vérifier  aisément, 
yW  =  k"eax  cos(  bx  -+-  7^;. 

III.  Soit  r  =  tang\r.  On  tire  de  là 

j  cos.r  =  sin./', 

d'où,  en  appliquant  au  premier  membre  la  formule  de  Lcibnitz, 
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on  tire  successivement 


sin  (  x  H j=J  cos  I  x  h J  -f-  y  cos. 

sin  (  x  -4-  i  -  I  =r  cos  I  x  -h  2  -  J  4-  2  j' cos  (  .r  H J  +  y"  cos.r, 

et  ainsi  de  suite,  et  ces  formules  donneront  successivement  les  va- 
leurs de  y',  y  ",  y"',  ....  On  obtiendrait  directement  la  valeur  de 
yW  par  la  formule  du  n°  292. 

On  calculera  de  la  même  manière  les  dérivées  de  cot.r  et  celles 
des    fonctions   hyperboliques  Th.r,    Cth.r,    ainsi    que   de   sécr, 

1          1 
cosecr,  — — ?  — : 

Si  l'on  veut  avoir  les  valeurs  des  dérivées  de  ces  fonctions 
pour  x=o,  on  simplifiera  les  formules  récurrentes,  en  remar- 
quant que,  toutes  ces  fonctions  étant  impaires  (ou  paires),  leurs 
dérivées  d'ordre  pair  (ou  impair)  s'évanouissent  avec  la  variable. 
On  a,  par  exemple,  pour  y  =  tangjr, 

Jo  =  »!     Jo  —  3/o  =  —  1»     Jo  —  io.>  0  +  5Jn  =  [>      

d'où 

Jo~2»     Jo  =  l6 

IV.   Soit  j^  =  arcsinx.   La   7iieme   dérivée  j^n)    est    égale    à   la 

(72  —  j)'11"6  dérivée  de 

1  _±  _' 

j'  =  — ==  =  (it4-Jî)    -{i—xj    ". 
y  1  —  x'1 

On  aura  donc  [289,  VI] 

_l  1  _ 1  1 

y('»  =  (n-.r)    2.Dr'(l-^"2  +  («  —  ih.D.,(i-+-.rj~-.D;-3(i  —.*)"-'  + 

1 . 3 ...  f  2  ;?  —  3  ) 


-4-    — I    .   «— 1 


y'  1  —  .*" 

i2.3...f2«  —  5)    /'      1 


+  ,-.)».(.-,;,.  ■,;8,A;-('-7: 


(p)""'J 

v  +  W  IA1  — ■*v     +V>  + J     J 

(t^)4[(t^)"-M^)"1 
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Il  est  facile  de  vérifier  que,  pour  x  —  o,  les  dérivées  d'ordre  pair 
de  y  s'évanouissent. 

On  peut  encore  déterminer  les  dérivées  de  la  fonction  arcsin.r 
au  moyen  d'une  formule  récurrente.  On  a,  en  effet, 


•  =  sin/,      i  -—  y'  cosj-  =y'  \Ji — -c2,      o=y"cosy — y'-  sinjr, 


>u,  à  cause  de  çosjj^  =  \Ji  —  x-  et  de  xy' 


\/l  X1 

{l-x«-)y»-.vy'  =  o. 

En  diiférentiant  n  fois  cette  formule  au  moyen   du  théorème   de 
Leibnitz,  il  vient 

ou,  en  réduisant, 

(i  —  x2) y("+V  =  [in  -f-  i).rj<n+i)  +  n*-y("K 

En  faisante  =  o  et  supposant  n  impair,  cette  formule  devient 

J  0         —  n  J  0  > 

d'où  l'on  tire 

ï0  =  i,    y'l  =  i\    yl  =  (i.3)\      ...,     ^H-«  =  [i.3...(a/»-i)]«. 

V.  Nous  avons  déjà  obtenu,  par  décomposition,  la  7zieme  dérivée 
de  la  fonction  arctangx.  On  peut  encore  l'obtenir  comme  il  suit, 
sous  une  autre  forme.  De  x  =  tsaigy  on  tire 

dx          •  2            /             «                     ■ (       ,    w 
—  =  sec'' y,     y   =  cos2  j  =  cosj  sm  I  y  H 

y"  =y'\   —  sinj  sin  [  y  H j  -t-  cos  y  cos     rH J 


=  y  cos  (  2  j-  H —  j  =  cos-j  sina  I  y  -\ 

En  continuant  ainsi,  on  parvient,  par  induction,  à  la  formule 
yin)  =  i  .2.  .  .  [n  —  i)  .cos^j  sin/z  ( y  -i —  )  » 
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dont  on  peut  vérifier  immédiatement  la  généralité  par  la  différen- 
tiation. 

Pour  x  =  oet«  pair,  y  „"'  s'évanouit.  Pour  n  impair  el  =  ip-\~i. 

on  a 

jC0V+'>=  (_i)/>. 1.2. 3. ..(27,). 

VI.  On  peut  ramener  le  calcul  des  dérivées  de  la  fonction  — — ; 


à  celui  des  dérivées  de  la  fonction  — — — -,[290,  I],  en  écrivant 


yz=x 
d'où 


D''  — ^—  =x.T>"  — ?—  +  n.Tyi-*  — i- 


le  développement  s'arrêtant  après  le   second  terme,   à   cause   de 
D^  x  =  o. 

VII.   Soit  proposé  de  calculer  les  valeurs  des  dérivées  succes- 
sives de  la  fonction 


pour  x  =  o.  On  peut  mettre  la  relation  précédente  sous  la  forme 

(i)  x—[ex  —  i)j-, 

ce  qui  donne,  en  différentiant  n  fois, 

/    i  =  evy  -f-  (cx  —  \)r'> 
o  =  exy-+-  iex  y'  -\-  [ex —  i),.r", 
o  =  exy  H-  3exy'  -h  3exy"  4-  (e*  —  i)y'", 


o  =  exy  -+-  [7i)1  exy'  -+-  [nue* y" '  +  .  .  .  +  lex  —  i)j 


(«). 


La  résolution  de  ces  équations  fera  connaître  directement  la  valeur 
de  la  dérivée  d'ordre  quelconque y^n\  pour  une  valeur  donnée  de  x. 
Si  l'on  suppose  maintenant  x  =  o,  le  coefficient  ex — i  de  la 
plus  haute  dérivée  dans  chaque  équation  s'annule,  et  ces  équations 
déterminent  une  dérivée  de  moins.  Ainsi,  l'équation  (i)  devenant 
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identique,  c'est  la  première  équation  (2)  qui  donnera  la  valeur  de 
j0  (l),  la  seconde  celle  àey'(),  et  ainsi  de  suite. 

Remarquons,  de  plus,  que,  à  partir  de  la  seconde,  les  dérivées 

de  la  fonction  ■ — - sont  les   mêmes  que  celles  de   la   fonction 

eu —  1  x 

»    qui  est  une  fonction  paire,   et  dont  par  conséquent 


e*-  —  1         2 

[288]  toutes  les  dérivées  d'ordre  impair  s'évanouissent  avec  x. 
Donc  les  valeurs  de  y'"0,  jv0,  . . . ,  j/(02"-1  ,  •  -  •  seront  toutes  nulles, 
ce  qui  fait  disparaître  la  moitié  des  termes  dans  les  équations  (2). 

Enfin,  ces  réductions  faites,  deux  équations  consécutives,  telles 
que  la  (2tt)''"'eetla  (2/2  -+-  i)iè,ne,  contiennent  les  mêmes  inconnues, 
et  doivent,  par  suite,  être  identiques  entre  elles.  Donc  les  équa- 
tions précédentes  se  partagent  en  deux  systèmes,  équivalents 
entre  eux  et  déterminant  les  mêmes  valeurs  des  inconnues. 

En  remarquant  que  les  deux  premières  équations  (2)  donnent, 
pour  x  =  o, 

les  équations  suivantes  se  partageront  dans  les  deux  systèmes  sui- 
vants, comprenant  l'un  les  équations  de  rang  impair,  l'autre  les 
équations  de  rang  pair  : 

î  =  (3).r.. 


1  =(4)2Jo> 


,.,  a  =  (6)tj'.+-(6)4ri\ 


(2/1-2) 


n  —  1  =  ,2«j2j0+  ^j4j;;  +-.  .  .-f-  [2«Jâre_2j'0- 


(  ')  On  aurait  pu  copendanl  tirer  cette  valeur  de  l'équation  (1),  en  remarquant  que, 
pour  x  infiniment  petit,  on  a  [270]  ex  =  i-i-.i'. 
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Leurs  déterminants  respectifs  ont  pour  valeurs 

3 . 4  •  5 .  .  .  2  h 


3 . 5 . 7 . .  .  ( 2 ra  —  i)      et 


■?." 


Si  l'on  pose 

les  nombres  B|,  B3,   ...,   ainsi  obtenus,    seront   les  nombres   de 
Bernoulli,  et  l'on  trouvera  pour  leurs  valeurs 

b  3o  42  ^o  od 


DIFFÉRENTIELLES  DES  DIVERS  ORDRES  DES  FONCTIONS  d'une  SEULE 
VARIABLE.  LEUR  EMPLOI  POUR  LA  REPRÉSENTATION  DES  DÉ- 
RIVÉES. 

294.  Nous  avons  vu  [218]  qu'il  est  avantageux  de  représenter  la 
dérivée  première 

y  =  lim  — - 
J  dx 

d'une  manière  abrégée  par  sa  valeur  indéfiniment  approchée 

?  =  dP 

qui  devient  la  valeur  rigoureuse,  lorsqu'on  suppose  la  différen- 
tielle dj  réduite  à  sa  partie  principale. 

Il  y  a  le  même  avantage  à  exprimer,  à  des  quantités  près  infini- 
ment petites  par  rapport  à  celles  que  l'on  conserve,  les  dérivées 
des  divers  ordres  au  moyen  des  différentielles  des  ordres  corres- 
pondants. 

Considérons  une  fonction  y  (fig.  22),  représentée  par  l'ordon- 
née d'une  courbe  A  At  A2  A3  ....  A  partir  de  l'abscisse  x,  prenons 
des  longueurs  infiniment  petites,  toutes  égales  entre  elles,  et 
dont  nous  désignerons  la  valeur  commune  par  dx.  Soient  x, 
x  -h  dx  =  x{,  x  H-  idx  —  x-2,  •  •  •  les  abscisses  ainsi  obtenues,  et 
Y)  y\ij^i  ••■les  ordonnées  correspondantes.  Les  différences  infini- 
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menl  petites  A,  B,  A2B|,  ...,  ouj, — j  =  dj,  y2  yiz=dyi,  ... 
seront  dites  les  différentielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  y, 
correspondantes  aux  valeurs  y,  jt ,  ...   de  cette  fonction. 


Fig.    22. 


ï,  X 


On  peut  imaginer  que  le  système  des  ordonnées  consécutives 
que  l'on  compare,  et  qui  est  composé  de  parallèles  équidistantes, 
menées  à  la  distance  dx  les  unes  des  autres,  glisse  d'une  manière 
continue  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  à  parcourir  succes- 
sivement tous  les  points  de  la  courbe.  La  distance  dx  ne  chan- 
geant pas  avec  l'abscisse  x  qui  fixe  la  première  ordonnée  du  sys- 
tème et  détermine  la  position  de  l'ensemble,  on  dit  pour  cette 
raison  que  la  quantité  infiniment  petite  dx  est  constante,  en  sous- 
entendant  qu'elle  l'est  par  rapport  à  x;  en  d'autres  termes,  on 
veut  dire  par  là  que  la  distance  dx  est  la  même  pour  toutes  les  pa- 
rallèles du  système  mobile,  et  qu'elle  varie  indépendamment  de  la 
position  de  la  première  parallèle,  c'est-à-dire  indépendamment 
de  x.  Ainsi,  x  variant,  le  système  des  parallèles  se  déplace  sans 
que  dx  change;  x  restant  fixe,  et  par  suite  la  première  ordonnée 
demeurant  immobile,  les  autres  ordonnées  peuvent  se  rapprocher 
indéfiniment  de  la -première,  tout  en  restant  équidistantes  entre 
elles,  ces  deux  changements,  de  position  et  d'écartement,  s'effec- 
tuant  indépendamment  l'un  de  l'autre. 

D'après  cela,  les  différentielles  dy,  dy{,  ...  sont  des  fonctions 
des  deux  variables  indépendantes  x  et  dx,  et  elles  sont  infiniment 
petites  en  même  temps  que  dx,  quelle  que  soit  la  valeur  de  .r. 
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295.   En  prolongeant  les  cordes  AA,,  A,  A2,  . .  . ,  on  obtient  les 
différences  de  deux  accroissements  consécutifs  de  l'ordonnée, 

A2  C  =  A,  Bl  -  A,  B  =  (j2  —yx)  -  (j,  -y  )  =  d.dy, 
A3  Cj  =  A3  B2  —  A2  Bi  =  [y3  —  j2)  —  (j,  —  jt)  =  d.dyu 


que  l'on  nomme  les  différentielles  du  second  ordre  ou  les  diffé- 
rentielles secondes  de  la  fonction  y  pour  les  valeurs  y,  y,,  ... 
de  cette  fonction.  On  les  désigne  parles  notations 

d-y,     d2)\,     d^r2,      .... 

Ces  différentielles  secondes  sont,  comme  les  différentielles  pre- 
mières, des  fonctions  des  deux  variables  indépendantes  x  et  dx, 
infiniment  petites  en  même  temps  que  dx. 

Pareillement,  en  menant  A2  D  parallèle  à  CC,,  A3D(  parallèle 
à  Ci  C2,  etc.,  on  obtiendra  les  différentielles  du  troisième  ordre 
ou  différentielles  troisièmes   de  la  fonction  y,   pour   les  valeurs 

Y  y  Jty  •  •  • 

A3  D  =  d*yt  —  d\y  =  d3y,     A4  D!  =  d\r2  —  d*yx  =  &yx ,      .... 

En  menant  A3  E  parallèle  àDDj,  ...,  on  aura  les  différentielles 

quatrièmes 

A4  E  =  d'y,  —  d\y  =  d\r,      .... 

Et  ainsi  de  suite. 

296.  Théorème.  —  Soit  <p(.r,  a)  une  fonction  des  deux  varia- 
bles indépendantes  x  et  a,  continue  par  rapport  à  x  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  dans  l  intervalle  de  x0  à  X,  et  pour  toute 
valeur  de  a  voisine  de  zéro,  et  ayant  pour  toutes  ces  valeurs 
une  dérivée  finie  et  déterminée  ®x(x,  a)  par  rapport  à  x.  Si,  de 
plus,  la  fonction  <$(x,  oc)  est,  quel  que  soit  x,  infiniment  petite  en 
même  temps  que  a,  sa  dérivée  ®x  (.r,  oc)  sera  aussi,  quel  que  soit  x, 
infiniment  petite  en  même  temps  que  oc. 

En  effet,  si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  quelconque  h, 
compris  dans  l'intervalle  donné,  on  aura  [206] 

(f[x  -4-  h,  a)  —  <j>(x>  «)  =  h  •3TC-?!,-(,r'  «)■ 
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Or  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  infiniment  petit  en 
même  temps  que  a  ;  il  en  est  donc  de  même  du  second,  et,  comme 
//  est  fini,  il  faut  que  o'r(x,  a)  admette  au  moins  une  valeur 
moyenne  moindre  qu'une  quantité  donnée  quelconque  s,  pour  x 
compris  entre  x  et  x-\-h.  Or  l'intervalle  de  x  à  x  -h  h  est  une 
portion  quelconque  de  l'intervalle  donné  de  x0  à  X.  Donc  [  175j 
la  fonction  y'x(x,  a)  pourra  satisfaire,  pour  a  assez  petit,  à  l'iné- 
galité 

?'x(x,  a)<s, 

dans  tout  l'intervalle  de  x0  à  X,  c'est-à-dire  que  cette  dérivée 
sera,  comme  la  fonction  primitive  y[x,  a),  infiniment  petite 
avec  a  dans  tout  cet  intervalle. 

On  en  conclut  immédiatement  que  les  dérivées  suivantes  : 

de  la  même  fonction,  tant  qu'elles  resteront  finies  dans  l'intervalle 
donné,  seront  aussi,  quel  que  soit  x,  infiniment  petites  avec  a. 
Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  dx,  de  même  ordre  infini- 

,    .     .    ,  -,  d  ffl  (x.  Cf.)  ,...„. 

tesimal  que  a,  le  rapport  — — ?  ayant  une  limite  infiniment  pe- 
tite, sera  infiniment  petit  avec  a  et  dx,  et  par  suite  le  numérateur 
dç(x,  a)  sera  infiniment  petit  par  rapport  à  dx.  Donc  la  différen- 
tielle de  la  fonction  infiniment  petite  (o(x,  a)  est  infiniment  petite 
du  second  ordre. 

297.   Par  la  définition  même  de  la  dérivée  d'une   fonction,  la 
quantité 

est  une  fonction  des  variables  indépendantes  x  et  dx,  continue  par 
rapport  à  x  si  les  fonctions  f(x)  et  f'(x)  le  sont,  et  infiniment 
petite  en  même  temps  que  dx,  quel  que  soit  x.  Donc  ses  dérivées 
par  rapport  à  x  seront  aussi  infiniment  petites  en  même  temps  que 
dx,  et  sa  différentielle  par  rapport  à  x  sera  un  infiniment  petit  du 
second  ordre. 

Cela  posé,  on  a,  £  et£|  étant  infiniment  petits  en  même  temps 
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que  dx, 

dy  z=  y  dx  -f-  z  dx, 
dy'  =y"  d.v  -f-  Sj  d.x. 

En  différentiant  la  première  de  ces  deux  égalités,  il  vient,  dx  étant 
constant  relativement  à  x, 

<Py=  dy'dx  +  didx  =  [y"  -f-  s,  )  /.r2  +  dsdv  =y"dx*  +  [Sl  dx*  +  dzdx) . 

quantité  qui  se  compose  d'une  partie  principale  y" dx2,  qui  est 

infiniment  petite  du  second  ordre,    et   d'une  partie  secondaire 

■ ,  dx-  -+-  dzdx,  qui  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre,  et  que 

l'on  peut  représenter  par  edx2,  s  étant  infiniment  petit.  D'après 

cela,  on  a 

d*y=y"dx*+zdx\ 

d'où 

77= -y  + s» 

dx~ 

et  par  suite 

lin,  *£  =  r-. 

dxz         J 

Ainsi  la  dérivée  seconde  est  égale  à  la  limite  du  rapport  de  la  diffé- 
rentielle seconde  de  la  fonction  au  carré  de  la  différentielle  con- 
stante de  la  variable  indépendante. 

On  pourra  donc,  soit  en  sous-entendant  le  mot  limite,  soit  en 
faisant  usage  d'une  équation  imparfaite,  comme  on  l'a  déjà  fait 
pour  le  cas  de  la  dérivée  première  [218],  écrire  simplement 

dx%        J   ' 

On  a  en  même  temps,  à  un  infiniment  petit  près  du  troisième 
ordre,  l'équation  imparfaite 

d>y  =  y"dx\ 

que  l'on  peut  employer  dans  les  calculs  de  limites  de  rapports  ou 
de  sommes,  au  lieu  de  l'équation  rigoureuse 

d2y  =  [y" -h  z)dx\ 
De   cette  dernière    équation   rigoureuse    on    tire,    à   cause    de 
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cPy  =  ( dy "-h  de) dx*  =  y  '"  dx3  +  ( z' dxz  -4-  ds d.v-  ) . 

s!  étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  de  un  infiniment 
petit  du  second  ordre  [296],  l'ensemble  des  deux  derniers  termes 
formera  un  infiniment  petit  du  quatrième  ordre,  de  la  forme  edx3, 
e  étant  infiniment  petit.  Donc 

d3y=y'"dx3  +  edx3, 
d'où 

ou  simplement,  comme  ci-dessus, 

fp  y 

da*         J     ' 

et,  en  réduisant  dzj  à  sa  partie  principale, 

d3  y  =  y  '"  dx3 . 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  trouvera,  en  général, 

day  =  [yW  +  s )dx»,      lim  ~  =  y("K 

ou  simplement,  en  ne  considérant  que  la  partie  principale  de  dnj  , 

dnr 

d,i  y.  _  y(n)clxn         _  __  r(«)p 

298.   En  récapitulant  ce  qui  précède,  on  voit  que  : 
i°  dx  étant  considéré  comme  la  base  du  système  d'infiniment 
petits,  les  différentielles  successives 

dy,      d*y,      d\y dny 

sont  des  infiniment  petits  des  ordres  marqués  par  leurs  indices 
respectifs  ; 

2°  Les  dérivées 

(A)  y',     y",    y'",      ...,     jW 
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sont  les  limites  respectives  des  rapports 


dj 

cl-  y 

<P.r 

d'\r 

dx* 

dx%  " 

dx*  J 

'  '      dx" 

(B) 

en  supposant  que  l'accroissement  dx,  donné  à  la  'variable  indé- 
pendante x,  soit  constant,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  de  y  infini- 
ment voisines,  qui  servent  à  former  les  différentielles  dy,  d'2y,  ..., 
dny  répondent  à  des  valeurs  équidistantes  de  la  variable  x,  ce  qui 
peut  toujours  avoir  lieu,  lorsque  cette  variable  x  est  indépendante. 
Nous  prendrons  désormais  les  expressions  (B)  pour  représenter 
les  dérivées  (A),  soit  que  nous  supposions  le  mot  limite  sous-en- 
tendu ;  soit  que  nous  commettions  volontairement  une  erreur  infi- 
niment petite,  que  nous  savons  être  sans  influence  sur  le  résultat 
final;  soit  enfin  que  nous  convenions  de  réduire,  dans  de  pareilles 
expressions,  les  différentielles  dy,  d-y,  ...  à  leurs  parties  prin- 
cipales. 

§  X- 
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299.   Ce  que  nous  venons  d'établir  suppose  essentiellement  que 
les  différences 

Xj        x,      x2        .r15       .  .  .  ,      xn        xn_l, 

entre  les  états  successifs  de  la  variable  indépendante,  sont  égales 
entre  elles.  C'est  ce  que  nous  avons  exprimé  en  disant  que  la  dif- 
férentielle de  la  variable  indépendante  doit  être  constante,  c'est-à- 
dire  indépendante  de  x. 

Cette  condition  étant  remplie,  on  a,  par  exemple, 

,  .  lim —  hm 

n  y       X\  —  X  y  -vî  ~  rl  -rl  ~    r 

y"  —  hm  — ■ ■  =  hm ■ 

xi  —  ,r2  x{  —  x 

X%—X\       Xi  —  X 


-r,  — .r,         xl  —  x  (,)\,  —.fi)  —  {Xi  —X) 

=  hm =  lim ; — - — 

X^—X  \Xt  —  x)- 

dyy  —  dy        .,      d-  y 

=  lim rr  =  hm  -r-^  > 

\  (  xt  —  xj  dx' 

ce  qui  n'aurait  point  lieu  si  x2  —  xt  était  différent  de  xt  —  x. 
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Si  les  accroissements  successifs  de  x  n'étaient  pas  rigoureuse- 
ment égaux  entre  eux,  on  aurait  bien  encore 

;  don 

J"=/"(.r)=limg, 

c/y  C'-i) 

yi").=f(«)[x)  =lim  — — , 

c'est-à-dire  que  toutes  les  formules  où  il  n'entre  que  des  différen- 
tielles du  premier  ordre  continueraient  à  subsister;  mais  on  voit 
que  les  dernières  transformations  de  l'équation  (i),  par  exemple, 
ne  pourraient  plus  s'effectuer,  puisque  l'on  ne  pourrait  plus  substi- 
tuer x,  — x  à  x2  — X\,  et,  par  suite,  on  n'aurait  plus 

a.jr 

300.  Lorsque  n  -h  i  variables  sont  liées  par  n  relations,  de  sorte 
que  le  mode  de  "variation  de  l'une  d'elles  détermine  le  mode  de  va- 
riation de  toutes  les  autres,  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que 
l'une  de  ces  variables  croisse  par  intervalles  égaux  dans  la  forma- 
tion des  valeurs  qui  servent  à  calculer  les  différentielles  des  divers 
ordres  des  autres  variables.  Cette  variable,  que  l'on  assujettit  ainsi 
à  une  marche  qui  la  distingue  de  toutes  les  autres,  et  dont  les  ac- 
croissements ne  dépendent  ni  de  cette  variable  elle-même,  ni  des 
autres  variables,  est  dite  la  variable  indépendante. 

Considérons,  par  exemple,  deux  variables  x,y,  fonctions  toutes 
les  deux  de  la  variable  indépendante  t.  A  des  accroissements  de  t 
égaux  entre  eux  et  désignés  par  dt  correspondent  des  accroisse- 
ments de  x, 

d.r,     da-i,      ...,      ^'„_i, 

qui  ne  sont  plus  égaux  entre  eux.  On  aura,  en  effet, 

dx  =  (Dt  X  -+-  z)dt,       d.rl  =  (  D^.r,  -f-  ■1  )dt,       .... 

et  comme 

Dt  .tx  =  Dt  x  4-  D?  x .  dt  -f-  s'dt, 


CHANGEMENT    DE    LA    V.UIIABLE    INDÉPENDANTE.  a3g 

il  en  résulte 

dxï  —  dx  -+-  (D,!  x  +  s"  j  <ft-, 

quantité  qui  diffère  de  dx  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre, 
et  par  suite  d'une  quantité  comparable  à  dy\ —  djr,  et  que  nous 
désignerons  par  d-x. 

Dans  ce  cas  donc  le  produit  dy "  =  (  7  J-\-  s) dx  aura  ses  deux 
facteurs  variables,  chacun  d'une  quantité  infiniment  petite  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à  lui-même,  de  sorte  que  la  variation  de 
chacun  d'eux  entraînera  dans  le  produit  une  variation  relative  du 
premier  ordre.  En  changeant,  dans  ce  produit,  t  en  /  -h  dt ,  il 
vient,  à  des  quantités  près  du  troisième  ordre, 

dy  -4-  d- y  =  (  y  '  -+-  dy  '  -+-  s  +  ds  )  (  dx  -+-  d-  x  ) 

=  (  j'  +  s)«Zr  +  [y"  +  s'  )rfxs  H-  (/  +  s"  )^/2.r, 

d'où,  en  désignant  par  £3  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre, 

d-j •  =  y  "  dx-  -+-  y  '  d- x  -+-  s3 , 

et,  par  suite,  à  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  près, 

<f2  y  —  Y  '  d2  x        dx  d-  y  —  d\  ■  d-  x 


I    = 


dx-  dx* 


valeur  que  l'on  aurait  obtenue  en  traitant  par  les  règles  de  la  diflé- 
rentiation  [263]  le  rapport  —  »  dont  les  deux  termes  seraient  con- 
sidérés comme  variables.  On  voit  que  celte  expression  n'est  pas 

égale  à  —— -■>  lorsque  d-x  n'est  pas  nul.  Il  en  sera  de  même   des 

dx-  l  L 

ordres  suivants  y'",  rlv,    ...,  dont  les  expressions  ne  seront  plus 

d.  y     d*  y 
simplement  -—-:  — —  '    •  •    5  mais  deviendront  de  plus  en  plus  com- 
1  dx6     dx*  l  l 

pliquées. 

301.  Pour  faire  usage  de  ces  expressions,  on  divisera  les  termes 
de  chaque  fraction  par  la  puissance  de  dt  qui  correspond  à  leur 
ordre  infinitésimal,  et  l'on  changera  ainsi  les  quotients  de  diffé- 
rentielles en  quotients  de  dérivées,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
on  y  remplacera 

rfr,     d2x,      ...,     dy,     d\y,     
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respectivement  par 

Vt.rdt,      Dï.zdt-,       .  ..,      Btjd(,      D'jjdt2,      ..., 

et  Ton  divisera  les  deux  termes  par  les  puissances  de  dt  qu'ils  ren- 
ferment. On  a  ainsi,  par  exemple, 

„  _  T>tx.Bfj~Bty.Bfx 

expression  que  l'on  aurait  pu  obtenir  en  cherchant  la  dérivée  par 

rapport  à  t  de  y'  =■  =-—*  et  la  divisant  par  D^o:  [252]. 

On  voit,  d'après  la  manière  dont  nous  calculons  ces  expressions 
générales  des  dérivées  ~Dxy,  Dl  y,  ...  de  y,  prises  par  rapport  à  x 
considérée  comme  variable  indépendante,  que  ces  expressions  au 
moyen  de  Df  x,  D2tx,  . . .,  D^,  D^,  ...  ne  dépendent  nullement 
du  mode  particulier  de  liaison  des  variables  x,  y,  t. 

302.  Au  lieu  d'employer  les  formules  développées  comme  celles 
du  numéro  précédent,  il  est  plus  simple,  lorsqu'on  veut  passer  du 
cas  de  x  variable  indépendante  au  cas  d'une  variable  indépendante 
quelconque,  de  remplacer  les  expressions  dey", y'",  ...  au  moyen 
des  différentielles  de  y  d'ordres  supérieurs  au  premier  par  des  ex- 
pressions qui  ne  renferment  que  des  différentielles  du  premier 
ordre.  On  aura  ainsi 

d± 

dy  dx 

„        dy'         C  dx  ...        dr"        C   ~dr~ 


y  —  ./„  —  ,i„  t   y  — 


dx  dx  dx  dx 

expressions  qui  ne  dépendent  plus  [299]  du  choix  de  la  variable 
indépendante. 

Dans  la  pratique,  pour  calculer  les  dérivées  successives  j  ',   )  ", 
y1",  ...  au  moyen  des  relations 

x  =  ?{t),     jr  =  z(t), 
on  calculera  d'abord  les  différentielles 

dr  =  *'(t)dt,     dj  =-/(t)dt, 
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d'où  l'on  tire,  par  division, 


d*  —  J[t\    Xv[t> 


On  a  ensuite 


et  ainsi  de  suite. 

303.  Si,  au  lieu  de  x,  on  prend  pour  nouvelle  variable  indépen- 
dante une  fonction  linéaire  de  x, 

t  =  ax  -+-  b, 

on  voit  que,  si  l'une  des  variables  x,  t  croît  par  intervalles  égaux, 
l'autre  croîtra  aussi  par  intervalles  égaux.  Donc  les  valeurs  y,  y{ , 
y2,  ...,  qui  correspondaient  aux  valeurs  x,  x  -f-  rlx,  x-\-  zdx,  . . . 
de  l'ancienne  variable  indépendante,  seront  les  mêmes  que  celles 
qui  correspondront  aux  valeurs  t,  1 -+-  dt,  t  -f-  idt,  ...  de  la  nou- 
velle variable  indépendante.  Donc  les  valeurs  de  dy,  d'-y,  d'Ay:  . . . 
seront  les  mêmes  dans  les  deux  cas.  On  aura  donc  généralement 

d"  y  d"  r  1 

tJ  dta         a"dx"        a'1     x"  ' 

et,  par  suite, 

En  particulier,  pour 


on  aura 


a  =  i,      t  =  x  -+-  b, 

301.  Exemples.  —  I.  Transformer  l'expression 

d\T        fclxY2 
dx*  ~*~\dx')   ' 

en  prenant  y  au  lieu  de  x  pour  variable  indépendante. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  I.  IO 
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On  aura,  en  considérant  maintenant  dy  comme  constant, 

i        dy  dy  d1  x 

d.r      dr.  dxà 

L'expression  proposée  prendra  donc  la  forme 

dy  (  dr  dy  —  rf2  x  )         x  —  x" 
~dxA  ~  x'6       ' 

dx     d~  x 
en  désignant  par  x ,  x"  les  nouvelles  dérivées  —•>  —-—■ 
°  1  dy    dy 

IL  Trouver  ce  que  devient  -r-^i  lorsqu'on  prend  pour  nouvelle 
variable  indépendante  la  quantité 

t  =  x  -+-  .tr. 

d'*  y  i         dy 

On  mettra  d'abord  — =-  sous  la  forme  —d—'  On  a  maintenant 

dx"  dx       dx 

dt  =  (  i  -+-  1  x  )  rf,r, 
d'où 

d>'        i  \  df         icfy  7     dy  dy 


d'où  l'on  tire,  en  divisant  par  <:7.r,  l'expression  transformée 

^         v  y     <fr2  dt         x  '   df 

III.   On  veut  prendre  pour  variable  indépendante  la  quantité  s, 
dont  la  différentielle  est  donnée  par  l'équation 

ds  =  \Jdxl  -+-  dy'. 

La  valeur  de 

dxd~  y  —  dyd^x 

y  = — '  /  a  ' — 

devient,  en  ayant  égard  à  la  condition 

rZ2Ap  =  o,      ou     dxd2x  -+-  djcPy  =  o, 

et  éliminant  f/x  et  rf2.r, 

„ ._  d^.rf».y  -4-  r()'2r/2,)-  _  tf.v2r/2r 


r/.r4  "  (<fr2  —  rf/a; 
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ou  encore 

ds- 


u  après  cela,  1  expression  p  =  devient 

1  J    dx6 


I         dr* 

, 4    '    i J 

dssjds1  —  dy-         y  ds1 

ds1 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  x  et  y  soient  les  coordonnées 
de  la  cycloïde, 

x  =  a  (  t  —  sin  t  ) ,      j  =  a  (  i  —  cos  ?  )  =  2  a  sin2  —  /, 

on  aura 

<7,r  =  adtii  —  cos  t  ) ,      <-Zj -  —  «  <fr  sin  £, 
d'où 

d  r  i 


<7.y  =  adt  1/2(1  —  cos/; )  =  2 «  sin  —  £,        —  =  cos  -  £, 

N  y  1  ds  2 

3<r(r  1    .    1      7       <^2.r  t  ,     .    x  fô — 

a  — -  = sin  —  t.  at,      ——-  =  —  -. —  •>      0  =  A  a  sui  —  t  =  i/o  «  y 

^/a-  2         2  <-/.v-  4  a  r  2  >       J 


■§XI. 

DIFFÉRENTIELLES  ET  DÉRIVÉES  PARTIELLES,  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES 
DES  DIVERS  ORDRES  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉ- 
PENDANTES. 

305.  Soit  z  =f(x,  y)  une  fonction  des  deux  variables  indé- 
pendantes x  et  y.  Si  l'on  n'y  fait  d'abord  varier  que  x,  en  laissant 
y  constant,  on  se  trouvera  dans  le  cas  des  fonctions  d'une  seule 
variable,  et  en  supposant,  comme  au  n°  297,  dx  constant,  on  for- 
mera les  différentielles  partielles  des  divers  ordres  de  z  par  rapport 

à  x, 

dx  -,      dx .  dx  z  =  d%  z,      dx .  d'x  z  =  dîz,       .... 

En  divisant  ces  différentielles  parles  puissances  correspondantes 
de  dx,  et  adoptant  pour  les  dérivées  partielles  de   tous  les  ordres 

16. 
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la  même  notation  que  pour  celles  du  premier  ordre  [224],  on  for- 
mera les  expressions 

dxz dz  dlz d- z  d%z d3z 

dx  dx  dx-         <9.r2  dx%         dx6 

que  l'on  peut  remplacer  aussi  par 

Dxz,  D'à,  T>$z,    ..., 

lorsque  cette  notation  ne  présente  pas  d'équivoque. 

De  même,  si  l'on  ne  fait  varier  quej^,  en  supposant  x  constant, 
et  faisant  croître  y  par  degrés  égaux,  on  obtiendra  les  différen- 
tielles partielles  des  divers  ordres 

Cl  y      3,  Cl  y    ,J,  Cl    y    i.  ,  .       .       .     , 

puis  les  dérivées  partielles  correspondantes 

,.     dYz        dz  dlz        d^z  «, 

306.  Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  varier  successive- 
ment les  deux  variables,  d'abord  x  par  exemple,  puisjy.  En  faisant 
croître  x  de  dx,  z  croîtra  de 

dxz=f[x-hdx,  y)  —f[-r.,y). 

Si  actuellement,  dans  cette  fonction  des  variables  indépendantes 
x,  y,  dx,  on  fait  croître  j'  de  dy,  dxz  croîtra  de 

dy  [dx  z)  —f{x  +  dx,  y  +  dy)  —  /(.r,  y  +  dy) 
—  [f[.v  +  dx,y)  —f[x,y]\. 

Si  l'on  avait  commencé  par  faire  varier  y,  puis  x,  la  valeur  que 
l'on  aurait  trouvée  pour  dx(dyz)  aurait  été  identique  avec  la  pré- 
cédente. Donc  on  aura  rigoureusement 

dx(dyz)=dy(dxz). 

Donc  l'opération  de  la  combinaison  des  différentiations  dx,  dy,  par 
rapport  à  deux  variables  indépendantes,  est  commutative.  De  plus 
elle  est  associative  ;  car,  pour  obtenir  la  différentielle  dz  de  l'expres- 
sion dy(dxu),  il  faut  différenlier  dxu  par  rapport  à  y,  puis  par 
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rapport  à  z,  c'est-à-dire  lui  faire  subir  l'opération  dz  cl  y,  de  sorte 
que 


d.[dydxu)  =  d.dy  [dx  u), 

ce  qui  donne  la  propriété  associative 

dz{dYdx)  =  [d,dy)dx. 

11  résulte  de  là  que  les  opérations  de  différentiation  par  rapport  à 
deux  ou  à  plusieurs  variables  indépendantes  se  combinent  entre 
elles  suivant  les  règles  de  la  multiplication  des  monômes  ;  de  sorte 
que  l'on  peut,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes 
et  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs,  transposer  ceux-ci  d'une 
manière  quelconque  et  remplacer  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
égaux  par  une  puissance  de  l'un  deux. 

307.   On  a  maintenant  [225] 
s  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  dx,  d'où 

a,  (dt      \ 

dy  dxz=Uy-^-h  dyz\  dx  =  \  — -  H-  s' J  dydx  +  dy  s  d.r, 

t'  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  dy,  et  dye  étant  infi- 
niment petit  de  l'ordre  du  produit  dydx  [296].  En  divisant  donc 
par  dydx,  on  aura 

d  — 

dydx  dy 

i 
On  trouverait  de  la  même  manière 

d:— 

dxdYz  dy 

hm  =  ——  • 

dx  dy  dx 

Or,  les  deux  expressions 

dY  dx  z        dx  dy  z 
dydx  dxdy 
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étant  rigoureusement  égales,  leurs  limites  aussi  seront  rigoureuse- 
ment égales  ;  de  sorte  que  l'on  aura 


O.Z 

.dz 

~éy 

àx 

ou, 

ce 

qui 

est 

la 

même 

cho 

se, 
Vxz 

=  D.CD} 

Donc  la  combinaison  des  opérations  de  dérivation  ~DX,  Dy.  par  rap- 
port à  des  variables  indépendantes  est  commutative  comme  la 
combinaison  des  différentiations  correspondantes.  La  dérivation 
est  aussi  associative,  comme  la  différentiation.  Donc  les  dérivations 
successives  opéi^ées  sur  une  même  fonction  se  combinent  d'après 
une  règle  entièrement  identique  à  celle  de  la  multiplication  des 
monômes. 

308.   Une  expression  de  la  forme 


a. 


d^d;.  ..u  +  &d.;"'d;..  .  .a  -+- 

ii  étant  une  fonction  des  variables  indépendantes  x,  y,  ...,  pourra 
se  représenter  symboliquement  sous  la  forme 

?[BX,  D,.,  ..,)«, 

le  signe  d'opération  ce  indiquant  le  polynôme 

f(T>x,  D,.,   .  .  .)  =  aBi  Df .  .  .  H-  bT)'"D'*.  ..  +  .... 

Si  l'on  désigne  par  y  un  autre  signe  d'opération  analogue 

/JB,,  D,,  .  .  .)  =«D;D;;.  .  .-v/3D£D;..  ..  +  ..., 

on  verra,  comme  au  n°  287,  que,  si  les  coefficients  a,  (3,  .  . .  sont 
constants,  la  combinaison  des  opérations  ç>  et  y.,  c'est-à-dire  le 
calcul  çle  l'expression 

?(D„  Dv,  ...)[/.(D,,  D,,  ...')«] 
s'opérera  par  la  règle  de  la  multiplication  des  polynômes. 
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De  plus,  si  le  premier  polynôme  ©  a  aussi  ses  coefficients  a,  b,  ... 
constants,  les  deux  opérations  <p  et  %  seront  commutatives. 

Enfin,  si  l'on  a  plusieurs  opérations  successives  exprimées  par 
des  polynômes  en  D^,  T>r,  ...  à  coefficients  constants,  leur  com- 
binaison sera  associative  et  jouira  ainsi  de  toutes  les  propriétés  de 
la  multiplication  algébrique  des  polynômes. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  polynômes  formés  avec  les  signes 
de  dérivation  D^,  Dr,  ...  s'applique,  sans  aucun  changement,  aux 
polynômes  formés  d'une  manière  analogue  avec  les  signes  de  diffé- 
rentiation  partielle  dx,  dr,  .... 

309.  En  particulier,  nous  avons  vu  [230]  que  la  différentielle 
totale  d'une  fonction  u  =  f(x, y,  z,  ...)  de  plusieurs  variables 
indépendantes  x,  y,  z,  .  .  .  est  donnée  par  la  formule 

àu  ,         au  1 

du  =  dv  u  -+-  avu  -\-  .  .  .  =  -  —  dx  -\ — — -  di  -\-  .  .    , 
x  Y  d.K  dj  " 

en  ne  tenant  pas  compte  des  infiniment  petits  du  second  ordre. 
D'après  cela,  l'opération  indiquée  par  la  caractéristique  d  peut 
être  représentée  symboliquement  par  l'équation 

d=dx  -f-  dy  -f- .  . '. .=  d.r~Dx  -+-  djDy  -:-.... 

Elle  rentre  donc  dans  la  classe  de  celles  que  nous  avons  considé- 
rées dans  le  numéro  précédent. 

Or  du  est  une  fonction  des  variables  oc,  y,  ...  et  des  constantes 
dx,  dy,  ....  On  peut  donc  chercher,  comme  pour  u,  sa  différen- 
tielle totale,  qui  sera  [308] 

d. du  =  d2u  =  [dx  -h  dy  -f- .  .  .  )  [dx  -h  dy  -+- .  .  .)u  =  [dx  -+-  dy  -f- .  .  .  )-  u, 

ou,  sous  une  autre  forme, 

d-  u  —  ( dxDA.  -+-  dj  D,  +  .     .  )  (  d.rDx  -+-  dj  D,  -+-...)« 
=  [dxDx-hdjT>t ,-h.  .  .fu. 

On  pourra  calculer  de  même  les  différentielles  totales  du  troi- 
sième, du  quatrième,  ...,  du  jiième  ordre,  et  l'on  aura  généralement 

d"  u  =  [dx  -f-  dy  -f-  .  .  .  )"  u  =  (dxT>x  H-  dyî),  -I-  .  .  .  )*«, 
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la  puissance  7^leme  du  polynôme  symbolique  dx  ■+-  d y  -+- .  .  . ,  ou 
dxT>x  -+-  dyDr  H-  ...  se  calculant  par  les  règles  ordinaires  de  l'Al- 
gèbre. 

Remarquons  que  ces  formules  supposent  essentiellement  les 
différentielles  dx,  dy,  .  .  .  constantes,  et,  par  suite,  les  variables 
x,  y,  ...  indépendantes  entre  elles.  S'il  en  était  autrement,  les 
différentielles  totales  d'ordre  supérieur  au  premier  contiendraient, 
outre  les  termes  donnés  par  la  formule  précédente,  d'autres  termes 
provenant  de  la  variation  de  dx,  dy,  .... 

310.   On    peut    encore    mettre    les    différentielles    totales    du, 
d-u,  .  .  .  sous  une  autre  forme,  qui  nous  sera  utile  par  la  suite. 
Considérons  la  fonction 

F(«)  =/(.*  +  «dx,  J+  «.dy,   ...), 
qui,  pour  a  =  o  eta=  i,  devient  respectivement 

F(0)=/(.r,j,    ...),      F{l)  =/{x  +  dx,  y +  dy,    ...). 

On  a,  en  différentiant  par  rapport  à  la  variable  indépendante  a, 

F'    a    =  /'  [x  +  «  dx) .  — X- 1  -+- .  .  . 

(l)  j       V  ■'  à«. 

[  =  f'(x-h  v.dx)dx  -+-  /'  (  y  +  «dy  )dy  +  .  . .. , 

d'où,  en  faisant  a  =  o, 

(a)  Y<  [o)=f  [x)dv  +f  [y)dy  +  .  .  .=  df{x,y,  ...). 

Donc,  pour  avoir  la  différentielle  totale  d'une  fonction  (réduite  à 
sa  partie  principale),  il  faut  augmenter  dans  cette  fonction  x  de 
adx, y  de  ady,  etc.;  puis  différentier  le  résultat  par  rapport  à  oc, 
et  faire,  après  la  différentiation,  a  =  o. 

Pour  obtenir  d-u,  il  faut  appliquer  la  règle  précédente  à  la  va- 
leur de  du  donnée  par  l'équation  (2),  ce  qui  donne  l'équation  (1). 
En  différentiant  par  rapport  à  a,  ce  qui  donne  F"{a),  puis  faisant 

a  =  o,  on  trouve 

F"(o)=rf2«. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  obtiendra  généralement 

F(")fo)  —dnu. 
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311.   Soient 


» 


3rn==Jn\xli    •  •  -i  -rn  ) 


a  fonctions  données  des  n  variables  indépendantes  xt,  •  ..,  xn. 
Ces  fonctions  seront  dites  indépendantes  entre  elles,  si  les  équa- 
tions (i)  qui  les  définissent  peuvent  être  résolues  par  rapport  aux 
variables  x,,  . ..,  x/n  ou  du  moins  si  l'on  peut  assigner,  pour  tout 
système  de  valeurs  données  de  y1?  .  .  . ,  yn,  un  ou  plusieurs  sys- 
tèmes déterminés  de  valeurs  dexi,  .  . . ,  xn,  de  telle  sorte  que  ces 
dernières  variables  puissent,  à  leur  tour,  être  considérées  comme 
des  fonctions  des  variables  jr,,  .  .  . ,  y~n,  celles-ci  jouant  le  rôle  de 
variables  indépendantes. 

312.  Si  les  valeurs  de  X\,  .  .  .,  xn  sont  déterminées  par  celles 
àeji,  .  .  . ,  jr„,  leurs  différentielles  seront  déterminées  aussi  au 
moyen  dej'i,  ...,yn  et  de  leurs  différentielles.  Donc  les  équations 


dy 


dx.x 


da 


+    V±dr 


dfn=  -r—dxi  4- 
(Jxi 


.  -+•  — -  dx, 


pourront  être  résolues  par  rapport  à  dxf,  .  .  .,  dxn,  ce  qui  exige 
que  leur  déterminant 

M      ...      A 

A     ...     (}Ll 

ne  soit  pas  nul. 

Ce  déterminant,  dont  les  éléments  sont  les  dérivées  partielles 
des  n  fonctions/*, ,  .  .  . ,  fn  par  rapport  aux  n  variables  xt,  .  .  . ,  x„ 
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dont  ces  fonctions  dépendent,  s'appelle  le  déterminant  fonctionnel 
de  ce  système  de  fonctions.  Nous  le  désignerons  d'une  manière 
plus  abrégée  par  la  notation 


2J 


R  = 


<*(/,. 


J h  , 


d(. 


Nous  dirons  donc  que,  si  les  n  fonctions  f,  ...,f,  sont  indé- 
pendantes entre  elles,  leur  déterminant  fonctionnel  ri  est  pas  nul. 
Nous  démontrerons  tout  à  l'heure  que  cette  dernière  condition 
n'est  pas  seulement  nécessaire  pour  l'indépendance  des  fonctions 
f,,   ...  i  fm  mais  encore  qu'elle  est  suffisante. 

313.  Si,  au  lieu  d'être  données  explicitement  par  des  équations 
résolues  comme  les  équations  (i),  les  fonctions  ri  >  ...,rn  sonl 
données  implicitement  par  des  équations  non  résolues 


(3; 


"»,   y  H   •  ■  -i  Xn)  =°> 


on  pourra  exprimer  le  déterminant  R  au  moyen  des  dérivées  par- 
tielles des  fonctions  F|,  .  . .,  F„.  On  a,  en  effet,  i  et  k  étant  deux 
nombres  quelconques  pris  dans  la  suite  1,  2,  ...,//, 


àxk 


-!-...+ 


d¥f  dyH 
àxn  fa'k 


Or  le  déterminant 


des  éléments 


est  égal  [148]  au  produit  des  deux  déterminants 


l.lii)     1 
0  \ 


V" 
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la  formule 


d.T, 


\" 


d.T  y 


dF* 
d.x„ 


d.rk 

dxn 


à>'„ 


d.v„ 


ou 


(4: 


i  )"  — — - 
1    d  *<, 


,,Fn)  _d[Fi, 


à[yi< 


Xn 


à  [TU    ■  ■  ■■>  Xn)     à[xi -T-n) 

d[F^  ..._,_F„) 

à  [ri,  -  •  •>  yn 


•R, 


d'où  l'on  tire  la  valeur  du  déterminant  cherché  R. 
Pour  n  =  i ,  cette  formule  devient 

d¥i  e)Fj  d) -, 

ôxy        dji  dxt 

ce  qui  donne  la  formule  connue  [254]  pour  la  différentiation  d'une 
fonction  implicite. 

314.   Si  l'on  considérait  les  équations  (3)  comme  déterminant 

les  n  quantités  x,,  . . . ,  xn  en  fonction  de  7 ,  ya,  on  aurait 

de  la  même  manière 


<?(F„     ..,  F„)  =  ^(F,,     .  .  ,  Fj'.dfà, 

à  [ri,    ■  ,  Xn)      dUu  ...,xH)  d[n, 


1  •'-ni 

1X11) 


De  cette  équation  et  de  l'équation  (4)  on  tire 

(5) 


à{Xx-    ■  ■  -,  Xn)  _  à[xx,    ■  .  .,  .r„  ) 
Ô[xu   .  .  .,  xn)    d(n,    •  ■  •  ,J«) 


formule  qui  correspond  à  la  formule  de  la  différentiation  des  fonc- 
tions inverses  [251],  dans  le  cas  d'une  seule  variable  indépendante. 
On  peut  encore  démontrer  directement  cette  formule,  en  diffé- 
rentiant  les  équations  (1)  par  rapport   à  j  1 .  .  .  .,  r,,,  considérées 
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comme  les  nouvelles  variables  indépendantes,   dont  xir  ...,  xn 
sont  des  fonctions.  On  a  ainsi 


..+ 


à.Yj   d.rn 


le  premier  membre  étant  égal  à  i  ou  à  zéro,  suivant  que  les  in- 
dices i  et  J\  sont  égaux  ou  inégaux.  Le  déterminant  des  premiers 
membres  se  réduisant  à  son  terme  principal  i,  on  a  immédiate- 
ment la  formule  (5). 

315.   Supposons  maintenant  que  l'on  ait  n  -+-  p  fonctions 

Xl»     •  •  •  i    Jni     •  •  •  j   Jn+pi 

données  en  x{,  .  .  . ,  xa  par  les  n  -f- p  équations 

m  [•rii  •  •  •  i  xni  y  ii  •  •  •  i  y  ni  •  •  •  j  y?i+p)  ==  °  ■> 


n+ p  [  •*■  i  > 


■rm   y  11    •  •  - 1  J ni 


On  veut  calculer,  au  moyen  de  ces  équations,  le  déterminant  fonc 
lionnel  (2)  des  n  premières  fonctions  yt,  .  .  . , yn. 
On  a,  en  différentiant  les  n  -\- p  équations  (6), 


dFf  _  dFj  dyA 
à*k  ~  dji  d.r,. 


dF;     ôrn+„ 


Ôfn+p      Ô.r,, 

les  indices  i  et  À~  prenant  les  valeurs 

i  =  1,  2,    .  .  .,  n  +/»,     et     £  =  1,  2,    .. 
Le  produit  des  déterminants 


djri 

0F„. 


dy, 


àyn+ 


R 


d.ry 

ày„ 

ô.r, 

dyt 

àyn 

d.rn 

dx„ 

de  degrés  différents  n  -+-  p  et  n,  s'obtient  [151]  en  mettant  R  sous 
la  forme  d'un  déterminant  de  degré  n  -h  p  [113],  ce  qui  se  fera  en 
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l'écrivant  ainsi  : 


R  = 


an 
d.xn 

o 


àjn     dyn+ 

Ô.r„         d.T„ 


dxv 


les  éléments  des  p  dernières  lignes  étant  nuls,  sauf  ceux  de  la  dia- 
gonale, qui  sont  égaux  à  l'unité.  Pour  h :û  n,  l'élément  c{£  du  pro- 
dF, 


duit  est  égal  à 

m  -  i    •    <  ^F'- 

cy1  se  réduit  a  -r — 

Â  àfk 


a  pour  valeur 


Ôxk 


-,  en  vertu  de  l'équation  (7).   Pour  k^>n, 


Donc  le  produit  des  deux  déterminants, 
P  =  Q.R, 


dF, 

dF, 

dFt 

fJF, 

dxi 

dxn 

àfn+\ 

àfn+j. 

0F„+p 

àFn+p 

àFn+p 

àF„+P 

d.xv 

dxn 

àfn+l 

àj>t+P 

d 

Vu 

•  •  •  '  * "+p 

d[-vl,    '  •  •  1  xnt  Jn+\i    '  •  •  1  X 


et  l'on  en  tire  R  = 


316.  Si  l'on  suppose  les  variables  xh  .  . . ,  xn  indépendantes, 
il  faut  que  les  équations  (3)  qui  les  lient  aux  variables y{ ,  .  .  . , yn 
soient  telles  qu'on  n'en  puisse  tirer,  par  l'élimination,  aucune 
relation  non  identique  entre  les  seules  variables  xt:  .  .  . ,  xn,  et  ne 
contenant  plus  aucune  des  variables y{ ,  .  .  • ,  yn. 

De  même,  pour  que  l'on  puisse  remplacer  les  variables  x)r  . ..,  xn 
par  les  variables  jy"i,  . . . ,  yn,  qui  en  sont  des  fonctions,  il  faut  que 
ces  fonctions  soient  indépendantes  entre  elles,  c'est-à-dire  qu'on 
ne  puisse  tirer  des  équations  (3)  ou  (1),  par  élimination,  aucune 
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relation  non  identique  entre  les  seules  variables   )  i )/,,   ne 

con tenant  plus  aucune  «les  variables  X\ <v 

Nous  allons  démontrer  crue,  pour  que  les  fonctions  y  < »  „ 

soient  indépendantes  entre  elles,  il  faut  et  il  suffît  que  leur  déter- 
minant fonctionnel  (a)  ne  soil  pas  identiquement  nul. 

Supposons  que  «les  équations  (3)  ou  [\)  on  ail  tiré  la  valeur 

.•  i      vi  [$u  •  ■  •  i  ■'',■!  ! 

de  lune  des  variables  t|,  ....  );/.  et  soil  X\  une  des  variables 
,i'i (7/i  contenues  dans  cette  expression.  Résolvons  cette  équa- 
tion par  rapport  à.i'i.ei  substituons  la  valeur  obtenue,  en  fonction 

deti..!'.., cH,  dans  les  n      i  équations  restantes.  Les  exprès 

sions  de  Ta,  l'a ^seront   <\^^  fonctions  de   )i..t.< r„. 

Soil  x$  une  des  variables  x  contenues  dans  L'expression  de  y*\  ré- 
solvons l'équation  i-     .- a'.jp  i,  .r.j,  ....  .r„)  par  rapport  à  .r;,  et 

substituons  la  valeur  obtenue  en  )  i,  y%,  .r:l v„  dans  les  //  —  a 

équations  restantes,  dont  chacune  devra  contenir,  après  la  substi- 
tution, quelqu  une  des  quantités  x$ v„.  Soil  .r;(  une  des  va- 
riables x  contenues  dans  l'expression  de  i  ;!      Pa(  >  i .  )  a,  x$ i?fl). 

Résolvons  cette  équation  par  rapport  à  .r:1,  et  portons,  dans  les 
//  —  3  équations   restantes,  la  valeur  obtenue  en  fonction  de  )t. 

'  ■••   '  ;•  X,\ r„.  El  ainsi  de  suite. 

Si   les   fonctions   t, yn  sonl   toutes  indépendantes  entre 

elles,  on  devra  pouvoir  continuer  cette  transformation  successive 
des  équations  (i),  de  manière  que  la  dernière  équation  transfor- 
mée contienne  encore  .t'/;,  de  sorte  que  l'on  pourra  remplacer  les 

équal  ions  f  i  J  par  les  sm\  antes  : 

l  7a      =  ?s      i.'o  ^ai   •  ■  •  '  xn  )i 

'   .>':<  H        (j  I-.'   •■    *8i    • 


f8 


/;    • 


.'';:  -I  'r1/:-!;.1!'    •   •  •  •  .  * '/;     :<•'"/;      I'   •''//'< 

',   .'  ■;  \.'  li     •  •  •  '  .''h—  I'  •'"«  ;■ 

Réciproquement,  si  cette  transformation   peut  s  effectuer,  Les 

équations   seront    résolubles  par  rapport    à  .r,,,  .r„_( r,. 

puisque  la  n     *  contient  .rtl.  la  (// —  i  V'""'  .r„_i la  première  X\ , 

et  que  les  substitutions  successives  des  valeurs  de  .r,.,.,  .!*„_(, c< 


ih:ti:hm  i  n  \  vi  s    CONOTIONNKM».  >  >'• 

ne  peuvent  faire  disparaître  toutes  les  variables  h  K«>  puisque 

chaque  substitution  de  la  valeur  d'une  quantité  *  /.  introduit  'lui, 
la  (li  i)  équation  une  variable  i  /,  qui  n'y  étail  pas  contenue) 
ci  ijin  n  en  peut  disparaître^  parce  qu  clic  n  csl  amenée  que  par  la 
seule  variable x^  qui  la  contient  certainement ■  I  )<>n<  L  élimination  <!<• 
//  i  quelconques  des  variables  X\ ,  ...,,<„  u<-  fail  pas-disparaîtrc 
lu  //.""";  (loin  le  ,  loi  ici  ion  ,;,,... ,  yn  sont  indépendantes  entre  cl  h 

Cela  posé)  en  dillércntiant  les  équations  (''>),  on  en   lire  des 
<'iin;ii ions  de  la  forme 


0  i  ,         d<fi    Ôi  y  , 


UV/     ,  .  ,  .  O'ji/  ,  .  .  , 

Olant   nul    i>our  /■         l.   cl.  nui     ii'iin      /      /         )\\     ,,      loin      I> 

1  '>.//       '       y 


équations 


(ht    ÙY\  ôf» 

o  i  » 

<)ji  '>;>,   'h,     t    <h . 

? 

(>fl  <>■'/-.    ">  ,      :     >',  , 


<>:r,  <>'i 


ih  ,    ,      n  <  |  i)  >  | 


<!■,,        O,,     | 


<>■, 


'h,       Or,  ■    ,  <;,, 


&  • 


();» 


^    Or, 


o-,,       o    ,  <l    , 
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àfn  ày-i 


d'j>n    àrn-i       ày^ 


d.r„ 


dj,,  d.xn_1 

àfn  àji 
àji  d.rn 


àf„      àXn^i  dfn 

-\ ^ 5 


Ôjn-i    à^n-i      '      àxn_y 

àfn    à.rn.-i    ,    àyn 


Ôfn-l      àxn  <jxn 

On  conclut  de  là  que  le  déterminant  des  premiers  membres, 


àfx 
dxx 


àf\          àfx 

d^/_!      dxL 

àfi-i       àfj- 

OX; 


à^ 
àxn 

àfi-x 
àxn 

dft 


àfn 

àx„ 


àf\  àfi 
dx^  d.r. 


est  égal  au  produit  des  deux  déterminants 


I 

O 

O 

O 

àfï 

àj\ 

I 

• 

o 

o 

àft 
à.n 

— 

d9i 

àj~2 

I 

0 

_   àfn 

àfn 

àfn 

I 

et 


àji  ày2 


àji 
dxt 

àjj_ 

àxtl 


àji 


àr„ 

ôx, 

àyn 

àx„ 


=  R; 


donc 

(9) 


_  dft  df*_         dfn 

ÔXx  dx,  ôxn 
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Or  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  fonctions 
jTi,  . .  .,Jn  soient  indépendantes  entre  elles,  c'est  que  chaque  fonc- 
tion çpj  contienne  la  variable  Xi,  et,  par  suite,  qu'aucune  des  quan- 
tités -r-^s  •  •  •  1  -v-^  ne  soit  nulle.  Donc  cette  condition  revient  à  dire 
dxt  oxn 

qu'il  faut  et  qu'il  suffît  que  le  déterminant  R  des  fonctions^,,  ..., 
yn  ne  soit  pas  nul. 

317.   Exemples.  —  T.   Soient  les  fonctions  u,   v,    w,  données 
par  les  équations 

u  — :  x  -f-  j,      v  =  x  —  ,3,      w  =z  xy  -f-  xz  —  yz  —  s2. 

Si  l'on  tire  de  la  première  la  valeur  de  x  et  qu'on  la  substitue  dans 
les  deux  autres,  il  vient 


v—u~ y  —  z,      w  =  [u  —  y)  [y  +  z)  —  z[u  —  v). 

On  a  ensuite 

y  =  u  —  v  —  z,     d'où     w  =  c  (  «  —  v  ) . 

Il  existe  donc  entre  u,  v,  w  une  relation  non  identique,  indépen- 
dante de  x,  y,  z.  Donc  les  trois  fonctions  n ,  y,  w  ne  sont  pas  indé- 
pendantes entre  elles.  On  voit  d'ailleurs  que  leur  déterminant 
fonctionnel 

1  1     y  -]-z 

I  o      x  —  z 

o     —  1     x  —  y  —  2 

s'annule  identiquement,  la  troisième  ligne  étant  la  différence  des 
deux  autres. 

II.   Si  j{,   . . . ,  ja  sont  des  fonctions  linéaires  de  x,,  . . . ,  xu, 
données  par  les  équations  à  coefficients  constants 


yl  =  a.x1  -h 


-1-  a    x„, 

n      ni 


Xn  =  a\x\ 
H. —  Cours  de  Calcul  înfin.,  I. 


-H  <'•*■» 


'7 
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et  que  le  déterminant  fonctionnel 


s'annule,  alors  l'une  des  quantités  j{,  . . . ,  jn  sera  exprimable  au 
moyen  des  autres,  et,  en  désignant  par  A^1  le  coefficient  de  af  dans 
ce  déterminant,  on  aura,  entre  j{,  ... ,  jrn,  des  relations  linéaires 
de  la  forme 

indépendantes  dex(,  . .  . ,  xn. 

318.   Si  l'on  prend   pour  j{,    ...,  yn    les  dérivées   partielles 


àf  j, 


d'une  fonction  f(x,,  . . . ,  xn)  de  n  variables,  le  dé- 


EL,  ...,_ 

dxi  dx 

terminant  fonctionnel  de  ces  quantités, 


dx-. 


dV 


dxt  d.vn 


à\f 

àxn  dx± 


est  dit  le  déterminant  hessien  de  la  fonction  f(x{,   ....  xn),  du 
nom  du  géomètre  O.  Hesse,  qui  en  a  introduit  l'usage. 


Lorsque  les  dérivées  partielles  -r — ? 

Ox^ 


EL 

dx„ 


satisfont  à  une  rela- 


tion linéaire  à  coefficients  constants,  de  la  forme 


df 


dfn 


o, 


dxt  d.i 

le  déterminant  hessien  s'évanouit  identiquement. 


CHANGEMENT    DE    VARIABLES. 


2>9 


§  XIII. 

CHANGEMENT    DE    VARIABLES    DANS    LE    CAS    LE    PLUS    GÉNÉRAL. 

319.  Soit  z  une  fonction,  connue  ou  inconnue,  des  variables 
indépendantes  x,  y ,  On  veut  remplacer  les  variables  x,  y  par 
deux  autres  variables  indépendantes  p,  q,  liées  aux  premières  par 
des  relations  données 

i1)  *—-?[p,  q),    y  =  z[p,  q), 

et  l'on  se  propose  d'exprimer  les  dérivées  partielles  des  divers 
ordres  de  z  par  rapport  aux  anciennes  variables  x,  jr,  au  moyen 
des  dérivées  partielles  de  la  même  fonction  par  rapport  aux  nou- 
velles variables  p,  q. 

Différencions  z  par  rapport  à  la  variable  p,  ainsi  que  les  valeurs 
de  x  et  dej',  données  par  les  équations  (i).  Il  viendra 

dz  __  dz  dx       dz  dr 
^    '  dp       dx  dp       dy  dp 

dx         ,,    ,        dr         ,.    , 


dp 


f[P 


dp 


=  X[P 


de  sorte  que  l'équation  (2)  ne  renfermera  plus  d'autres  inconnues 

dz       dz     „  , 

que  —  et  —  •  Un  aura  de  même 


dx 


(3) 


dz       dz  dx       dz  dr 
d<[       dx  àq       df  dq  ' 


dx       d  y 

-r-  et  -T-  étant  donnés  par  les  relations 

dq        dq  l 


=  fî, 


dr 


=  x[q, 


dq         T{ln       dq 

Des  deux  équations  (2)  et  (3)  on  tirera  les  formules 


i  : 


àf 


dx     d  y 

dz      dr 

dx      dz 

dp     dp 

dp     dp 

dp      dp 

dx     dj 

dz     dr 

dx     dz 

dq      dq 

dq      dq 

dq       dq 

.  ,.         .  dz     dz  ,  dz    dz 

qui  déterminent  -r-,  -r-  au  moyen  de  p,  q,  -j-?  -y- 


ll 
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Exemple.  —  Si  l'on  donne  entre  x,  y,  p,  <y  les  relations 
x  —  q  cosp,     y  =  q  sin», 


on  trouvera 
dz     dz 


i  : 


-—      q cosp 

dp 


d'où 


dz 

q  smp      q  cosp  I        c'p  x       ±        dp 

dx  '  df       I   cos»  sin p  dz  dz 

-—      sin»  cos»  — 

dq  \  dq 

(dz    .  dz  \     (  .         dz  dz\ 

-  ?  :  [Tp  «*P  ~  Tq  •  9  cosp j  :  (-  ?  smp .  ^  -  cosp^j 


—  ^sinp 


dz  sin»  dz  dz        dz        cosp  dz         .       dz 

—   = -f-  COSp  —,         —  =  —  -f-  S1I1  j9  -r-  ■ 

dx  q      dp  dq         df  q      dp  dq 


Remarquons  que  la  valeur  de  3-  se  déduit  de  celle  de  3—  par  le 


dx 


simple  changement  de  p  en  p 


320.   Pour  avoir  maintenant  -r— ; ,->  on  remplacera,  dans  la  valeur 


dx 


dx    "  """  dx  "  dx  dj 

de  -^t  z  par  3-5  ou  bien,  dans  la  valeur  de  3-?  z  par  ^«   Pour 
a.r       l       dj  df 


•  Pour  avoir  -r — —■>  on  remplacera,  dans  la  valeur 

dx 

avoir  la  valeur  de  -— U  on  remplacera,   dans  la  valeur  de  -t^î  : 
df*  r  df 

dz 

^^ 

De  même,  pour  avoir  les  dérivées  du  troisième  ordre,  on  rem- 
placera, dans  celles  du  second,  z  par  ses  dérivées  du  premier  ordre. 
Et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  on  aura 

d^z  sin»   „     /      sin»  dz  dz 

—  = i-  .Dp[ '-  —  -f-  cosp  — 

dx~  q  \         q     dp  dq 


_    /       sin»  dz 
H-  cos».D„    — 1-  cos» 

\        ?     dP 
is'inp  cosp  dz        sin2/?  dz 

q'2  dp  q       dq 

sin2 p  d%  z       2s'mpcosp    d~z 


dz\ 

dq) 


4- 


d'-z 


q-      dp*  q  dpdq  dq- 
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On  s'y  prendrait  de  la  même  manière,  si  l'on  voulait  exprimer 
au  moyen  de  nouvelles  variables  p,  q,  r  les  dérivées  d'une  fonc- 
tion u  des  trois  variables  x,  y,  z,  liées  à  p,  q,  r  par  des  relations 
données. 

Exemple.  —  Les  variables  x,  y,  z  étant  liées  à  p,  q,  /'  par  les 
relations 

x  =  rcosp  cosq,     y  =  rsinjo  cos^,     z  =  rsmq, 

on  se  propose  d'exprimer  la  fonction 

d-u       d'-a       d'2u 
dx*        dy1        oz- 

au  moyen  des  dérivées  de  u  par  rapport  à  p,  q,  r. 

Au  lieu  de  faire  le  changement  de  variables  directement,  il  est 
plus  simple  de  le  faire  en  deux  fois,  en  introduisant  d'abord  la  va- 
riable auxiliaire  p  =  rcosq,  ce  qui  donne 

x—ocosp,     y  =  psinp, 

et  l'on  considérera  d'abord  u  comme  devant  être  exprimé  au  moyen 
de  p,  p,  z.  On  aura  alors,  comme  dans  l'exemple  du  numéro  pré- 
cédent, 

du  sinp  du  du 

ox  p     dp  dp 

d^u 2.  smpcosp  du       sin2/)  du 

dx%  p-         dp  p      dp 

sin-p  d2  u        asinpcosjo    d%  u  2     d2« 

~l  ï —  "TV ~3 S 1"  cos  P  TT ' 

p-     dp-  p  dp  dp  dp- 

Il  vient  ensuite,  par  le  changement  de  p  en  p ■> 

d^u  asin/? cosp  du       cos2/?  du 

dy*  p1         dp  p      dp 

cos2d  d2«       2sinucoso    dt u  d2« 

H r~  w  h -3 — r  +  sin'P  tv» 

p-     d/?2  p  0/?  dp  dp- 

d'où  l'on  tire 

d2u       d*u_  i  du       i  d2«       d2« 

dx2       dj2       p  dp       p2  d/?2       dp2 


puis 
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Les  relations  qui  lient  p,  z,  r,  q  étant  toutes  pareilles  à  celles 
qui  lient  x,  y,  p,  p,  on  en  tirera  immédiatement 

du  sin  q  du  du 

Ôp  r      dq  dr 

d^  u       d2  u        i  du       i  d^  u       d2  u 
dp2        dz'1        r  dr       r3  dq2        dr% 

D'après  cela,  la  valeur  cherchée  de  w  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

du         ,  „    d2  u       d2u         d2(  ru  ' 


du        ,  ,    d*u       d2u        ds  r"H 
tangg  -  +  sec2?  -,  +  —  +  r -^- ^ 


321.  Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  changer  aussi  la 
fonction  elle-même,  et  que,  les  nouvelles  variables  p,  q,  r  étant 
liées  aux  anciennes  x,  y,  z  par  les  équations 

(i)  x  =  ?(p,  q,r),     y  =  x(p,  q,  r),      z  =  ^(p,q,  r), 

il  s'agisse  d'exprimer  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x,y, 
au  moyen  des  dérivées  partielles  de  r  par  rapport  à  p,  q. 
En  différentiant  les  équations  (i)  par  rapport  à  p,  il  vient 

,  dx  __  d'f       d<?  dr       dy d%      dx  dr       dz  cty       d^  dr 

'dp       dp       dr  dp       dp       dp      dr  dp       dp       dp       dr  dp 

ci-  i  i    dx    dy    dz    ,        ,,, 

Substituant  ces  valeurs  de  -r-?  -v-j  t—  dans  I  équation 

dp    dp    dp  *■ 

dz        dz  dx       dz  dy 
dp       dx  dp       dy  dp 

on  en  tire  une  relation  entre 

dz        dz  dr 

T-»       3-5     p,      q,      r,       —  • 

dx       dy  dp 

En  différentiant  les  mêmes  équations  par  rapport  à  q,  on  aura  de 
la  même  manière  une  relation  entre 

dz         dz  dr 

'dx'       j?      P'      *      "'       dq' 
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Ces  deux  relations  détermineront  ^  y-en  fonctions  de  p,  q,  r, 

dr     dr 
dp    dq 

Pour  passer  au  calcul  des  dérivées  du  second  ordre,  différentions 
les  équations  (2)  par  rapport  à  p,   et  substituons  les  valeurs  de 

d2x    d2y    d2z   ,        v, 

d2z       dz  d2x       ôz  d2z       d2z(dx\2  (T-z     dx  dy       d2z(dy 

1    2 


dp2       dx  dp2        ôf  dp-       dx1  \dpj  ôxôy  dp  dp       dy2  \dp 

On  obtiendra  alors,  d'après  les  valeurs  déjà  trouvées,  une  relation 
entre  les  inconnues 

(3)  —,     —,     —, 

^    '  dx1       dxdy       dy- 

et  les  quantités 

dr  dr         d~r 

P'       *>       '"'        aï'        àq>        W' 

En  différenciant  les   équations   (2)  par  rapport  à  q,  ou  bien  les 

1  1  1     dx    dy    dz  ,  i-i 

valeurs  analogues  de  -r-,  — ,  y-  par  rapport  a  p,   on  obtiendra 

une  seconde  relation  entre  les  inconnues  (3)  et  les  quantités 

dr         dr  d2r 

p->    ch 


dp         dq         dp  dq 

Enfin,  en  différentiant  les  valeurs  de  -r-j  -r->  ^-  par  rapport  à  q. 

dq      dq     dq  l  ri  ' 

on  aura  une  troisième  relation  entre  les  inconnues  (3)  et  les  quan- 
tités 

dr        dr        d2  r 
J?>      *'      '"'       TP>       Tq>       df' 

De  ces  trois  relations  on  tirera  les  valeurs   des  quantités   (3)   en 

fonction  de 

dr         dr         d2r  d2  r  d2  r 

dp        aq        dp-        dpdq  dq2 

Il  est  facile  de  voir  comment  on  passera  ensuite  aux  dérivées  des 
ordres  supérieurs,  et  comment  il  faudrait  procéder  dans  le  cas 
d'un  plus  grand  nombre  de  variables  indépendantes. 
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§  XIV. 

THÉORÈME    d'eULER    SUR    LES    FONCTIONS    HOMOGÈNES. 

322.  Une  fonction  f(x,  jr,  z,  .  .  .)  des  variables  x,  jr,  z,  .  . . 
est  dite  homogène  par  rapport  à  ces  variables,  lorsque,  en  multi- 
pliant celles-ci  par  une  même  indéterminée  t,  la  fonction  se  trouve 
simplement  multipliée  par  une  certaine  puissance  de  t,  en  sorte 
qu'on  ait  identiquement 

(i)  f{tx,  ty,  tz,  ...)  =  tmf[.x,  jr,z,...). 

L'exposant  m  de  cette  puissance  de  t  est  dit  le  degré  d'homogé- 
néité de  la  fonction. 

Si  l'on  prend  t  =  -  et  que  l'on  pose 

f[t.r,  ty,  tz,  .  ■.  .)  =/(l,  -5  -»...)=  y  (-,  -, 
y       .v     en  J  \x     .x 

l'équation  (i)  deviendra 

(a)  f[*,r**,  ...)=*"?  fe  z>  ■ 


Une  fonction  homogène  est  donc  égale  à  une  puissance  de  l'une 
des  variables,  multipliée  par  une  fonction  des  seuls  rapports  des 
variables  deux  à  deux. 

Réciproquement,  il  est  clair  que  l'équation  (2)  entraîne  aussi 
l'équation  (1).  Donc  l'équation  (2)  peut  être  prise  aussi  pour  défi- 
nition des  fonctions  homogènes. 

On  conclut  de  là  que,  si  le  premier  membre  d'une  équation 
f(x,y,  z,  . . .)  =  o  est  une  fonction  homogène  des  quantités  x, 
y,  z,  .  .  . ,  on  pourra,  en  laissant  de  côté  le  système  des  valeurs 
nulles  de  x,  jr,  z,  .  .  . ,  mettre  cette  équation  sous  la  forme  d'une 
relation  entre  les  rapports  de  ces  quantités.  On  peut  donc,  dans 
une  pareille  équation,  remplacer  les  quantités  x,  y,  z,  .  .  .  par 
d'autres  quelconques,  qui  leur  soient  proportionnelles. 

En  diiïerentiant  l'équation  (1)  par  rapport  à  t,  il  vient  identi- 
quement 

xf'[tx)  +  yf[ty)  +  zf'itz)-h...=  ml>»-if{.v,  y,  z,  .  .  .), 
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d'où,  en  faisant  t  =  i, 

(3)        */'.(*)  +jrf'{?)  +  */■(*) .+  •  • ..  =  */(*, J,  *i  •  ■  •)• 

Donc,  en  faisant  la  somme  des  produits  des  dérivées  partielles 
d'une  fonction  homogène  par  les  variables  correspondantes,  on 
obtient  la  fonction  elle-même,  multipliée  par  son  degré  d'homogé- 
néité. 

On  peut  encore  démontrer  ce  théorème,  en  partant  de  la  défini- 
tion donnée  par  l'équation  (2).  On  a  alors 

f'(z)   =a^.-v'(-  r 


En  multipliant  ces  équations  respectivement  par  x,  jr,  z,  .  .  . ,  fai- 
sant la  somme  et  ayant  égard  à  l'équation  (2),  on  retrouve  l'équa- 
tion (3). 

Si  l'on  différence  l'équation  (1)  plusieurs  fois  par  rapport  à  t, 
et  que  l'on  fasse  ensuite  t=i,  on  obtiendra  d'autres  formules 
analogues  à  (3),  quoique  moins  importantes.  On  aura  ainsi,  par 
exemple, 

2<5V  à\f  td*f   ,  à\f 

6.x?-  oxù y  dr2  drcb 

=  m[m  —  i)/(x,jrt  z,  .  .  .), 

que  l'on  peut  écrire,  sous  forme  symbolique, 

(.rDx  +  7Dr  +  zbz  +  . .  :)»/(*,  j,  «, . . .)  =  m('»  -  ')/(•*>  r.  *,■■•}> 

où  l'on  supposera  la  puissance  du  polynôme  .rD^  -+-  )  Dr  +  .  .  . 
développée  avant  que  l'on  effectue  les  différentiations  sur  la  fonc- 
tion f{x,'y,  ...). 
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EXERCICES. 

I.    —    DlFFÉRENTIATION  DES   FONCTIONS  EXPLICITES. 

Nota.  —  Les  exemples  dont  les  résultats  sont  indiqués  pourront  servir  éga- 
lement d'exercices  d'intégration. 

,    a  -+-  x 
1. 


fl2  —  x2 


X 

a  -4- 

bx 

y.  -+- 

§x 

X 

3.     .,  "       •  —  Rép.  : 


cï-t-hx*  *       {a'-'^-x2)2 

3  x2  —  ix  -h  i 
4  x:i  —  5  x"2  -+-  i  x  —  4 

(X  -+-  i)  (x  -h  l)  [x  -)-  3)  ...  ,  2I3 —  24-^  —  28 

— — ■  •  --  Rép.  : -, — yz ■ 


6.  \/a  -hùx-h  ex2 , 


7.  (x2—  2)  \/x2-\-  1. 
8.—L=.  -Rép.:— ^— 3 


9. 


10. 


:  -+-  \Ja2  —  x2 
a2 -h  x2 


\J a  x  -+-  x2 

Sb2x 


\  1 .   (ibx  —  4«)  *Ja  ■+■  bx.  —  Rép.  : 


12.  [ibx  —  3a)  '^ [a  -+-  bx)2.  —  Rép.  : 


y  a  -+-  6.r 
10b2 


3  \Ja  -+-  6.r 


ibx2—a  i j—  3<7 

13.  —  v«  H-  bx1.  —  Rep.  : 


xusja  -+-  bx2 

2.  —  Rép.: 
ux  ^-  bx2)'1  2 (r?.r  -+-  bx2 ) 2 


.,    (8i2.r2+  8abx  —  rt2)(a  +  2^j:)          t.,                 3a'* 
1  i.  v ^ •  —  Rep.  : 


1S-  Tt 


16. 


i-*»)' 


Rép.  : 
Rép.: 
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ia'A  x 


-,.n7 


[a'*  -+-  xk ) 2 

2.r2 
[i-*»)3 


17. 
J8. 
19. 

20. 

21. 

22. 
23. 
21. 

23. 

26. 

27. 
28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 
34. 


\/x  -h  \/ 1  -h  X*  . 

sjax  -+-  x2  -+-  yja1*  —  x'* . 


3  /F         ';  3/7 rr^  i2 


■r  —  i  )  -  (  x  —  3  )  • 


(  -z  —  if 


V    i  -p  v^  2(1-1-  \Jx  )  \Jx  —  a'2 

/(i-H  v/-r,   1  —  /*)■ 

e*(.z3  —  3x2-f  6.r  —  6).  —  Rép.  :  cxc*. 

xab~xi. 


X  I 

çX 

x  -+-  1 

««■  _  «-« 

ax  -+-  ccx 

Sh3.rCh.r. 

1  H-  Th2.z 
1  — Th2.r* 

Th2^  +  Cth2.r.  —  Rép 

1 


i6Ch: 


Sh32.jc 
x  —  Thx  —  ^Th3J?.  —  Rép.  :  Tll4.r. 

Sh.rK 


I  V'OT 
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35.  xm\os,x  —  ' —  Rép.  :  mxm-1los:x. 

m 

x 

36.  log  —  —  Rép. 


37.  log(.r  -+  log.r). 

38.  log  log  (a  ■+-  bx"). 

39.  log            — h  log(.r-f-  \l \  -+-  x2  ).  —  Rep.  :  - — ■ — - 

2  y/ 2     "  y  i  -+-  ix-  -\-  x  2  4-  .r 


.  ^      i         \'{X~  -+-  «^)2  H-   6-fc"  -H  X2  -H  rt.r  .„  ,  3  X  -+-  (7 

40.  log  -  y —  Rep.: 


v/(x2  H-  «x)2  -h  bx  —  (x2-±-  ctx)  \'[x'1  -+-  cixY  -+-  &■£ 

41.  x  —  sin.r  cos.r.  —  Rép.  :  2  sin2.r. 

42.  sin"j;co3"x. 


2  - 

43.  -  (sinx  —  cosx)-. 


4i.  x2  sin.r  -+-  x  cos2.r. 

<7  cos.r  —  b 


—  Rép.  : 


a  —  b  cos.r  (a  —  b  cos.r)2 

,n      4      •     ,  I  8.1 

46.  -  sin'  -  .r sin9  -  .r. 

7292 


y/ 1  —  (?-  x% 
!8.  x  -1-  log  cos  (  -  —  x  \ .  —  Rép.  : 


1  -+-  tang,r 

49.  3^  +  3  cotx  —  cot3x.  —  Rép.  :  3  cot4x. 

50.  2x  sinx -1- (2  —  .r2)cosx.  —  Rép.  :  x-  sinx. 


.,.      ,  II  —  COèllX 

51.  lOg  4/ 

V  1+  cos  n  x 

52.  Arg'Chy/^i- 


(')  Trouver  le  résultat  «  priori. 
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33.  ArgTh       *_     (i). 

]/l-hX2 


55.  ArgCh -, —  —  Rep.  ■ 


a  —  bx  "  (a.-bx)\/x 


1  —  x  ,  —  1 

56.  arc  sin -•  —  Rep 


57.  arc  tans; 


1  -+-  x)  \Jx 
\j\  -+-  X2  —  1  . 


58.  arc  sin  (2x^/1 —  x% 

59.  ArgCh 


\//>2  —  4«c 


60.  arc  sin  \/-t^ ;••  —  Rép.  : 


v/("t-2—  «2j(£2  —  x») 


•">        .        ,,0 


/^-_t5' 


62.  ÀrsCh— —^ 


nn     n.r -H  2rt.i'3  _,         C).r2lûx'*-h  (lOfï —  6 ï .r'2  -4-  q n ] 

63.   - — arctangx.  —  Rep.:  —. ;    _.,, r— : — ■ 

9+3i-2  &  r  (9  -+-  3x2)2(n-  j.2) 

, ,     .  COt  2  .r  _ ,  4 

bi.  logtang^-—     .  .    •  —  Rep.:  - 


sin2  x  r     sin3  2  x 

65.  e(1+,r3)  arc  tans x. 

66.  (sinx)eai'cla"SJ;. 

67.  jcC»m-*)10**. 
/3  .  i/3 


no  »  ■rV<i 

68.  arc  tans; — - — •  — 


ep. 


x  -+-  2  2p+.r+ii 

69.  log[i  + arc  tang(n- log.r)]. 


(  '  )  Trouver  le  résultat  a  priori. 
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70.  arc  tans;  -  -+-  log  4  / ■•  —  Rép.  :  — ; — — ,  • 

a  y  x  -+-  a  x>  —  fl+ 

b  ■+-  n  COSX  _,,  ,//,2  _  /,2 

71.  arccos , —  Rép.:  XI ?__. 

«H-/,cosx  a  +  Acosx 

72.  2  arc  tang  (  4  / j  tang  —  J  ■  —  Même  réponse. 

73.  3&2  arc  tang  4  /  -. (3£  •+-  ix)  sjbx  —  x2.  —  Rép.  :  f\x  1/7— — 

74.  -JL-1og'V^±jgEg.   -  Rép.: 


\Ja — 1  \/i  —  <vx2  (1  —  rtx2)y/i —  x2 


\/i  —  a 


J  1  —  x- 
Y   1  —  ax 


arccos 4/ , •  —  Môme  réponse. 


76.  — =^=-  -t-  log  yi  —  x1.  —  Rep.  :  — 


+-  i/sinj; 


77.  log 7=  -t-  2  arc  tangy/sinx.  —  Rép.:  2/2  sécx  coséc2x. 

1  —  y/sin  x 


78.  log\/x  -t-  sinx.  —  Rép. 


cos2  -  x 


x  -+-  sinx 


79.  y/sinx  —  sin2x  -+-  arc  sin \J  1  —  sinx.  —  Rép.  :  —  y/sinx  -+-  sin2x. 


on  /"  1  — y/2,  sinx  ! 

80.  —  x  y/ 2  -t-  cosx  +  2  arc  cos  —      —       —  .  —  Rep.  :  ~ 


\T2  . 


sinx  _,  sin-sr 


y/a  —  sinx  t/2  —  sinx 


o ,     /                 \    /— 5 :,          ,  ,       x  -f-  \/.r2  —  c/2  /x  -\-  ri 

81.  (x  h-  20)  y/x2  —  <r*2  h-  ft2  log •  —  Rep.:  wi/ 

rt  V/    .Z"  —  rt! 

oca    1     x  ■+"  v'*2  —  4         1         .       v73'-  (  ^  —  4  )         t,  »  V/-/'2  —  4 

82.  I02;  ■ ! arc  tans; •  —  Rep.  :  — r^  • 

2                 ^3                         x                        l  x2  —  3 

83.  —  cosx  arc  cot(v/cosx)  -+-  arc  tang(y/cosx)  —  y/cosx. 

—  Rép.:  sinx  arc  cot(\/cosx). 


8i*.  sja  —  /;  tangx. 

80.  arc  sin  = 

loçx 


86.- -- =,. 

yb  -+-  (log  sinx)2 
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87.  {ci  -t-  bx-\-  ex-)  sin(x2)  cos.r. 

88.  arcsin(Thy/i  -+-  x). 

89.  )/i-i-jfl  (j  +  Iog  -^?)  -  Arg  Ch  I  +  arc  tang  y/73^  ' 

,3?  ,77 

Rép.  : log- . 

y  1  —  x2        y  1  —  x 

90.  \Jx  -4- x2  —  Arg Sh i/.r .  —  Rép.:  t  / 


II.   —   DÉRIVÉES   PARTIELLES   ET   DIFFÉRENTIELLES   TOTALES. 

\.  x-  arcsin-* 

z 

2.  x3 —  iy^z  -4-  axlogy. 

En  supposant  x,  j,  z  liés  par  la  relation  xz  —  y*-,  éliminer  tour  à  tour  x,  j,  z, 
et  calculer  alors  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  par  rapport  aux  variables 
restantes. 

3.  (.r3 — ly)'1 -\- \fxy . 

4.  ixcy""~ Zz -\-  5x2yzz. 


5 .  y  (i  x  -4-  x-  -4-  \Jak  -+-  a  xy- . 

\/ax-hx2 
6. 


7.    F(^JZH-   rtj2 


8.  F 


?(- 


\sinj  —  cosz, 
9.  (x"—  3er-4-  «logz)". 

10.  (r  —  \Jy-  —  ^)x- 

III.   —   DlFFÉRENTIATION   DES   FONCTIONS    IMPLICITES. 

1 .  x-  — 2  m  xy  -4-  y-  =  a- . 

2.  .z3  —  3«x)'  -4-  j"3  =  o. 

3 .  j:4  —  3  x2y2  -4-  y'*  =  0. 

4.  «  —  xr . 

5.  r  lo2;.r  -t-  xcP'-+-  b  —  o. 
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a  —  x 


6.  \Ja-  —  x2. sinj  ■+-  log 


a—y 


—  o. 


7.  ix*y%  —  3xy'2  -h  4 y  —  3 x  =  o. 

Calculer  Dxy  pour  x  =  y  ■—  i . 

8.  xcy —  y  -h  î  =  o. 

Calculer  Dxy  pour  .r  =  o. 

_  ,         Wi7v  indx 

9.  r'«  =  (a2—  a;2)».  —  Rep.  : ! =  o. 

J  K  '  1  a-—  x2 

nr, ; —  „ ,         ydx  -\-ixdy  imdx 

10.  xy^  fa»-*)»  =  o.  -  Rép.  :  x  =  ^-— j 

11.  y  =  ,r  log.r.  —  Rép.  :  xdy  —  (x  -+- y)dx  =  o. 

12.  y  =  a  cos  —  •  —  Rép.  :  x2dy  =  (ydx  —  xdy)  \Ja2  —  y2. 


x  y  dy"  l l*2  —  y2 

13.  arc  sin  r  -h  arcsinT  =  c.  —  Rép.  :  -4-  =  —  i    -n. —  »' 
h  k  dx  V  h2  —  x1 


14.  x\J 1  —  y%  \Ji  —  /»'2j2  —  y\J i  —  x2  y/i  —  A2j;2  =  «(i  —  /2^2j-] 

_H,:^!OM2!|. 

«te         tfl  —  afl^l  —  Px* 

Î«jc   -i-  by    -t-cz    =  m, 
a2x2-+-  b2j  -+  c2z2—  n. 

16.  j'^  —  *J,=  o. 

17.  z3 — 3-rjz  -h  3 «  log  ( x2  4- j'2  )  =  o. 


18. 


z2     -h    xy  —  «2    =  o, 
3 x2  -+-  2j)z  —  £.r  =  o. 


(  sin2.r —  cos7sinz  =  o, 
19.  y 

(  2/  —  .r  tangz=  o. 

Ix  -+-y  -+-  z  +«  =  /?, 
•z2  -+-  J2  ■+-  -s2  -H  «2  =  Z»2, 
a-3  H-  J"3  h-  z2  -+-  m3  =  c3. 

21.  Vérifier  que  l'équation 


2  [X9-  -  rt2  )  j£  +  (  J  -  tf  ,2  =  2  <>'2  +  «2  ; 
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est  satisfaite,  lorsqu'on  établit  entre  x  et  y  une  quelconque  des  relations 

y-\-x  —  °)       y  =  x-^-ia, 

in? 
y  —  x  —  2  a ,     jr  =  x j      etc. 

IV.   —   C.VLCUL   DIRECT   D'UNE   DÉRIVÉE   D'ORDRE   QUELCONQUE    /?. 

1.  sinx  —  x  cosx. 

2.  cos.r-(-  .r  sin,r. 
„    %v\x  —  .rcosx 


cos.r  -+-  x  sin.r 
tane-r 


a-+-{ox-jr-  b)  tang-r 
g.  j=  (,r  —  «)"*«,  «  =f[x).  Calcul  de  j('l>  pour  .r  =  a. 

6.  j  =  «2,  «  —  f[x).  Exemple  :  u  —  sin.r,  cos.r,  etc. 

7.  j  =  um,  u  =/(.r),  /«  pair  ou  impair.  Exemples  :  u  =  ûnx. 

8.  y=  eu,  u—f[x).  Exemple:  u  —  a--hb2x'2. 

9.  y  =  sin?«. 

10.  y  =  logu.  Exemple  :  u  =  sin.r. 
U.  7=  xx. 

12.  /  =  x12,  d'où  j^  =  «!-^_",  en  posant 

fl"-  =  a  [a  ■ —  i  ) . . .  [n  —  n  -+-  i  ) . 

De  l'identité xa+b=  xaxb  tirer  le  développement  de  la  factorielle  (<7-i-/;)L 
(wir  n°'291). 

xm 

13.  jr=  — —t — ■■  Par  décomposition.  Discuter  les  divers  cas,  suivant  la  forme 

de  n.  Comparer,  avec  le  résultat  obtenu  sous  forme  de  déterminant. 

14.  xey  -+-  3  x  sinj  =  a. 

15.  ay-+-  by'  -+■  cy" '=  o.  Cas  de  <?,  &,  c  constants  ou  variables. 

V.  —  Changement  de  variables. 
i .  Différentier  n  foisj  =  f{x),  en  supposant  constant  :  i°  d[xm)\  i°  dlogx. 

2.  Transformer  et  différentier        3"  3  donné  pour  r(r  constant,  en  supposant 
maintenant  <7.r  constant  et  dy  variable. 

H.  —  Cours  de  Calcul  in  fin.,  I.  IO 
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i  Hy  doc 

3.  En  partant  de  la  relation  y'  =  —,-,  où  y'  =  -~-i  x'=  —-,    calculer  j(»> 

pour  rZr  constant,  au  moyen  des  valeurs  de.r',  x",  ...,xn  pour  dy 
constant. 

4.  Étant  donné  - — - — : —  dans  l'hypothèse  de  \/dx2-hdy2  constant,  revenir 

a  y 

au  cas  de  \Jdx2  -t-  dy*  variable. 

d^  y       dy        y 

5.  Transformer  x  -~r  -+-  —  +  -5  en  faisant  .r  =  ef  et  dt  constant. 

dx2      dx      x 

6.  Pour  x  =  rcosp,  y  —  rsinp,  on  a,  quelle  que  soit  la  variable  indépen- 

dante ?, 

c/2r  dP-x        ad*p  drdp 

Y  '    .    V  7*2  .    __L_   O  7*  _  . 

«fc»  7  rf/«    ""         ^2      '  dP 

7.  Soit  z  une  fonction  de  x,  j,  déterminée  par  l'équation  f(x,  j,  z)  =  o, 

et  posons  z'=  —  ',.)  \  z.=  —  '...,!  •  Vérifier,  par  le  développement, 

j  (z)         y  (z) 

que  l'on  a 

dz'        dz'  dz  _  dz,        dzl   dz 
dy        dz    dy       dx         dz    dx 

8.  Pour  x  =  r  cos/?,  y  =  r  sin/;,  f=f(x,  y),  prouver  que  l'on  a 

à/y 


\dx)   ^\dy)    '     ( 

'dfy 

9.  Si  l'on  pose 

f=f{r,P),     r=ap  +  f(u 

-'), 

prouver  que  l'on  a 

/?  \dpj 


-+-%("  — fj 


^        df  d/"       d/ 

cw         oc  o.o         o/? 

10.  Transformer  l'expression 

dz     à2  z  dz  d~  z 

dx  dxdy        dy  dx* 

en  une  autre  dans  laquelle  y  et  z  soient  les  variables  indépendantes. 


APPLICATIONS  ANALYTIQUES  DU  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  EN  SÉRIES. 


RELATIONS     ENTRE    LES    ACCROISSEMENTS     FINIS    DES    FONCTIONS     D  UNE 
SEULE   VARIABLE   ET   LES    VALEURS   MOYENNES   DE   LEURS  DÉRIVÉES. 

323.  Si  la  dérivée  y7  (x)  d'une  fonctionna?)  conserve  toujours 
le  même  signe,  le  signe  -f-  par  exemple,  entre  les  valeurs  x0  et  X 
de  la  variable  (en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  x0<^l±),  la 
fonction  f(x)  -h  C  elle-même  sera  toujours  croissante  dans  le 
même  sens  que  la  variable  dans  cet  intervalle  [204].  Si,  de  plus, 
on  détermine  la  constante  arbitraire  G  de  manière  que  f(x)  -f-  C 
s'évanouisse  pour  x  =  x0,  c'est-à-dire  si  l'on  prend  G  = — f[x0), 
la  fonction  ainsi  obtenue  y  (a?)  — f{x0),  croissant  à  partir  de  la  va- 
leur zéro,  sera  toujours  positive  dans  le  même  intervalle. 

On  peut  encore  arriver  à  la  même  conclusion  en  remarquant 
que,yv(a?)  étant  toujours  positif,  ainsi  que  dx,  dans  l'intervalle 
compris  entre  x0  etX,  l'intégrale  définie  [223] 


/    f'[x)dx=f(x)—/(x0] 
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sera  la  limite  d'une  somme  d'éléments  tous  positifs,  et  partant 
sera  positive. 

On  verrait  de  même  que,  si  f  (oc)  est  négatif  entre  x0  et  X, 
y  (oc)  — f(oco)  sera  aussi  constamment  négatif  dans  cet  intervalle. 

324.  Soient  maintenant  in  et  M  deux  constantes  telles  que,  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  entre  x0  et  X,  on  ait 

!»</(*)<  M. 

La  fonction  f'(x)  —  m  étant  constamment  positive,  son  intégrale 

/(*)  —  /(*o)  —  m(x  —  x0), 

prise  entre  les  limites  x0  et  x^X,  sera  [323]  toujours  positive, 
et,  par  une  raison  analogue,  la  fonction 

f{x)-f{x0)-M{x-x0) 

sera  toujours  négative. 

Supposons  maintenant  que,  dans  la  fonction 

f{x)  —f[xo)  —  f*(.z  -  *o). 

qui  est  continue  par  rapport  à  p,  on  fasse  varier  d'une  manière 
continue  le  paramètre  [x  depuis  la  valeur  m  jusqu'à  la  valeur  M.  La 
fonction,  passant  ainsi  d'une  valeur  positive  à  une  valeur  négative, 
devra  s'annuler  une  seule  fois  dans  l'intervalle  [175].  Donc,  f/.  étant 
une  moyenne  convenablement  choisie  entre  la  plus  petite  et  la 
plus  grande  des  valeurs  que  prend  la  fonction  f  (x)  dans  l'inter- 
valle de  x0  à  X,  on  aura 

f(œ)  —f[xo)  —  p(x  —  xo)  =  o. 

S'\f'(x)  est  continue  entre  xQ  et  X,  ou  si  seulement  elle  passe, 
dans  cet  intervalle,  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  la 
plus  petite  et  la  plus  grande,  il  existera  au  moins  une  valeur  \\ 
comprise  entre  x0  etX,  et  pour  laquelle  y7  (x)  prendra  la  valeur  fx, 
On  pourra  donc  écrire  [247] 

(0  /(*)  -/(*■>)  =  (* - **)/'{*),    (*„ < -: < X); 
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ou  encore,  si  l'on  pose  x  —  x0  =  h  et  o  <^  9  <0?  cm  aura,  pour 
h  <  X  —  x0, 

(2)  /(*0  +  A)  -/(.r0)  =  A/'(4  +  M). 

Cette  formule  revient  à  celle  que  nous  avons  obtenue  au  n°247, 
et  dont  nous  avons  donné  l'interprétation  géométrique. 

325.  La  formule  (i)  ou  (2)  fait  voir  que,  si  la  dérivée  y  (jc)  est 
toujours  finie  dans  l'intervalle  de  x0  à  X,  lors  même  qu'elle 
éprouverait  entre  ces  valeurs  des  solutions  de  continuité,  l'accrois- 
sement f(x  H-  h)  — J{x)  sera  toujours  infiniment  petit  en  même 
temps  que  h,  et  sera  toujours  fini  lorsque  x  et  x  -+-  h  seront  com- 
pris entre  x0  et  X.  Donc,  si  la  dérivée  d'une  fonction  est  toujours 
finie  dans  un  intervalle  donné,  la  fonction  elle-même  sera  jinie 

et  continue  dans  le  même  intervalle. 

Il  résulte  delà  que,  si  une  dérivée  d'ordre  quelconque  f^(x) 
est  finie  dans  un  certain  intervalle,  y('2-,)(x)  sera  finie  et  con- 
tinue dans  cet  intervalle,  et  il  en  sera  de  même  de  toutes  les 
dérivées  précédentes^"-2)^),  .  .  .,f'(x),  et  de  la  fonction  elle- 
mêmey'(x). 

326.  Supposons  maintenant  que  la  nieme  dérivée  f^n)  (x)  de  la 
fonction  J (x)  soit  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  x0  et  X,  d'où  il  résulte  [325]  que  toutes  les  dérivées  précé- 
dentes et  la  fonction  elle-même  sont  finies  et  continues  dans  le 
même  intervalle;  et  soient  m,  M  deux  constantes  telles  que,  pour 
x0  <^  x  <^  X,  on  ait  toujours 

m  </<»>(*)<  M. 

La  fonction  f^(x)  —  ni  étant  toujours  positive,  son  intégrale 
prise  entre  x0  et  x(x0  <^x<^X)  sera  positive  [324],  c'est-à-dire 
que  l'on  aura 

flf(n)  (,r)  _  m]dx  =f(n-i)  (x)  _/(«-!)  (Xo)  _  m{x  _  Xq)  >  o. 

Par  la  même  raison ,  si  l'on  intègre    de  nouveau  plusieurs  fois 
de   suite  entre  les  mêmes  limites  x0  et  x,  on  aura  cette  suite  de 
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fonctions 

ff[/W(x)  -  m]dx*=f^-*)[x)  -/(»-•)(*„; 


-/^M  -  - ^-m, 


/«)[/(*)(«)  — m]«fe*=/(»-8).(  a:) —/(»-»)  («„)  —  - !£/(»-■)  (x 


1 


^/^^o)  -  ~ ^-w, 


1.2  V        ;  1.2.3 

et  ainsi  de  suite ,  et  enfin 
fW[fW[x)  —  m]dxn 


\«— 1 


/^"M        '"'"     ■''"' 


1  .  2.  .  .  [n  —  1 J  '         1 .2    .  .n 

qui  toutes  seront  constamment  positives  pour  toutes  les  valeurs 
de  x  comprises  entre  x0  et  X.  En  écrivant  donc,  pour  abréger, 

f(»)fW(x)dx"=f(x)  -/(*,)  -  ^Zîlf'fa) 

..2      •?  [Xo]      ■•■       ï.a...[n-iy  [   °h 

on  aura 

J^)fW[x)dxn—  ^~'r°^.m>o. 
On  trouvera  de  la  même  manière 

fWfW[x)dxn—  tllill!'.M<o. 
^       ^        ^    ;  1  . 2 .  .  .  n 

On  en  conclura,  en  raisonnant  comme  au  n°  154,  que  la  fonction 

f(n)fW(x)dxn 

est  égale  au  produit  de  — '-JLL-  par  une  moyenne  entre  les  valeurs 

0  x  1 . 2 ... n  L  J 

que  prend  la  fonctiony(")(,r)  dans  l'intervalle  des  limites  de  x0  et 

.r^X.  Siy^^(x)  est  continue,  ou  simplement,   si  elle  passe  par 

toutes  les  valeurs  comprises  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande, 


ACCROISSEMENTS   FINIS   ET   VALEURS  MOYENNES   DES   DERIVEES.    279 

cette  moyenne  pourra  être  représentée  par  /(n,(£),  \  étant  une 
valeur  convenablement  choisie  entre  x0  et  x.  On  aura  donc,  sous 
ces  conditions, 


CWfW[.v)dxn 

=  /(*)-/(-o)-^p/Vo) 

1.2          J      K        '                            1.2. . 

.(»-.)y( 

>(*. 

_(*--o)"/(»,(Ç)i 

1 . 2 .  . .  re 


ou,  en  posant  x  =  x0  -h  h,  o<^9  <^i,     ■ 

lf(x0  +  h)—f{.v0)  _-/'(j?0) 

(4)    !     -^//^)---'-i.2.^-i)^1)^: 


327.  Si,  dans  la  formule  (4),  on  suppose  que  les  n —  i  pre- 
mières dérivées  y7 (.r),  f"(x),  . . .  ,f^n~{\x)  s'évanouissent  toutes 
pour  x  =  x0,  la  formule  se  réduira  à  celle-ci 

(5)  /(*„  +  *)-/(*,)  =  lm**mmnf{n)[**  +  0/0» 

formule  qui  fait  voir  que,  dans  ce  cas,  à  un  accroissement  infini- 
ment petit  h,  donné  à  x  à  partir  de  x0,  corrrespond  un  accroisse- 
ment de  la  fonction  infiniment  petit  du  7^IeIue  ordre. 

Si,  de  plus,  x0  =  o,  et  quey(x0)  =/(o)  s'évanouisse  aussi,  on  a 

(6)  /(*)=_£_/<»>(**); 

donc,  si  une  fonctioa  et  ses  n — i  premières  dérivées  s'évanouis- 
sent avec  la  variable,  la  jiième  dérivée^")  (o)  n'étant  ni  nulle  ni 
infinie,  la  fonction  prendra,  pour  une  valeur  infiniment  petite  de 
la  variable,  une  valeur  infiniment  petite  du  nieme  ordre. 
fW  étant  la  (n  —  ft^ème  dérivée  de  fw(x),  la  même  formule 
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donnera 

^'M=,.,.">-^/W(M)- 

Donc  les  dérivées  f  (  h  ),  f"(h),  .  .  . ,  f(n~{)(h)  sont  des  infiniment 
petits  des  ordres  n  —  i ,  n  —  2,  .  .  . ,  1 . 

328.  Les  formules  précédentes  sont  des  cas  particuliers  d'une 
formule  plus  générale,  que  nous  allons  établir,  et  d'où  nous  dédui- 
rons d'autres  cas  particuliers  importants. 

Soient^7 (x),  '■>>' (x)  les  dérivées  de  deux  fonctions  f(oc),  y(oc), 
et  supposons  que,  pour  x0<C^  =  X  : 

i°  Les  fonctionsy(x),  d  (x)  soient  toujours  finies; 

20  r-p'(x)  ne  s'annule  jamais  ; 

3°  y' (oc)  soit  de  signe  constant  [ce  qui  serait  une  conséquence 

des  deux  conditions  précédentes,  si  l'on  supposait  tf(oc)  continue]. 

f'ix) 
En  vertu  des  deux  premières  conditions,  le  rapport     ,,    .    aura 

?  \-v) 
toujours  une  valeur  finie  entre  x0  et  X.  Soient  m  et  M  les  limites, 

inférieure  et  supérieure,  de  cette  valeur,  de  sorte  qu'on  ait 

f'(.r) 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  signe  constant  de  r-t>'(oc) 
soit  le  signe  H-.  Les  deux  fonctions 


et 


[£§— ]»'M=.H")— •( 


seront  alors  positives.  Il  en  sera  donc  de  même  [324]  de  leurs  in- 
tégrales prises  entre  les  limites  x0  et  x, 

?  [*)  ~  ?  (■*■<>  )      et     f{x)  —  /(-ro  )  —  m  [f  (x)  —  ?  (ar0  )]• 

Ces  deux  quantités  étant  positives  [ou,  plus  généralement,  étant 
de  même  signe,  savoir  du  signe  de  y'(x)],  leur  quotient  sera  po- 
sitif, et  par  suite  on  aura  l'inégalité 


?  [ 'ro , 
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En  remplaçant  m  par  M,  on  aurait  une  inégalité  de  sens  contraire  ; 
donc  la  fraction  ^—7 — -, — {■  est  égale  à  une  moyenne  entre  m 

?(x)—?(x0)  J 

et  M,  et  si  le  rapport  '    ;    .'  est  continu  (ou  du  moins  s'il  passe 

1  L  f  [x)  v  A 

par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  la  plus  grande  et  la  plus  pe- 
tite), il  existera,  entre  x0  et  x^X,  au  moins  une  valeur  \  pour 
laquelle  ce  rapport  des  dérivées  deviendra  égal  au  rapport  des 
accroissements  des  fonctions,  de  sorte  qu'on  aura 


m'1* 


?[■>)  —  f[X0)  y^ 

ou,  en  posant  x  =  x0  -h  h,  o  <^8  <^i, 

f(x0  +  h)-f(x0)  _f(x0  +  eh) 


(8) 


?{xQ+-/i)—?[x0)  ?'{x0-hQh) 


Si  l'on  suppose,  en  particulier,  r^(x)  =  x  —  x0,  d'où  y'(x)  =  1, 
on  retrouvera  les  formules  (1)  et  (2)  du  n°  324. 

329.  Plus  généralement,  soienty(/?)(x),  ij>'rt)(jr)  les  dérivées  «ielues 
de  deux  fonctionsy(x),  ®(x),  et  supposons  que,  pour  x0  <^,r^X: 

i°  Les  fonctionsy(/^(x),  cj/'^(x)  soient  toujours  finies; 

20  (p(rt)(x)  ne  s'annule  jamais; 

3°  ^n)[x)  soit  de  signe  constant  [ce  qui  serait  une  conséquence 
des  deux  conditions  précédentes,  si  l'on  supposait  ^n)[x)  continue]. 

En  vertu  des  deux  premières  conditions,  le  rapport  ■ — n  aura 

toujours  une  valeur  finie  entre  x0  et  X.  Soient  m  et  M  deux  con- 
stantes telles  que  l'on  ait,  dans  cet  intervalle, 

m  <  J    .  )    /  <M. 

La  fonction  '     — m  étant  positive,  les  deux  fonctions 

?(V(.k)     et    fln)(x)  —m. f('l)[x) 

seront  de  même  signe.  Il  en  sera  donc  de  même  [326]  des  fonc- 
tions obtenues  en  intégrant  ces  dernières  n  fois  entre  les  limites  x0 
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et  x,  c'est-à-dire  des  fonctions 

fWfW(x)dxn     et     JWfW[x)dxn  —  m.fWfW[x)dzn; 

donc  le  rapport  de  ces  deux  intégrales  est  positif,  c'est-à-dire  que 

l'on  a 

fWfW[x)dxn 


f(n)y(»)(x)dx' 


—  m  ^>  o . 


En  remplaçant  m  par  M,  on  aurait  obtenu  un  résultat  négatif. 
On  en  conclut  que  le  rapport 

JWfW{x)dxn 


f(n)?(")(x)dxa 

fW[x) 
a  pour  valeur  une  moyenne  entre  les  valeurs  extrêmes  de      .  , — ■  * 
r  J  y(n>[x) 

et  par  conséquent,  si  ce  dernier  rapport  passe  par  toutes  les  va- 
leurs intermédiaires  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande,  on 
pourra  trouver,  entre  x0  et  X,  une  valeur  £,  telle  que  l'on  aura 

f(»\f(»){x)d.r.'1  _  /W(g) 
^'  fW<fW[x)dxn  ~   yl'^(Ç)  ' 

ou,  en  développant  et  faisant  x  —  x0  -+-  h, 

f(x0  +  A)  -f(x0)  _  ^f'(x0)  -...-  — ^_/f^)(Je) 


y(")(^0  +  e/<_ 


Si  l'on  suppose,   en  particulier,   o(x) = (x —  x0)",    on    aura 
[289,  TI] 

?{x0)=o,   f'(x0)=o,    ...,    f(»-»)(a?0)=ol    y(»>(jc)=y(»>(Ç)=:i.a...ii. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'une  des  formules  précédentes,  on 
retrouvera  les  formules  (3)  et  (4)  du  n°  326. 

330.   Si  l'on  a  à  la  fois  f(x0)  =  o,  y(x0)  —  o,  les  formules  (7) 
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et  (8)  deviendront 

fui  S(*)  =  A*)        m]      /(*.-H"  *)_■/>»  + M) 

Si  l'on  a  à  la  fois 

/(.r0)=o,     f{x0)=o,      ...,     /C-Df^j^o, 
f(.r0)=o,      /(*0)=o,      ...,      y(»-1>(a?0)=ol 

la  formule  (10)  donnera  de  même 


§  II- 

THÉORÈMES  DE  TAYLOR  ET  DE  MACLAURIN. 

331 .  Nous  avons  démontré  [326]  que,  si  la  dérivée  nicme,  f^n){x), 
d'une  fonction^x)  est  toujours  finie  et  continue  pour  les  valeurs 
de  x  comprises  entre  x0  et  X  (ces  limites  incluses),  on  a  la  formule 

j/(X)  =/(*„)  +  ^pf(x0)  4-  £^£/*(,0)  +  .. . 

\  1  .  2  .  .  .  (  71  —  1  J  v 

ou,  en  faisant  X  =  x0  -h  A, 

(/(.r0  +  A)  =/(*„)  +  -/'(-^o)  +  —  /"(*•)  +■  ■  • 

2)  "2 

i  h"-1 

+  =-7 r/C-D  (xo)+R, 

\  i  .  2 .  .  .  (  n  —  i  x      ' 


le  terme  R,  que  l'on  appelle  le  terme  complémentaire  ou  le  reste 
du  développement,  ayant  pour  expression 

(3)  a=lx"-jr')"/w(g)  =  — ^— /w(*o  +  oa), 

I  .  2  ...  72  v  I  .  2  .  .  .  tl 

où  l'on  suppose  £  compris  entre  x0  et  X,  ou  o  <^  S  <C  *  • 
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332.   On  peut  donner  à  ce  reste   R  une  forme  différente.  La 
quantité 

R=/(X)  -/(*„)  -*-p/'(*0)  -.  ■  ■-  '^"(fJ^)  (*„) 

est  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x0  et  X,  et 
puisque,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  admis  pour  établir  la  for- 
mule (i),  les  fonctions 

/(*„),  /'(*o),    ..•,/('i-1M^o) 

sont  continues  [325]  dans  le  voisinage  de  x0,  R  sera  une  fonction 
continue  de  x0,  que  nous  désignerons  par  ^(.r0). 

Si  l'on  calcule  maintenant  -r —  =  &'(x0  )>  on  trouve  que  sa  valeur 
se  réduit  à 

*'(*,)=-  (x~fo)""\/w(^), 

I  .  2  .  .  .  (  «  —  I  j 

d'où  il  s'ensuit  que  ^'(^o)  est,  comme/(",(x0),  une  fonction  finie 
de  a:0.  On  peut  donc  appliquer  à  '^(xo)  la  formule  (i)  du  n°  324, 
laquelle  devient,  en  y  échangeant  entre  elles  les  lettres  x0  etx— X, 
et  désignant  toujours  par  \  une  moyenne  entre  x0  et  X, 

+  (*.)- +(X)  =  (*o-X)f(Ç). 

ou,  en  remarquant  que  i| (X)  ==  o  et  remplaçant  <j/( ?  )  par  l'expres- 
sion précédente,  où  l'on  changera  x0  en  \  =  x0  -+-  0  (  X  —  a:0  ) > 

I  .  2  .  .  .  (  «  —  I  j 

= (*-*>■ [x  "■T.^xr,T"""'-/"-'^  h-  .(x-  ,.)]. 

=  !l:ri)x^l'/"h+»[x-,)i 


ou  enfin,  en  faisant  X  —  x0  =  h, 

(4)  E=  1—Jç—^  /(»>(«.  +  M). 

333.  Si,  dans  la  formule  (i)  ou  (2),  on  fait  X  =  x,  x0  =  o,  d'où 
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h  =  x,  on  obtiendra  la  formule  de  Maclaurin 

(5) /(*)=/(o)+ ^'(o) +—/>)  +  ...+  — ^-—  /(»-D(o)+R, 

v    y        v  v  I  1.2         v  I.2...(« —  l) 

le  reste  R.  étant  exprimé  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  formules 
(6)  R  =  — — /W[Bx), 

I  .  2  .  .  .  « 


i  .  2  .  .  .  (  n  —  i 


où  6  et  0  désignent  des  nombres  positifs  et  moindres  que  l'unité. 

334.  Au  lieu  de  déduire  le  théorème  de  Maclaurin  comme  cas 
particulier  de  celui  de  Taylor,  on  aurait  pu  le  démontrer  directe- 
ment, en  supposant  d'abord  x0  =  o  dans  les  raisonnements  du 
n°  331,  ce  qui  aurait  donné  les  formules  (5),  (6)  et  (7). 

On  en  aurait  conclu  le  théorème  de  Taylor,  en  posant 

*  =  X-*0,     /(*)=/(X-.r0)=F(X). 

On  aura  alors  [303] 

/(»)(a:)=/(»/(X-J;„)=Dî/(X-ar0)=F(»)(X)) 

et  comme  X  devient  x0  pour  x  =  o, 

/(»)(o)=F(»>(*0); 
ensuite, 

/(»>  (  6x)  =  F(»)  (?)  =  F<»>  (0*  +  *„  )  =  FW  [*„  +  ^  (X  -  .r0  )]  ; 
donc 

F(X)^F(%)  +  ^F(,0)+... 

1  F^)(.0)  +  (-^Ï.FW[,0  +  8(X-,0)], 


I  .  2  .  .  .    /2  —  1 


ce  qui  coïncide  avec  la  formule  (i)  du  n°  331. 

335.  La  formule  de  Maclaurin  sert  à  développer  une  fonc- 
tion f(x)  en  une  série  infinie,  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  la  variablex,  pourvu  que  lereste  R  décroisse 
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indéfiniment,  lorsque  n  est  infiniment  grand.  Pour  savoir  si  un  tel 
développement  est  possible,  il  suffit  de  s'assurer  que  R  est  infini- 
ment petit  pour  n  infiniment  grand,  en  discutant  l'une  des  expres- 
sions (6)  ou  (7)  de  ce  reste. 

Remarquons  qu'il  ne  suffit  pas,  pour  la  possibilité  du  dévelop- 
pement, que  la  série  donnée  par  la  formule  de  Maclaurin  soit  con- 
vergente ;  car  cette  convergence  pourrait  avoir  lieu  sans  que  le 
reste  R  de  la  série  tendît  vers  zéro,  et  alors  la  somme  de  la  série 
ne  représenterait  plus  la  fonction  proposée.  Considérons,  par 
exemple,  une  fonction  f(x)  =  ®(x)  H-  x(x)i  composée  de  deux 
parties,  et  supposons  que,  pour  x  =  o,  la  partie  x(x)  s'annule, 
ainsi  que  toutes  ses  dérivées  d'ordre  quelconque,  comme  nous 
verrons  plus  tard  que  cela  a  lieu  pour  la  fonction  e~x'2.  Dans  ce 
cas,  toutes  les  dérivées^^  (x)  se  réduiront,  pour  x  =  o,  aux  dé- 
rivées çp('^  (o),  et  la  fonction  %(x)  disparaîtra  complètement  du  dé- 
veloppement, qui  ne  sera  plus  alors  que  celui  de  la  partie  y(x). 
Mais,  d'autre  part,  le  reste  R  ne  s'annulera  plus  pour  n=  00. 

On  voit  donc  que,  pour  que  le  développement  soit  possible,  il 
faut  et  il  suffit  que  R  tende  vers  zéro  pour  n  croissant  indéfini- 
ment, ce  qui  entraîne  la  convergence  de  la  série,  quoique  ce  ne 
soit  pas  une  conséquence  nécessaire  de  cette  convergence. 

336.  Il  y  a  un  cas  général  dans  lequel  on  peut  établir  que  R  est 
infiniment  petit  pour  n  infiniment  grand  :  c'est  lorsque,  pour  toute 
valeur  de  x  inférieure  numériquement  à  la  valeur  considérée  de 
cette  variable,  la  7zieme  dérivée/*^  [x)  conserve  toujours  une  valeur 
finie,  quelque  grand  que  soit  l'indice  n.  Pour  le  faire  voir,  il  suffit 
de  démontrer  que  le  facteur 

P=— , 


qui  multiplie  f^  (Qx)  dans  l'expression  (6),  décroît  indéfiniment, 
pour  n  infiniment  grand,  quelque  valeur  finie  que  l'on  donne  à  x. 
On  peut  écrire,  en  effet,  la  quantité  P  sous  les  deux  formes 


.7?     X      X 
P   = - 


1    2    3       n  —  in 


XXX 
3      2      I 
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d'où  l'on  tire 


P2 


1  .  n   1A11  —  1  )    3 .  ( n 


Parmi  les  dénominateurs  des  n  facteurs  de  cette  expression,  le 
plus  petit  est  le  produit  i  .72,  dans  lequel  les  facteurs,  de  somme 
constante  n  H-  1,  sont  le  plus  inégaux.  On  augmentera  donc  le  se- 
cond membre  de  l'égalité  ci-dessus,  en  y  remplaçant  tous  les  déno- 
minateurs par  le  plus  petit  n,  ce  qui  donne 

/  a?  \  n  f   t. 

P2<    -      '      d'où      P<    -7= 
\n  1  _    \sjn 

OC 

Or  il  suffira  de  prendre  n^>  x1  pour  que  — =  soit  moindre  que 

\jn 

l'unité,  et  pour  que  sa  7zieme  puissance  puisse  décroître  autant  que 
l'on  voudra,  pour  n  croissant  indéfiniment  au  delà  de  cette  valeur. 
Donc,  à  plus  forte  raison,  P  décroîtra  indéfiniment,  quel  que 
soit  x,  pour  n  infiniment  grand. 

Par  exemple^  les  7ziemes  dérivées  des  fonctions 

ex,      cosx,     sin.r, 

étant  des  fonctions  de  même  forme  que  les  fonctions  primitives, 
seront  finies,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x.  Donc,  pour  toute 
valeur  finie  de  x,  ces  fonctions  sont  développables  en  séries  con- 
vergentes, ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  x. 

337.  Lorsque  la  fonction  proposée  est]  .        .      [•>  ses  dérivées 

1  (  imPaire  ) 

(  impciir  ) 

d'ordre  ]      .  s'évanouissant  avec  la  variable  [2881,  les  puis- 
(  pair       )  L         J  x 

sances  coiTespondantes  de  x  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion par  la  série  de  Maclaurin  sont  multipliées  par  des  facteurs 
nuls,  et,  par  conséquent,  disparaissent  du  développement.  Donc 
le  développement  d'une  fonction  paire  ou  impaire  de  x  par  la 
série  de  Maclaurin  ne  contient  que  des  termes  de  même  parité  que 
la  fonction. 

338.  Si  l'on  représente  par  dx  l'accroissement  h  de  la  variable  x, 
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les  termes  hf'(x),  h-f'^x),  ...  du  développement  de  f[x  H- A) 
deviendront  identiques  avec  les  parties  principales  des  différen- 
tielles df[x),  d-f(x),  ....  On  aura  donc,  en  considérant  dx 
comme  un  accroissement  fini,  et  désignant  par  df{x),  d-f[x),  .  . . 
ce  que  deviennent,  dans  cette  hypothèse,  les  parties  principales 
des  différentielles  correspondantes, 

m     ^  df{x)  ^f(x) 

f(x  4-  dx)  =/(*)  +  — \-L  +  -f^-  + .  .  . 

d"-\f[.v)  d"f(x-h6dx) 


1  .2. .  .  .[n  —  ij  1.2.  .  .n 

d"f(x  -+-  9dx)  étant  la  partie  principale  de  la  différentielle  du 
72ième  orclre>  prise  en  considérant  Odx  comme  constant. 

339.   Extension  des  théorèmes  de  Tajlor  et  de  Maclaurin  aux 
fonctioiis  de  plusieurs  variables.  — Nous  avons  vu  [310]  que,  en 

posant 

F(«)  =f[.v  -+-  y.dx,  y  -4-  «.dy,   .  ..),   . 

on  a 

F(o)=/(*,.r,  ...), 

F  (  i  )  =/( x  -+-  dx,  y  -+-  dy,  .  .  .), 
FW(o)=^/(x,7,  ...). 

En  appliquant  au  développement  de  F  (a)  suivant  les  puissances 
de  a.  la  formule  de  Maclaurin  [333],  et  faisant  ensuite  a  =  i,  il 
viendra 

F(.)=F(o)  +  jF'(o]  +  ~F'(o)  +  ... 

F("-1)(o)h FC'HO), 


i  .  2 .  .  .  I  n  —  i  )  i  .  2 .  .  .  n 

c'est-à-dire 


/(.r-f-  dx,  y-\-  dy,   ... 

r,  j,   .  .  .  )  +  - 
d'-\f(x,  r,   .  .  .  )        «?"/(*  -H  9^.r,  y  4-  0<(r,    .  .  . 


I  1.2 


I  .  2  ...     «  —  I 


dkf{.v,  )  ,  . . .)  désignant  la  différentielle  totale  d'ordre  fc,  réduite 
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à  sa  partie  principale,  et  où  l'on  représente  par  dx,  dy,  . . .  des 
accroissements  finis  quelconques,  et  la  différentielle 

dnf[x  -h  Qdx,  j  +  Qdr,  .  .  .  ) 

étant  prise  en  considérant  Qdx,  Qdy,  . . .  comme  des  constantes. 
Pour  développer  cette  expression,  on  remplacera  les  signes  de 
différentiation  totale  d,  d- ,  ...  par  leurs  valeurs  symboliques  du 
n°  309,  et  il  viendra,  en  écrivant  maintenant  h,  i,  ...  au  lieu  de 
dx,  dy,  ..., 

f{x-\-h,y  -hi,   .  .  .) 

=/(■*,  J,   ■  ...)H-  ^[hDx -h  iDy -+-... )f(x,  j,   ...) 

+  iT2~(/'D*  +  /D>'"|----)2/(-r'J'  ■••) 


I  .  2  .  .  .  [  n  —  1 
1 


'hDx  +  iDy-{-...)n-1f{x,jr, 


I  .2  .  .  .71 


hDx  +  iDy  + . .  .)*/(■*■  -1- Bh*  y  +  */,  •  •  •  )* 


les  dérivées  étant  prises  dans  le  dernier  terme,  comme  si  d  était 
constant. 

Dans  l'expression  du  terme  complémentaire,  on  pourrait,  comme 

dans  le  cas  d'une  seule  variable,  remplacer  le  facteur par 

1  1 . 2 ... n  l 

le  facteur  [332]  -^ -—— -. 


La  formule  précédente  suppose  que  F(/2)  (a)  reste  finie  et  continue 
pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  zéro  et  i,  c'est-à-dire 
que  l'expression  suivante  (hDx  -\-  iD}  •  H-  . . .  )uf(x,  j  ',  ...)  reste 
finie  et  continue  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables 
comprises  entre  x,  y,  . . . ,  et  x  H-  h,  y  H-  i,  .... 

340.  Si  l'on  fait,  dans  la  formule  précédente,  x  =■  o,  j'  =  o,  ..., 
et  que  l'on  remplace  ensuite  h,  i,  ...  par  x,  y,  .  . .,  on  aura  la  for- 
mule de  Maclaurin  étendue  au  cas  de  plusieurs  variables,  et  que 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  1.  19 
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l'on  pourra  écrire  sous  la  forme 

/(.r,  j,  ...)=/(o,  o,  ...)  +  -[[(^+7D,  +  ...)/(?,)î,  ...)]„ 
+  J_  [(^Dr  -4-  jD„  +  .  .  .)V(Ç,  ^   ■  •  -)]o 


I  .  2  ...    «  —  I 


[(.rDs+jD1+...)-1/(?,-fl)   ...)]o 


H [[xlh  H- jDT|  +...)"/(§  H-  0*,  v,  +  0j,  ...)']„, 

i  .  2  .  .  .  n  L  /    "  \ 

l'indice  o  signifiant  que,  après  avoir  effectué  les  différentiations, 
on  devra  partout  faire  £  =  o,  n  —  o,  .... 

La  condition  de  possibilité  du  développement  est  que  la  quan- 
tité (xDx-|-  ,/D.,,  +. .  .)"f['^,  n,  ...)  soit  finie  et  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  £,  yj,  ...  comprises  entre  zéro  et  x,  y,  .... 
Il  faut  de  plus,  pour  que  le  reste  puisse  être  négligé,  qu'il  soit  in- 
finiment petit  pour  n  infiniment  grand. 

341.  L'accroissement  d'une  fonction  étant  développé,  par  le 
théorème  de  Taylor,  suivant  les  puissances  de  l'accroissement  h  de 
la  variable  x,  on  peut  toujours  prendre  h  assez  petit  pour  que,  en 
arrêtant  le  développement  après  les  n  premiers  termes,  le  dernier 
terme  conservé  soit  numériquement  plus  grand  que  toute  la  partie 
négligée. 

En  effet,  le  jiieme  terme  du  développement  de  f(x0  -h  h),  joint 
au  reste  de  la  série,  peut  s'écrire  sous  la  forme 


Ty[/fn-1U^o)+^/W(a?o  +  ^: 


et  l'on  voit  que,  si,  comme  le  suppose  la  formule  de  développe- 
ment, la  nieme  dérivée  f  (")  (x)  est  toujours  finie  dans  l'intervalle 
considéré,  et  si  la  valeur  de  J'{n~^ (x0)  n'est  pas  nulle,  on  pourra 
prendre  h  assez  petit  pour  que  le  second  terme  de  la  parenthèse 
soit  numériquement  moindre  que  le  premier.  Dès  lors,  l'ensemble 
des  deux  termes  aura  pour  signe  le  signe  du  premier.  Il  suffira, 
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pour  cela,  de  prendre 


\  étant  la  valeur  de  x  qui  répond  au  maximum  def('l)(x)  entre  x0 

et  x<j-\-h. 

On  peut  encore  arriver  à  la  même  conclusion,  en  remarquant 

que,  si  l'on  s'arrête  au  terme  en  hn~i ,  cela  revient  à  remplacer  la 

hn~x 

valeur  totale  du  reste  de  la  série -, ;  f(-n~i)(x{i-\-9h) 

l .  2 .  .  .  ( n  —  \)J  v  ' 

Jtn—l 

par ; ;  f^'^'Hxo).  Or,  si  la  fonction  f^n~lUx)  est  con- 

1     1 . 2 . . .  ( 7z  —  iy        v    '  J        y  ' 

tinue,  comme  cela  résulte  de  la  supposition  quey(w)(.r)  reste 
finie  [325],  il  est  clair  que  l'on  pourra  prendre  h  assez  petit  pour 
quef^'^x)  ne  change  pas  de  signe  entre  x0  et  x0  -+-  h,  et,  à  plus 
forte  raison,  entre  x0  et  x0  -f-  9  h.  Donc  ce  sera  le  nxeme  terme  qui 
donnera  son  signe  à  tout  le  reste  de  la  série. 

La  même  remarque  s'applique  aussi  au  cas  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables.  Si  l'on  représente  par  ah,  ai,  ...  les  ac- 
croissements des  variables  x,  y,  . . . ,  on  pourra,  dans  le  dévelop- 
pement de  F  (a)  suivant  les  puissances  de  a,  prendre  oc  assez  petit 
pour  que  le  nieme  terme  du  développement  l'emporte  sur  la  somme 
de  tous  les  suivants,  ou  pour  que  le  terme 

■v./tDx-hKiDy-h...)»-lf[x,  y,   ...) 


i  .  2  .  .  .  [n  —  i) 

donne  son  signe  à  la  partie  du  développement  qui  commence  à  ce 
terme.  Or,  si  l'on  fait  décroître  a  en  laissant  h,  i,  ...  quelconques, 
cela  revient  au  même  que  de  faire  a  =  i  en  prenant  h,  i,  ...  suffi- 
samment petits. 

§  m. 

APPLICATIONS    DU    THÉORÈME    DE    MACLAURIN    AU    DÉVELOPPEMENT 
DES    FONCTIONS    EN    SÉRIES. 

342.  Développement  de  ex.  —  Vour  f(x)  =  ex,  on  a,  quel  que 
soit  l'indice  n, 

f("){x)  =  ex, 
d'où 

/<*>(o)=i     et    f(*)(6x)  =e*x. 
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Donc  la  formule  de  Maclaurin  donne 


x 
ex  =  1  H h  -     -  -t-  .  .  .  -+- 


i         1.2  1 . 2 . . .  [  n  —  1  j         I . 2 . . . n 

é*x  ayant  toujours  une  valeur  finie,  on  voit  [336]  que  le  ternie  com- 
plémentaire de  ce  développement  est  infiniment  petit,  quel  que 
soit  x,  pour  n  infiniment  grand. 

En  faisant  x  =  1,  on  a  le  développement  de  la  valeur  de  e  en 

série, 

11  1  e9 

e  =  H 1 V  ...  -\ ; -7  -{ 

1         1.2  1.2...  [n  —  1)         1 .2..  .  .n 

Si  l'on  arrête  le  développement  au  nieme  terme,  l'erreur  commise 
sera 


1 . 2  ... n         1  . ;  2 . . . n         1 . 2 . . . n 


Donc,  à  partir  de  n  =  3,  l'erreur  sera  moindre  que  le  dernier 
terme  conservé.  Si  l'on  prend,  par  exemple,  10  termes,  l'erreur 
sera  moindre  que 


<T^-<1 


i.2... 10     4ooooo°     io6 

On  aurait  une  expression  plus  simple,   quoique  moins  appro- 
chée, de  la  limite  de  l'erreur,  en  remarquant  que  l'on  a  [336] 

3     <!• 


1 . 2  ... n 


Pour  7z  =  io,  cette  expression  donnerait  pour  limite  de  l'erreur 

105 

On  trouve  de  même 

.  x\o\i,a        [.T.\<Miaf  (ûcloçra)"-1 

ax  =  exlo*a  =  1  H 5-  + 5_i  + .  .  .  +  _J *J .  +  .  .  .  , 

1  1.2  1 .  2 .  . .  (  n  —  1) 

série  convergente,  quel  que  soit  x. 

Hemarc/ue.  —  Si  l'on  considère  la  forme   sous   laquelle  nous 
avons  représenté  [nos  338  et  339]  la  formule  de  Taylor  dans  le  cas 
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d'une  ou  de  plusieurs  variables,  on  voit  que  cette  formule  peut 
s'écrire  symboliquement  ainsi   : 

r        d         d2  d'1-1  1 

ll,=\    H 1 1-  -  •  .  -\ ; :  +  .  .  .    \ll  =  e''  U, 

L  1  »-2  I.2...(t2—  i)  j 

ou,  dans  le  cas  d'une  seule  variable, 

f(x  -+-  h)  =  e/lT>xf(x), 
et,  dans  celui  de  plusieurs  variables, 

f  (a  -h  h,  y -ht,  .  .  .)  —  cAD*-N"DJ'+--/(ur,  y,   ...). 

343.  Développement  des  fonctions  hyperboliques .  —  Si  dans  le 
développement  de  ex  on  change  x  en  —  x,  puis  qu'on  prenne  la 
demi-somme  et  la  demi-différence  des  deux  développements,  on 
obtiendra  les  développements,  toujours  convergents,  des  fonctions 
hyperboliques 


eu 

-f-e~r 

2 

ex 

—  e~x 

i 

.  2 

i . 

2  , 

,3.4 

.x 
I 

+  - 
i 

.2. 

3 

+ 

.  +  • 

I  .  2  ...  2  72 

An— 1 


I  .  2  ...  [in  —  I  j 

344.  Développement  des  fonctions  circulaires.  —  La  fonction 
f(x)  =  sin^r,  étant  une  fonction  impaire,  s'annulera,  avec  toutes 
ses  dérivées  d'ordre  pair,  pour  x  =  o  [288].  Les  dérivées  d'ordre 
impair  sont  données  par  la  formule 

f(2n+^{x)  =  sin    x-{-  [in  +  i)  -     =  (—  i)»cos.r, 

d'où 

/(2»+i)(o)  =  (—  i)n,      et     fC-H+V  (9.r)  =  (—  i)»cos9ar. 

On  a  doue 


X 


Slîl.-r  = -h ...  +   —  I 


ira— 1 


i         1.2.3  i  .  l...{in  —  i 

-h   ( —  ï)/l ; r  COS9.r. 


On  aurait  encore   pu  mettre  le  terme  complémentaire   sous  un 
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autre  forme,  en  remarquant  que 

d'où 

R=  (— i)n sin0a\ 

i  .  2  ...  2  n 

On  trouverait  de  même 


COS.r  =  i —  -+.  ■ — -  —  .  ,  .  +  (—  i  Y  ; ;  +  R, 

1.2  I.2.O.4  1.2...  (2/2  —  2J 

où  l'on  a 

R  =  (  —  i)« cos0.r  =  (—  1)" ; :  sin0.r. 

1.2.  .  .171  K  '       1.2.  .  .[2.71  i) 

Ces  deux  développements,  comme  celui  de  ex,  sont  convergents 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  x. 

345.  Développement  de  log(i  +  x).  — Pour  y  (x)  =  log[i-\-x), 
on  a  [289,  III,  et  303] 

n ,      x  /        V  /  x  .        1.2.    .An    I  ) 


d'où 


1.2...  71                  71                  1.2...  n  71            (1  -+-  Ox)'1 

On  en  tire 

.x       x-       .r3                  ,        .  xn~~ l 

\og.x  = H-ô-  — ■  •  •+    —  1  ^R> 

12  0  V  '  71  I 

le  reste  R  ayant  pour  valeur 

l1  —  Q)n-lxn 


R 


\n— 1 


»(H-  0.r)/f        v         ;  [ï  +Qx 


Pour  o  <^x£i,  la  première  forme  du  reste  est  infiniment  petite 
pour  n  infiniment  grand,   le  facteur  -  étant  infiniment   petit,   et 

l'autre  facteur  ( — ■ ■  |    étant  infiniment  petit  pour  x  <Ai,  et  tout 

\i  +  BxJ  ri  ^ 

au  plus  égal  à  l'unité  pour  x  =  1 . 

Lorsque  x  est  négatif,  il  faut  avoir  recours  à  la  seconde  forme 
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du  reste.  Or,  pour  —  i  <^.r  <^-t-  i,  on  a,  ©  étant  positif  et  <^  i, 
—  0  <^0.r  <  -f-  0  ;   d'où  l'on  tire  i  — •  0  <^  i  -f-  Qx,  et  par  suite 

-  <^  i,  ou  tout  au  plus  =  i,  si  0  devient  égal  à  zéro.  Donc, 


0  a; 


si  la  valeur  numérique  de  x  est  moindre  que  l'unité,  le  produit 

i  —  0  \  "-1 


l-h  &x     \  I  -+-  &x 


est  infiniment  petit  pour  ji  infiniment  grand. 

On  conclut  de  là  que  le  développement  précédent  est  convergent 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  aux  conditions 

—  i<>=  +  !• 

Pour  x  = — -i,  la  série  serait  divergente.  Il  en  devait  d'ailleurs 
être  ainsi,  puisque  f[ — i)  devient  logo  = — -go,  qui  ne  saurait 
être  exprimé  par  une  série  convergente. 

346.  En  changeant  x  en  — x,  et  prenant  la  demi-différence  des 
deux  expressions,  il  vient 

1  ,  I  -4-  X  ,  X  XZ  .T:2"-1 

-  log ■  =  Arg  Thx  =  — \-  -_-  +  ...  H ■  H-  .  .  .  , 

2  i  —  x  I  o  in  —  i 

série  convergente  pour  —  i  <^x  <^-f-  i. 

En  remplaçant  x  par  -,  il  vient,  pour  x  <C  —  i  ou  ^>  H-  1 7 


I  ,      .r  4-  l  i  i 

-  log =  Arg  Cxhx  =  -  +  -7T-. r +  .  . .  + 


2      °x  —  i  D  x        3~c:j  [in  —  ija-3"-1 

347.   La  formule  qui  donne  log- -?  et  qui  ne  contient  que 

les  puissances  impaires  de  x,  étant  plus  convergente  que  celle  qui 
donne  log(i-h.r),  on  l'emploie  de  préférence  à  celle-ci  pour  le 
calcul  effectif  des  logarithmes  des  nombres.  Posons,  pour  cela, 

I  -4-  x        y  -4-  i  i  -l-  x  I 

_-=__,        d'Où       log_^=Iog(Jr  +  ,)_logr,        *=^7— 
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La  première  formule  du  numéro  précédent  devient  alors 

/    \     1        r  \  -i  F         T  T  T  '  T 

1     logfj+i   =bgj  +  2    ■ : h^; — û  +  ÂT rTs^""    ' 

formule  d'autant  plus  convergente  que  y  est  plus  grand,  et  qui 
donnera  log(j-l-i)  lorsqu'on  connaîtra  logjv~.  Or  on  connaît 
logi  =  o;  en  partant  doncdej^=i,  puis  faisant  successivement 
y  -j=.  2,  3,  .  .  . ,  la  formule  pourra  faire  connaître  l'un  après  l'autre 
les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers.  Ainsi  l'on  a 

l0g2  =  2(^  +  3^+5^ 
2  /  11 

=  3  V  +  37 32  "l~  5733 

Si  l'on  pose  maintenant 

a         v    < 

J  =  —1         Cl  OU 


.   .   j  =  0,693l47j8.  .  . 


J  a 

la  formule  (1)  devient 
(»)       log(«  +  .)=log«  +  »[ï^  +  l(— ^)'+...], 

formule  qui  sert  à  calculer  les  logarithmes  des  nombres  intermé- 
diaires entre  les  nombres  entiers,  en  prenant  pour  a  l'entier  le  plus 
voisin  du  nombre  proposé  a  -j-  z. 

Cette  formule  (2)  sert  encore  pour  abréger  le  calcul  des  loga- 
rithmes des  nombres  premiers.  Ainsi,  connaissant  log2,  et  remar- 
quant que  l'on  a  io3  =  210 —  24,  il  viendra,  en  prenant  a  =  1024, 
z  =■ —  24, 


3k*io  =  .olog»-1[^î  +  l(;îyV..], 

log,o  =  2,3,o49o6...~|[ï|3  +  I^V...J=2,3o2585o9. 


d'où 


Ensuite,  à  cause  de  3''  —  23 .  10  -h  1,  on  calculera,  par  la  même 
formule, 

log  3  =  -y  1o«î  (  80  -i-  1  )  ; 

4    *" 
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puis  on  aura,  pour  les  logarithmes  des  nombres  suivants  : 

log  4  —  2 l°g  2->  1°§  ^  "  log  1  o  —  log 2, 

log  6=-log2H-log3,     log7  =  -log(5o  —  1), 

logl  I  =:  Iog(l02 —  l)  —  2  log 3, 

logi3  =  log(io3  -1-  1)  —  log 7  — log  11,     etc.  .  .  . 

On  pourrait  passer  de  là  aux  logarithmes  décimaux,  en  multi- 
pliant tous  les  logarithmes  naturels  par  le  module 

M  =  — —  =  o .  43420448. .  .  ; 
log  1  o  v  ^ 

mais  il  est  plus  court  de  les  calculer  directement  au  moyen  des  for- 
mules précédentes,  qui  deviennent,  en  les  multipliant  par  M, 


L(jr  +  1)  =  Lj-t-  2  M 


I  T 


_2j+  1        3  [iy 


(4)        L(«+-z)  =  Lfl  +  aMf \-U — )'+.  ..]. 

On  a  ainsi  L  1 1  =  L  (  i  o  )  H-  i  =  i  -}-  2  M  ( [- -f-  .  .  .  ) .  En 

v        J  \2t  0.2I"  / 

ne  prenant  que  le  premier  terme  de  la  parenthèse,  dont  le  second 

2M               .      1          .      1 
terme est  <"  ~ =  <C >  on  trouve 

3.21')  3.20^  20000 

0,8686  .    , 

L  1 1  =  1  H =  1  ,  04  1 4 1 

21 

à  moins  de  -  dix-millième  près. 
2  x 

Les  formules  (2)  et  (4)  peuvent  servir  à  calculer  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres  possibles,  au  moyen  d'une  table  de  peu  d'é- 
tendue, donnant  les  logarithmes  des  nombres  entiers.  Un  nombre  N 
étant  donné,  on  prendra  pour  a  le  nombre  entier  le  plus  voisin  et 
l'on  fera  N  —  a  -f-  z,  z  étant  positif  ou  négatif  et  numériquement 

<^  -■  Si  l'on  a,  par  exemple,  une  Table  des  logarithmes  vulgaires 

de  100  à  1000,  à  huit  décimales,  on  calculera  ainsi  le  logarithme 
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d'un  nombre  quelconque,  avec  huit  figures  exactes,  par  la  formule 

;  a  + 

348.  Développement  d'une   puissance  d'un    binôme.   —  Soit 
proposé  de  développer  la  fonction  f(x)  =  (i  +  x)m.  On  a 

f(nS)[x)=m(m  —  i).  ,  .[m  —  n  +  i)(i  -\- x)m— n, 

d'où  l'on  tire 

/(o)  =  i,  f'(o)  =  m,  ...,  f("-l)[o)—m[m —  ï)...(m  —  n  -4-  2), 
/(.")  (B,x)  =  m[m  —  1  ) . . . [m  —  n  +  1  )(i  +  0^)m-'1. 

On  a  donc  le  développement 


a  +  R, 

le  reste  R  étant  donné  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  formules 

,    .  m  { m  —  1  ) ...  f  m  —  n  -4-  1 1        ,  . 

v    '  1 .2. .  .«  v  ; 

,  „ .  m  (  m  —  1 1 .  .  .  (  m  —  n  +  1  )       ,  ,      , ,  . 

3  R=  — 7 5 ]  xn   i  —  0  "-1  (i  +  0a?  "'-". 

v     '  1  . 2 .  .  .  (  n  —  1 J  v        .      ;        v  ' 

On  voit  d'abord  que  la  série  (1)  est  convergente,  abstraction 
faite  du  reste  R,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  moindres  numérique- 
ment que  l'unité;  car  le  rapport  d'un  terme  au  précédent, 

,  . .  m  —  n  -4-  1  /  m  -\-\ 

4  x  =  —  \i 


tend,  pour  n  infiniment  grand,  vers  la  limite  x  <^i.  De  même,  la 
Série  sera  divergente  pour  .r2^>i.  Pour  x  —  dzi,  on  se  trouve 
dans  le  cas  douteux  de  la  règle  de  convergence,  et  la  convergence 
de  la  série  dépend  de  la  valeur  de  m  (voir  le  Mémoire  d'Abel, 
t.  I  de  ses  OEuvres,  p.  66). 

349.   Pour  démontrer  complètement  la  légitimité  du  dévelop- 
pement en  série  infinie  par  la  formule  (1),  il  faut  établir  [335]  que 
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le  reste  R  tend  vers  zéro  pour  n  infiniment  grand,  toutes  les  fois 
que  Ton  suppose  — - 1  <^  x  <^  4-  i . 

Considérons  d'abord  la  première  forme  du  reste,  qui  peut  s'é- 
crire ainsi  : 


R  —  — ^ ■ ! -• — 1    .(14-03:  m. 

1  .2.  .  .n  \\  -+-  Vx }      s 

Si  l'on  supposer  positif,  \-\-Qx  sera^i;  donc  — -  sera  ^x,  et 

111  14-  Q& 

par  suite  <^i.   On  pourra   donc  fixer  un  nombre  h<^i,  tel  que 

soit  <f  h. 

1  -4-  Ox 

Pour  passer  du  terme  de  rang  n  du  développement  (i)  au  sui- 
vant, il  faut  multiplier  par  le  facteur  (4),  lequel,  pour  une  valeur 
de  n  suffisamment  grande,  finira  par  différer  de  x  aussi  peu  que 
l'on  voudra,  et  par  être  inférieur  à  un  nombre  assignable  h,  com- 
pris entre  x  et  l'unité.  Si  l'on  désigne  par  N  la  valeur  de  n  à 
partir  de  laquelle  le  facteur  (4)  est  constamment  <^h,  et  par  P  la 

,                               ,           ml  m —  i)...lm  —  N  +  2]     «,   .   ,     TvT;"àm» 
valeur  correspondante  — — ) ; '  x1      du  iveme  terme 

1  I.2...(N—  1) 

du  développement,  le  terme  de  rang  n  ==N  -\~p  s'obtiendra  en 
multipliant  P  par  le  produit  de  p  facteurs,  dont  chacun  est  moindre 
que  h,  et  par  conséquent  le  terme 

,  ~ .  ml  m  —  1  ) .  .  .  f  m  —  n  -4-  1  ) 

5  — 2 - - '-x" 


sera  moindre  que  VliP.  Ce  produit  sera  donc  infiniment  petit 
pour  p  ou  n  infiniment  grand,  et  il  en  sera  de  même,  à  plus  forte 
raison,  du  produit 


m  —  «4-1 


I  .2.  .  .n  \i  4-  Qx 

Or  le  reste  R  est  égal  à  ce  dernier  produit,  multiplié  par  le  facteur 
(i-\-9x)m,  qui  est  essentiellement  fini.  Donc  R  est  infiniment 
petit  pour  n  infiniment  grand,  lorsqu'on  suppose  x  positif  el  <^i. 
Pour  les  valeurs  négatives  de  x,  il  faut  recourir  à  l'autre  forme 
du  reste,  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 


R  =  ??ixli  +®x\"1 


_t    {m  —  1  )  [m  —  1) .  .  .{m  —  n  4- 1  ' 


I  .2.  .  .  in  —  1  \i  +  ©.r 
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Le  premier  facteur  77ix(i  -h  @x)m~'  est  fini.  Le  second  facteur 
n'est  autre  chose  que  l'expression  (5)  dans  laquelle  on  a  remplacé  m 
par  7?i  —  i  eln  par  72 — 1  ;  ce  facteur  est  donc  infiniment  petit  pour  n 

•  .  /  1  ©  \  n—  1 

infiniment  grand.  Quant  au  troisième  facteur   ( 5  nous 

b  ^  \l  +  0.r/ 

avons  vu,  dans  un  cas  analogue  [345],  qu'il  est  infiniment  petit, 
ou  du  moins  qu'il  n'est  pas  infini  pour  n  infiniment  grand  et 
—  i<^x<^-l-i.  Donc  la  valeur  de  R  elle-même  est  infiniment 
petite  pour  11  croissant  indéfiniment,  toutes  les  fois  que  la  valeur 
positive  ou  négative  de  x  est  numériquement  moindre  que  l'unité. 

350.   On  déduit  de  la  formule  générale  (1)  les  cas  particuliers 
suivants,  qui  sont  d'un  fréquent  usage  : 

1  m  m  { m  -+- 1  )     . 

■: —    =1 X  -\ X-  —  .    .  . 


I  1.2 

m[m+\)...[m+n  —  \ 
^  1 .  2 . . .n 

1 


On  en  tire  le  développement  de -  en  prenant  tous  les  termes 


avec  le  signe  -K 

Pour  77i  ~  1 ,  2,  3,  .  .  . ,  il  vient 

1 


I    —  X 

I 

[i—xf 

I 

[x-xf 

etc. .  . . 

ute, 

V/l  -+■ 

=  I  +     x  -\-     x1  +  .  .  .  -f-  xn  H-  ... , 
=  1  -+-  ix  -+■  3x2 -+-...  -4-  (n  H-  \)xn  -t- 


=  i+3^  +  6r3  + 


n  -f-  1  )[n  -4-  2 


1  . 2 


—  ix         1  . 3  x%        1  . 3 . 5  .r3 

2   1        2.4   3        2.4.0  5 

,  1  .  3  .  .  .  (  2  n  —  1  )        xn 
v         '  2  .  4  •  ■  •  2  «  2  ^  —  1 

.r         .r2  x3 

2        8        16 

x  1 .3  t .3.5    . 


2  2.4  2.4.6 

1  . 3 .  .  .  (  2  n  —  1  ) 

,  l  -         -  ;  x"  +  .  . 

2.4-  •  -2/2 
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Ces  dernières  formules  donnent,  par  exemple, 

cos.r  =  v  l  —  sin-î  =  i sm-.r  —  —  sin+.r r  sin6,r  —  .  .  . , 

2  b>  ib 

sin  c37  i  t  .  3  i  3  5 

tang.r  =  —  =  sin x  -\ sin3 x  -\ —y  sin5.r  H '—t-tv  sin7.r  + . . . . 

\/i  —  sin2x  a  2.4  2.4.6 

Pour  avoir  le  développement  de  la  puissance  mieme  d'un  binôme 
a-+-b,  on  donnera  à  l'expression  (a-\-b)m  l'une  ou  l'autre  des 

deux  formes 

/  b\m  I         a 

"m{t  +  a)    '      b,"['+  S 

suivant  que  «  sera  >  è  ou  <^  ^  en  valeur  absolue. 

351 .  Développement  de  arctangx. — En  posanty"(.r)=arctang,r, 
nous  avons  trouvé  [293],  pour  la  dérivée  ji*eme  de  cette  fonction, 
la  double  expression 

.,    .,      .  I.2...(/2  —  i).  /  71- 

j<n'[x)  = ! 3 — -  sin«  I  arctang.r  -\ — 


\n— 1 

I  .2, 


"  I'\_[x  —  i)n        [x-\-i)n-\ 


On  en  tire,  en  faisant  x  =  o, 


f(n)(o)  =  1 .2.  .  .  («  —  1)  sin 


/?7T 
2 


[2/?  —  aj. 


quantité   nulle   pour  les  valeurs   paires    de    n.    Pour   n   impair, 
égal  à  ip  —  1 ,  on  a 

/(■*-i)(o)  =  ï  .  2 .  . .  (2/,  _  2)  sin  L  -  - \  =  (-  1  )/*-».! .  2 , 

Donc 

arctangx=  '- -+-  '-—  — .  .  .  +  (—  i)/7-1- ■  +  R, 

1  i  5  ^        '        ip  —  I 

le  reste  R  ayant  pour  expression 

I  x%p 

R  =  — •-. — — — -.sinf  20  arc  tango. r  +  ott) 

2/>    (1  +  Ô2^2)/J  l    J  ft  7      ; 

i)p    /       ,r2       \p 

•sinf  2p  arc  tangos). 


ip         \l  -+-  ô2.z2 
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Pour  xr  S  i ,  les  deux  derniers  facteurs  de  cette  expression  sont  in- 
finiment petits  ou  finis,  et  le  premier  —  infiniment  petit  pour  p 

infiniment  grand.  Donc  R  est  infiniment  petit,  et  la  formule  de 

développement  est  valable  pour  toutes  les  valeurs  de  x  telles  que 

l'on  ait 

—  i  <.r  <+  i. 

On  peut  le  démontrer  encore  au  moyen  de  la  seconde  expres- 
sion du  reste 


R=i=i 


r    ■ l_i. 

L(0j?  — /)'*         (0ar +  *')'*  J 


Par  des  transformations  algébriques,  on  peut  mettre  la  quantité 
i 


sous  la  forme 


=  u  -+-  vL     d'où  résulte 


[Bx—i)n  [Sx 

et  par  conséquent 

R  =  l '- p. 


Or  la  quantité  u-  -f-  v-  =  ,„,    ., —  n'est  évidemment  pas  infinie. 

1  [Q'-x1  -ï-  i)'1  l 

Il  en  est  donc  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  v,  d'où  l'on  conclut 
que  R  est  infiniment  petit  pour  n  infiniment  grand. 

Pour  x-  >  i ,  —  sera  ^  i ,  et  la  formule  précédente  donnera  le  dé- 
veloppement de  arc  tang  -  suivant  les  puissances  de  -  ;  et,  comme  on 

I  TZ  , 

a  arc  tang-  = arc  tangue,  on  en  conclura 

°  X  2  ° 

7T  I  I  I 

arc  tang.r  = h  — —  —  — -  +  .  .  .  . 

352.  Cette  série  fournit  les  moyens  les  plus  prompts  pour  le 
calcul  du  rapport  7:  de  la  circonférence  au  diamètre.  On  pour- 
rait, en  faisant  x  =  1,  obtenir  directement  le  développement  de 

arc  tang  1  =  T  =  1  —  -  -+-  =  — ....  Mais  il  est  facile  de  former  des 
0  4  3        5 
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développements  beaucoup  plus  convergents,  en  employant  le  pro- 
cédé qui  suit  : 

Soit  a:  une  fraction  assez  petite  pour  que  l'on  puisse  calculer  ai- 
sément la  valeur  de  Tare  çp  =  arc  tang. r.  Les  formules  connues  de 
la  Trigonométrie  fourniront,  au  moyen  de  tango»  —  x,  les  valeurs 
des  tangentes  des  multiples  successifs  de  cp^-et  l'on  finira  par  obte- 
nir un  multiple  ?ncp,  dont  la  tangente  différera  peu  de  l'unité,  et 

qui  sera,  par  conséquent,  très-voisin  de  j-  On  aura  maintenant  la 
tangente  du  petit  arc  y  —  my  au  moyen  de  la  formule 

i  r.  \        i  ■ —  tangmo? 

tang  [  —  —  me? }  = 


4  /        i+  tang  m  y 

et  l'on  pourra,  dès  lors,  calculer  cet  arc  au  moyen  de  sa  tangente. 

Connaissant  actuellement  ©  et  T  — mep,  on  en  déduira  aisément  y 

4  4 

Prenons,  par  exemple,  x  =  ^5  d'où 


i  i  i  i 

5  =  5  ~~  375*  +  5751 


y  =  arc  tang  —  =  -  —  - — —  + 


r\  •  ^  ,120  , 

Un  aura  ensuite  tang i  ce.  =  — ,  tang 4 9  — ï  cette  dernière  va- 

°'        12  °    '        119 

leur  étant  très-peu  différente  de  l'unité,  on  en  tirera 

d'où  l'on  déduit  4rf  —  7  a  l'aide  d'une  série  très-convergente.  Ce 

procédé  est  dû  à  John  Machin  (f  i-jo  1  ). 

On  pourrait  simplifier  un  peu  le  calcul,  en  partant  de 

1 
tang/  =  — , 
10 

d'où 

20  ,  1 

tang2z=-,      tang(2z-?)=  — , 
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ce    qui   permet    de   calculer  facilement    arc  tang  ■=  au  moyen  de 

i 
arc  tang  —  * 
°  10 

353.   Développement  de   Th.r,    de    Coth^c,    de    Coséch.r,    de 
Séchx  et   des  fonctions  circulaires  correspondantes .  —  I.    Nous 

avons  vu  [293,  VII]  que,  en  posant/ (x)  =  — •>  on  trouve,  pour 

x  =  o, 


/(o)=i,    /'(o)=--,     /<«-*>  (o)  =  o,        l,»>(o)  =  (-i)»^B„_1, 

n  étant  ^>i ,  et  B2n-i  désignant  les  nombres  de  Bernoulli.  On  aura 
donc,  par  la  formule  de  Maclaurin,  en  faisant,  pour  plus  de  sim  - 

plicité, 

_(-i)B-1B,B.1 

■"2/z— 1  —  ' 

i . i ...  2  n 
le  développement  suivant  : 

X  I 

=i x  +  A,  .x2  -+-  A3  .x-4  -+■...-+-  A9„_,  xin  +  .  •  • , 

ex  —  i  2 

et  cette  série  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  infé- 
rieures à  2  7T,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  tard  dans  la  théorie 
des  variables  complexes  (Livre  II,  Ghap.  IV,  §  III). 
On  tire  de  là,  pour  ix  <^2  7T,  ou  pour  x<^tt, 


x  IX 


eu'  -+-  i        ex  —  i        e-x  —  i 


i x  +  At  x1  -4-  .  .  .  -4-  A,„_,x2"  H-  .  .  . 

2 

-  (  i ix  +  Aj  .22a-  H-  .  .  .  -f-  A2„_!  .22",z2"  ■+-... 


d'où,  en  réduisant  et  divisant  par  x, 


~ — =-  —  (22  —  i)Ajx  —  ...—  (22n—i)A2„_1a;2"-j  —  .  . 
e-*  -4- 1        2  ' 
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On  en  tire 


er  —  i 
=i 


(i  ;  ex  H-  i  r  +  i 

(  =2[(22-i)A1.r  +  ...  +  (22»-i)A2/t_1.r2"-14-...]. 

En  remplaçant  dans  cette  formule  x  par  ix,  on  a,  pour  x  <^-î 

(2)     Th.r  =  22(22—  i)Ai^-h.  •  .  +  22'l(a2"—  ijA,,^^"-1  -4- 

Si,  dans  l'expression  de  — ?  on  change  x  en  — x,  il  vient 

:  I  H .r  H-  At  x2  -+-  .  .  .  -+-  A2«-i  Jc~!l  -+-  •  -  .  ; 


1  —  e— x        e-*  —  1 


on  en  tire,  en  ajoutant  ce  développement  au  premier  et  divisant 
par  x, 

ex  -\-  1  /  1 

— =2    -  +  A^+...  +  A2„_t  j?2"-1  -4- . 


d'où,  en  changeant  x  en  a>r,  on  tire,  pour  x  <^n, 


(  3  )  Coth a?  =  -  +  2*  .  A4  a?  +  .  .  .  4-  22/i  A2„_! x2"-1  + 

■r 

On  a  ensuite,  en  ayant  égard  à  la  formule  (1),  qui  donne  ïh  -5 

,  Ch.r        Ch.r  —  1  x 

Cosech.r  =  — — ■  —  - — - =  Cotli-c  —  Th  —  » 

Sliu;  Sh.r  2 

c'est-à-dire,  pour  x  <^  tt, 

(4)  Coséchx  =  -  —  2[(2]  —  i)Ax.r  +  .  .  ,  +  (2!fl-1-i)A!s_1^s-1+.  .  .  ]. 

Des  formules  cos.r  =Chx/,  sinx  =  —  Slix/,   que  nous   établi- 
rons plus  tard  (§  V  de  ce  Chapitre),  on  tire 

tang.«  =  -  Th.r/,     co\x  =.  /Coth.r/,     coséc^-=  /Coséchx/. 

H.  —    Cours  de  Calcul  iiijîti.,   I.  20 
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Donc,  en  posant 


a-2tl—l 


I . 2  ...  2  n 


on  tirera  des  formules  (2),  (3),  (4),  pour  les  mêmes  limites  res- 
pectives de  la  valeur  de  x, 

tanga-=  22  (2"-  —  1)  «^  +  .  .  .  +  22"(22"  —  i)atn_^xin-1  4- .  .    , 
'f?\      J       COt^'= 22«j.r ...  — ■  22"«2«— \X%n~ 1 — ■••> 

cosécr  = (-  2[(21  —  i)a1x+  ...  -+-  [2.-n-1  —  1) «<,„,_! .r2"-1  +...]. 


II.   Si  l'on  pose 


Séch,r  —  — —  =  r, 

e2*  +  1       ^  ' 


on  aura 

e2;rj'  =  iex  — j~, 
d'où  [293,  I] 

formule  qui  fera  connaître  successivement  les  dérivées  de  r,  puis 
les  valeurs  de  ces  dérivées  pour  x  =  o.  Substituant  ces  dernières 

dans  la  formule  de  Maclaurin,  on  obtiendra,  pour  x  <T  -1  le  déve- 

2 

loppement  de  Séch.r,   lequel  ne  renfermera  que  des  puissances 
paires  de  x. 

On  a  ensuite  sécr  =  Séchxï,  d'où  l'on  conclura,  pour  x  <^  —  » 

le  développement  de  la  sécante  circulaire. 

INous  déterminerons  plus  tard  [537]  entre  quelles  limites  ces 
divers  développements  sont  convergents. 

§  iv. 

THÉORÈMES    GÉNÉRAUX    SUR    LES    SÉRIES.    USAGE    DE    L'iNTÉGRATION 

POUR    LE    DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    EN    SÉRIES.  MÉTHODE 

DES    COEFFICIENTS    INDÉTERMINÉS. 

354.  Supposons  qu'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  et  entières  d'une  variable  x  soit  absolument  convergente 
pour  x  =  X,  c'est-à-dire  que,  pour  cette  valeur  de  x,  sa  conver- 
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gence  subsiste  lorsqu'on  prend  tous  les  termes  avec  leur  valeur  ab- 
solue. Je  dis  que  cette  série  sera  convergente  pour  toute  valeur 
de  x  numériquement  moindre  que  X. 
En  effet,  pour  que  la  série 

a0  -h  «!  X  -+- ..  .  .  4-  an~K."  -'-... 

soit  convergente,  il  faut  que  la  limite  supérieure  du  rapport  d'un 
terme  au  précédent,  pour  n  infiniment  grand,  ne  surpasse  pas  l'unité, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 


2:1, 


ou  en  supposant,  quel  que  soit  n,  — —  ^A,  que  l'on  ait 

x<l. 

Si  l'on  prend  maintenant  x<^X,  on  aura  certainement  x<^-> 

et,  par  suite,  dans  la  série 

(  i  )  «„  -+-  «j  x  +  ■  ■  •  H-  an  ,vn  -+- .  .  . , 

le  rapport  d'un  terme  au  précédent,  — — — - —  sera,  quel  que  soit  ji, 

moindre  que  l'unité.  Donc,  pour  x  <^X^  -■>  la  série  (i)  est  abso- 
lument convergente. 

Ainsi  la  série  (i),  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  la  variable,  est  absolument  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  telles  que  l'on  ait 

i     „  i 

-î-o<4-r 

Pour  les  limites  ±-  elles-mêmes,  on  ne  peut  rien  affirmer  en  gé- 
néral, puisque  alors  le  rapport  d'un  terme  de  la  série  au  précédent 
a  pour  limite  l'unité,  et  qu'on  se  trouve  ainsi  dans  le  cas  douteux 
de  la  règle  de  convergence. 

355.  Une  même  fonction  n'est  développable  que  d'une  seule 
manière  en  une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  la  variable. 

20, 
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Soient,  s'il  est  possible,  deux  développements  différents  d'une 
même  fonction, 

a0  -+-  al  x  -\- .  .  .  -4-  an  xn  -+- .  .  . , 
b0  H-  b±  x  -f- .  .  .  +  bn  xn  H-  .  .  . , 

convergents  l'un  et  l'autre  pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures 
à  X  en  valeur  numérique.  Ces  deux  développements  devant  avoir 
des  limites  égales  pour  toutes  les  valeurs  de  x  <^  X,  on  devra 
avoir,  pour  ces  valeurs, 

(a0  —  b0)  H-  (  ai  —  bi)x-h...-h  [an  —  bn)xn  =  e„, 

en  étant  la  différence  des  restes  de  ces  séries,  et,  par  suite,  devant 
être,  comme  ces  restes,  infiniment  petit  pour  n  infiniment  grand, 
quel  que  soit  .r<^X.  On  peut  maintenant,  quelque  grande  que 
soit  la  valeur  choisie  pour  n,  prendre  x  assez  petit  pour  que  l'en- 
semble des  termes  (a{  —  b,  )x  -+-  ■  ■  ■  -h  {alt  —  b„}xn  soit  aussi  petit 
que  l'on  voudra,  et  il  en  résultera  que  <70- — b0  est  égal  à  la  diffé- 
rence de  deux  infiniment  petits.  Donc  a0 — b0,  ne  dépendant  ni 
de  «,  ni  de  x,  est  rigoureusement  nul  [162]. 
L'égalité  se  réduit  alors  à 

pour  que  le  premier  membre  soit  infiniment  petit,  quel  que  soit 
x<^X,  il  faut  que  la  parenthèse  soit  infiniment  petite,  d'où  l'on 
conclut,  comme  précédemment,  que  a{  — b,  =o.  En  continuant 
ainsi,  on  verra  que  tous  les  coefficients  des  deux  séries  doivent 
être  égaux  chacun  à  chacun. 

356.  Lorsqu'une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  en- 
tières et  positives  d'une  variable  est  convergente,  les  dérivées  des 
termes,  prises  par  rapport  à  cette  variable,  forment  aussi  une  série 
convergente. 

En  effet,  en  différentiant  les  termes  de  la  série  (i),  on  obtient 

la  série 

%  ■+-  2  a%  x  -+- .  .  .  h-  nanxn~i  -+- .  .  . , 

dans  laquelle  le  rapport  d'un  terme  au  précédent, 
[n+\)a„+lxn       fl+l 
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a  pour  limite  supérieure  ~kx,  quantité  moindre  que  l'unité,  si  l'on 

i  i 

suppose  x  compris  entre  — -  et-f--» 

357.  Considérons  une  série  dont  les  termes  soient  des  fonctions 
quelconques  de  la  variable  x,  et  supposons  cette  série  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x0  et  X 
(ces  limites  incluses),  de  sorte  que,  en  posant 

f[x)  =«0  +  «,+      ..+  «„  +  Pv„, 

la  fonction  Rw  soit  infiniment  petite  pour/z  infiniment  grand,  quel 
que  soit  x  entre  les  limites  données.  Si  Ion  intègre  les  deux  mem- 
bres de  cette  équation  entre  les  limites  x0  et  X,  on  aura 

n  X  /»X  /»X  /->X  n 

I       f(x)dx=l       u0dx  -f-   l       uxdx  H-  -  .  .  -f-    I        und.r,-\-  j       Kndx. 

Le  second  membre  est  une  série  dont  tous  les  termes   sont  des 

fonctions  de  X,  et  dont  le  terme  complémentaire    /       Rndx  est 

égal  [247]  au  produit  de  X  —  x0  par  une  valeur  moyenne  de  la 
fonction  Rw,  c'est-à-dire  par  une  moyenne  entre  des  quantités  qui 
sont  toutes  infiniment  petites  pour  n  infiniment  grand.  Donc  ce 
terme  complémentaire  est  infiniment  petit  pour/z  infiniment  grand, 
et,  par  conséquent,  la  série 

p  X  /*^  /»  X 

/        «u  dx  -f-   /        uxdx  -H  .     .H-     /        //„ dx  -h  .  .  . 

f  X 

converge  vers  la  valeur  de  l'intégrale  /      f[x)dx. 

Jx„ 

Donc,  si  une  série  est  convergente,  la  série  des  intégrales  de  ses 
termes,  prises  dans  les  limites  de  la  convergence,  est  aussi  conver- 
gente, et  a  pour  somme  l'intégrale  de  la  somme  de  la  série  pro- 
posée. 

Remarque.  —  La  réciproque  de  cette  proposition  ne  serait  pas 
vraie  dans  tous  les  cas  :  par  exemple,  la  série 


x       x- 

i 1 

1  2 
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est  convergente  [345]  pour  x  ~-i,  tandis  que  la  série  des  dérivées 
de  ses  termes, 

—  I  +  x  —  x1  +  .  .  .  —  (— x)"-1  —  .  .  .  , 

ne  serait  pas  convergente  pour  cette  valeur  de  x. 
On  démontre  encore  que  la  série 

cosjt        cosa.r  cosnx 

i  H 1 h  .  .  .  -+-  — - F-  •  •  . 

1  i  n 

est  convergente  pour  toute  valeur  de  x,  autre  qu'un  multiple  pair 
de  tt,  tandis  que  la  série  des  dérivées 

—  sin.r  —  sin  ix  —  ...  —  sin/2  x —  ... 
n'est  convergente  pour  aucune  valeur  de  x. 

358.  Mais,  si  la  série  des  dérivées  des  termes  du  développement 
d'une  fonctionna:)  est  convergente,  elle  aura  pour  somme  la  dé- 
rxvëef'(x)  de  cette  fonction.  Soit,  en  effet, 

f[x)  =  «0  -+-  ux  -j-.  .  .  +  un  ■+-  R„ 

une  fonction  développable  en  série  convergente,  et  considérons  la 

série 

f(x)  =  u0  -+-  u\  +  .  .  .  H-  u'n  +  pa, 

dont  les  termes  sont  les  dérivées  des  termes  de  la  précédente,  et 
qui  est  convergente  entre  les  limites  x0  etX  de  x.  On  aura,  d'après 
le  numéro  précédent,  en  intégrant  entre  les  limites  x0  et  .r  <X,  et 
désignant  par  des  indices  placés  en  haut  et  en  bas  d'une  quantité 
renfermée  entre  crochets  la  différence  des  valeurs  que  prend  cette 
quantité,  lorsqu'on  y  remplace  la  variable  tour  à  tour  par  ces  deux 
indices, 


«/    X 


f(x) dx  =  [ u0  ~\=-  Uy  +  .  .  .  -h  un ]*    -+-   /       p,t dx 
=  [/(*) -RB]^+  f     ?ndx 


=  /(•*')   —  /M  —  [R"]'ra  -+■     /         ?ndx. 

Or,  d'après  ce  qu'on  a  supposé  sur  la  convergence  des  deux  séries, 


DIFFÉ11ENTIAT10N    DES    SÉRIES.  3ll 

Kn  et  pn  sont  infiniment  petits  lorsque  n  est  infiniment  grand, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x0  et  X,  et  il  en  ré- 
sulte que  la  quantité  — [Rn]'o  4-  /  pndx  est  infiniment  petite 
dans  les  mêmes  circonstances,  et  que,  étant  égale  à  une  quantité 

Jr>  x 
'      y(x)dx — [f{x)}*0  indépendante  de  n,  elle  doit  être  rigou- 

reusement  nulle.  On  a  donc 

JftX 
?(x)dx, 

d'où  l'on  tire 

/'(*)  =  ?(*). 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

359.  Toutes  les  fois  qu'une  fonction  est  développable  en  une 
série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  po- 
sitives de  la  variable,  son  développement  coïncide  avec  celui  qui 
résulterait  de  la  formule  de  Maclaurin. 

Soit,  en  effet,  f(x)  une  fonction  développable  en  une  série  con- 
vergente de  la  forme 

f[.x)  =  a0  H-  ax  x  -\- .  .  . "H-  an  xn  -+- .  .  .  . 

La  série  des  dérivées  premières  de  ses  termes   sera  convergente 

entre  les  limites  ±-[3d6],  et  aura  pour  somme  j\x)  [358].  Par 

la  même  raison,  les  séries  des  dérivées  secondes,  troisièmes,  ..., 
Àièmes,  . . .  des  termes  du  développement  proposé  auront  pour 
sommes  respectives/77^), yw(.r),  . . . ,  f^  (x),  ....  Donc 

f  [x\  =  I  . %  -+-  1  a2  x  -I-  .  .  .  -+■  nan  xn~x  -+-..., 

f[x)  =  l  .2.  «3  -f-  2.  3.  «3  x  -f-  .  .  .-f-  [n  —  i)nan  x'1"2  -+- .  .  . , 

i 

fik)  ( x  )  =  i .  2 . •.  .  k .  ak  -h .  .  .  -f-  ( n  —  k  -4-  i  ) .  .  .  nan  xll~k  +  .  .  . , 

Tous  ces  développements  subsistant  pour  x  =  o,  on  en  tire  [35-4] 
/(o)=«0,  f{6)  =  i.au  f[o)=  i.2.  «2,    ...,  /(*>(o)=i. a.. .*.«*,   ... 
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et,  par  suite, 
«-/■(ol       «-"■»)        ,-/"(°)  a-Wo) 


I  .  2  .  .  .  k 


Donc  le  développement  proposé  est. identique  avec  celui  que  four- 
nirait l'application  du  théorème  de  Maclaurin. 

3G0.  Démonstration  du  théorème  de  Tajlor  par  l'intégration. 
—  Supposons  la  fonctiony(^)  finie,  ainsi  que  ses  dérivées  succes- 
sives, entre  les  limites  x0  etX.  On  a  identiquement  [283,  II],  en 

posant  X — x0=h, 

~  X  pli 

/(X) -/(*„)=/      f![x)dx=\     f{X-x)dx. 

«-■'  x0  %J  o 

On  en  tire,  en  intégrant  par  parties,  à  cause  de  X  —  h  —  x0, 

f  /(x-*)<fc  =  ///'{*0)H--  f  /»{■*:- *).xd*, 

i    rh  „,„         ,       .  h*    .      i 


-/     f"(?L-x).xd,v  = /"(.r0)  +  /     f"[K- x).x*dx, 

1    Jo  1.2         X        '  1.7.  J0 


J  O 


1.2...//   —2 


7*"-1  i  C h 

..(//  — l)  l.2...(//-l)  J0 


1.2...//  —  1 


En  ajoutant  toutes  ces  égalités,  et  effaçant  les  termes  qui  se  dé- 
truisent, il  vient 

/(X)  =/(*,)  +  £/'(*,)  +  ~/"(.r0)  +...+  _^l_/(»-i)  («,)  +  R, 
i  1.2  1.2... [n  —  ï) 

le  reste  R  avant  pour  expression  l'intégrale  définie 

i         rh 

(  I  )  R  = j r      /        / (  ")  (  X  —  X  )  .  x"-'dx, 

ou,  en  changeant  X  —  .r  en  x  [283,  II], 

(2)  R=,.2.  ..(„_,)     f      /(",(^)(X--)"-1^- 
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Il  est  facile  de  tirer  de  cette  forme  du  reste  les  formes  déjà  ob- 
tenues [331  et  332],  et  une  infinité  d'autres  analogues.  On  a.  en 
effet,  en  appliquant  la  formule  du  n°  283,  V,  et  prenant  d'aboi'd 
y(x)=fM(x),  %(x)  =  (X  —  x)"-*, 


/ 

i 

d'où 


'X-x)^dx  =    (X~-r0)" 


R=(X *tffW,%^     (Xo<?<X), 


ce  qui  est  la  formule  du  n°  331.  En  prenant 

f[x)=fW[x)  (X  —  x)n-\     et     %(x)  =  i, 

il  vient 

X 

dx  —-  X  —  .r0, 


d'où 


I  .  2  .  .  .  (  72  —  I J  v     '  I  .  2  .  .  .  (  «  —   I  ) 

formule  du  n°  332. 

Plus  généralement,  si  l'on  fait,  pour/;  positif  et  Sri, 

?(x)  =f<n)[x)(TL  —  x)n-P,      %[*:)=  (X  — .r  )'"\ 
on  trouvera  la  formule 

1.2...  [72  —  i)  y;  '        1.2...  In — i)./? 

dont  les  deux  précédantes  sont   des   cas  particuliers,    correspon- 
dants à  p  —  7z  et  p  =  i . 

En  supposant  ^r0  =  o,  X  —  x,  on  aurait  trouvé  de  même,  pour 
le  reste  de  la  série  de  Maclaurin, 

R— \ f   fW[x  —  t)ta-ldt 

i  rx 

1.2    ..[n-i)J0    J       x  1[  ] 

361.  Méthode  de  l'intégration   des  séries.  —  Lorsqu'on    est 
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parvenu,  par  un  moyen  quelconque,  à  développer  la  dérivée  d'une 
fonction  en  série  convergente,  on  obtient,  par  l'intégration  de 
cette  série  [357],  le  développement  de  la  fonction  elle-même  en 
une  série  également  convergente. 

Exemples.  —  I.    Soit    la  fonction  J(x)  —  log(i  -f-  x),    d'où 

f\x)  = On  a,  par  une  formule  connue  d'Algèbre  élémen- 
taire, 


i  —  (—  -r) 
i  —  {-x) 
d'où 


I  —  x  H-  x-  ■ 


\n—l  ~,n— 1 


I  —  x  +  r 


et,  en  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  x, 


log(i  -I-  x)  =  ±  -  ~  +  1.  _...+  (_  i 


fx  x"dx 


/x'1  clv. 
- En 

appliquant  le  théorème  du  n°  283,  V,  l'intégrale  R,  qui  repré- 
sente le  reste  de  la  série,  prendra  la  forme 

R  =    —  I    »  r     /        Xndx  =  [- >■ =  i '- , 

'     i  +  ;J0  n  -h  i    i  -+-  ?         n  +  i    i  +  6z 

quantité  qui  tend  vers  zéro  pour  7Z  infiniment  grand,  toutes  les 
fois  que  l'on  a  —  i  <^  x^  -f-  i .  On  retrouve  ainsi,  plus  simplement, 
les  résultats  du  n°  345. 

II.  En  remplaçant,  dans  la  formule  (  i),  x  par  x2,  on  a 

i                                                                                                     x1" 
-I  —  x*-\-  x'+  —  .  .  .+  (—  i)»-1.^"-2-!-  (—  i)«  -, 


i  H-.r- 

d'où,  en  intégrant  à  partir  de  a;  —  o, 

x       xs        .r5-  ,         ,      ,    .r2"-1  ,        ,      rxx9-'dx 

arctang*  = —  +  —,—...+    —  i  »-i  _       -  +    —  i  «  -, 

i        3         o  v        ;        2  « — i        ^       '  1     i+r 


foi 


i  •-  -,  fx-'ldx      „  .  ,, 

île  qui  peut  servir  a  trouver  /    —   — •  On  en  tire,  pour  1  ex- 
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pression  du  reste  de  la  série  [283,  V], 


R 


f—  l)«  — r     |         X2"dx 


2«  -t-  I   i+62^ 


quantité  infiniment  petite  pour  n  infiniment  grand  et  x-  S.  i . 
III.  Si  l'on  prendy(jc)  =  arc  sinx,  on  aura  [350] 

I  .  3  .  5  .  .  .  f  2  72  —  I  )      „'„ 


2  .  4  •  6  ...  2  « 

série  convergente  pour  toute  valeur  de  x  numériquement  <^  i .  On 
en  tire,  en  intégrant  [357]  à  partir  de  x  =  o, 

x        i  x%         i  .  3  .r5                     i  .  3 ...    2  n  —  i  )     xu,l+1 
arc  sm  x  —  -  -\ —h -=■  -f- .  . .  H -H '-.-■■ 

I  20  2.4O  2 . 4  ...  2  «  2.71  -h  1 

Four  x  =  -5  arc  sm  -  —  7:5  d  ou  1  on  tire 
2  2        o 

T.  II  I  .3        T  I  .3.   .  .  (■2  71  —  1)  I 

ô  =  T  "+-  ~  ô — »  + 


3  2  3.22  2.45.2/f  2.4.  ••2«  (2«-hl).22" 

formule  qui  pourrait  servir  au  calcul  de  iz. 

362.   Ce  procédé  fournit  le  développement  en  série  de  certaines 
transcendantes  non  réductibles  aux  fonctions  élémentaires. 

JCX        dx 
1 1  qui  exprime  la  longueur  de  l'arc 
0      \/l  —  ,zr* 

de  lemniscate  au  moyen  du  rayon  vecteur.  On  a,  pour  x,  numéri- 
quement <^  1 , 

1  i,i.3 

1  H x*  H -.  x%  -f- .  .  . , 


sji—  x4  2  2.4 

d'où 


jC 


rfLc  .r        ix5        1.3  .rJ 

4- 


0     <Ji  —  x"       1       2  5       2.4  9 


II.   Considérons  la  transcendante  connue  sous  le  nom  de  loga- 
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riihme  intégral, 

hx  —   \ =   /  -  cit. 

On  a  [342] 

e{        i  ll- 


t  t  1.2  1.2.3 

d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  t  —  — •  oc   et  t  =  log\r, 

hV  =  li.r  =  C-f-  loglog*  4-  -^-  -+-  l     b     j    +    V     Vo  +  •  •  -, 

I  1.2.2  1.2.3.0 

la  constante  C  ayant  pour  valeur  0,57721566.  . . . 

III.    On  trouverait  de  même,  pour  le  développement  de  la  trans- 
e~x*dx, 


I      e~3 


x         i  x6           i     ,rs 
-  dx  = -| — 

I  I     3  1.2    0 


383.  Méthode  des  coefficients  indéterminés.  —  Lorsqu'on  s'est 
assuré,  par  un  moyen  quelconque,  qu'une  fonction  remplit  les 
conditions  nécessaires  pour  être  développable  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  la  variable,  on  peut  éviter  le  calcul,  sou- 
vent pénible,  des  dérivées  successives,  qu'exigerait  l'emploi  de  la 
formule  de  Maclaurin,  en  se  servant  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  dont  nous  allons  donner  une  idée,  en  l'appliquant 

à  l'exemple  suivant. 

cire  si n  x 
Soit  proposé  de  développer  la  fonction  •   La  théorie  des 

v/i — ^ 
quantités  complexes  nous  apprend  qu'elle  est  développable  suivant 
les  puissances  positives  de  x  pour  toutes  les  valeurs  de  x  numéri- 
quement moindx^es  que  l'unité.  Nous  pouvons   donc  poser,   dans 
cette  hypothèse  de  x-  <^  i, 

arc  sin  x 

■ -  =  <?o  +  «1  *  +   «2  x~  +  •  •  -+-  au  *"  +  ■   ■  ■  i 

y/i  —  .r2 
d'où 

arc  si n.r  —  ^i  —  x"2  ( a0  -f-  «,  x  -+-  a%  ,r2  +    .  .  -f-  an  x"  -f- .  .  .  ). 
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En  différent! an t  les  deux  membres  [356,  358],  il  vient 
i  x 


si* 


Jff0  +  fl[O;+    .    +  anxn  -h  .  . 


d'où 


-h  \J  I  —  x-  (  a  y  -h  2  a  2  x  -f- .  .  .  -f-  nan  xn~l  -f- 


I  =  —  .r  ^  (70  -4-  <71  „c 


i  —  .r2  )  I  a ^  -f-  2  a2  x  -+- .  .  .  -h  nan  x1 

\       ..2 


X  <?! 

—  «1 

—  3  a, 


n  —  i\a 


I  "n-  1 


I  un  +  l 


En  identifiant  les  deux  membres  de  cette  égalité,  on  trouve  les  re- 
lations 


1  =  <2j,       tf0  =  2tf2,        î^nîflj, 


(«  +  i>„+i,      


D'ailleurs  /"(o)  —  o  =  a0,  d'où  l'on  conclut  d'abord,  comme  on 
aurait  pu  le  faire  a  priori  [337],  que  tous  les  coefficients  d'indices 
pairs  sont  nuls.  On  a  ensuite 

2  _  2 . 4  2.4-6 

3'     "5=0'     *7=3Xy     •'" 


«,  =  r,      <7 


d'où  l'on  tire  le  développement 


2.4. • -in 


jircsm.r  _  i     %        i.!\     . 

./, r2  3  3.5  3.5...   2 «  +  i 


§  v. 

FONCTIONS    EXPONENTIELLES    ET    CIRCULAIRES     d'lNE     VARIABLE 
CiMPLEXE,     ET    LELRS    FONCTIONS    INVERSES. 


364.   De  l'équation  [80 


1  p  •  lq  —  '  p+q 


il  résulte  que  la  fonction  i^jouitdela  propriété  générale  exprimée 
par  l'équation  fonctionnelle 


?[p)?{l)  =  ?(/>  +  ?)■ 
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laquelle  caractérise,  comme  on  sait,  les  exponentielles  réelles.  On 
est  ainsi  conduit  à  rapprocher  la  fonction  ip  de  la  fonction  expo- 
nentielle. 

Or,  si  l'on  développe  en  série  l'expression 

i  p  =  cosp  ■+-  i  s\np, 
on  trouve  [344] 

ip         p*            ip5  r>'+ 

id=i  +  — — — ^  + 


I  1.2  1.2.3  1.2.3.4 

ce  que  l'on  peut  écrire  [76]  sous  la  forme 

.    ,    (ip)    ,    [ipY    ,      (ipf      ,        (ip)' 


p  1  1.2        1.2.3       1.2.3.4 

Le  second  membre  de  cette  égalité  n'est  autre  chose  que  le  résultat 
obtenu  lorsque,  dans  le  développement  de  l'exponentielle  [342], 


+ 


1  '  1        1.2        1.2.3        1.2.3.4 

on  remplace  x  par  ip. 

Si  donc  on  prend  cette  série,  qui  est  toujours  convergente,  pour 
nouvelle  définition  de  l'exponentielle  réelle  ex,  la  même  définition, 
appliquée  au  cas  où  l'on  remplace  x  par  ip,  donnera  pour  résultat 
ip.  Il  est  donc  naturel  de  désigner  cette  quantité  ip  par  le  sym- 
bole e'P,  ce  qui  permet  alors  de  faire  rentrer  l'équation 

\p.\q—\  p+q,      ou     (?'> .  ê*  =  e^v+'i) 

dans  la  règle  établie  pour  la  multiplication  des  exponentielles  à 
exposant  réel. 

Nous  pouvons  donc  désormais  renoncer  à  l'emploi  des  notations 
spéciales  ip,  rp,  pour  représenter  les  quantités  complexes;  nous 
les  remplacerons  par 

e'P,  réf. 

Remarquons  les  valeurs  particulières  suivantes,  qui  résultent  de 
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cette  définition.  On  a,  h  étant  un  nombre  entier  quelconque, 

e-~'  =  é*k™  =  cos  2  h 7i  -+-  /  sin  2  /-tt  =  -(-  1 , 

-<  (2À--I--W 


(«-!)• 


365.  Si  dans  l'équation  de  définition  (1)  on  remplace  x  succes- 
sivement par  deux  quantités  quelconques  u,  y,  on  obtient  des  séries 
convergentes,  même  pour  des  valeurs  complexes  de  u  et  de  v  [72]. 
En  leur  appliquant  la  règle  de  la  multiplication  des  séries,  le  ré- 
sultat obtenu  est  identique  avec  la  série  (1),  dans  laquelle  on  aurait 
remplacée  par  u-+-v;  c'est-à-dire  que  l'exponentielle  à  exposant 
complexe  quelconque,  définie  par  l'équation  (1),  satisfait,  comme 
l'exponentielle  réelle,  à  l'équation 


Donc  les  exponentielles  à  exposant  complexe  sont  soumises,  pour 
la  multiplication,  à  la  même  règle  que  les  exponentielles  à  expo- 
sant réel.  On  aura  aussi,  par  conséquent, 

e" 

—  =e"-%      (<?")"  =  <?"", 

n  étant  une  quantité  réelle  quelconque. 

Si  l'on  remplace  la  quantité  réelle  n  par  une  quantité  complexe 
quelconque  v,  nous  prendrons  pour  définition  de  (e")1'  l'équation 


Remarquons  ici  que,  dans  l'exponentielle  e11,  la  variable  u,  qui 
forme  l'exposant,  est  donnée  par  elle-même,  et  que,  si  l'on  met 
l'exponentielle  sous  la  forme  rp  ou  re'P,  l'argument  p,  qui  est  le 
coefficient  de  i  dans  u  =  q  -\-ip,  doit  être  complètement  déterminé, 
et  non  plus  seulement  connu  à  un  multiple  de  in  près.  C'est  à 
cette  condition  que,  d'après  la  remarque  de  la  fin  du  n°  83,  l'élé- 
vation de  eu  à  une  puissance  incommensurable  ou  complexe  quel- 
conque est  une  opération  déterminée  et  uniforme. 
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366.  Étudions  maintenant  les  propriétés  de  la  fonction  expo- 
nentielle ez,  dont  l'exposant  est  une  quantité  complexe  z  =  x-Jr-iy~. 
D'après  l'article  précédent,  on  a 

ez  __  e*-w':r—  eK.e'J  =  ^(cosj  -f-  i  sinj), 

d'où  l'on  voit  que  cette  expression  se  présente  elle-même  sous  la 
forme  d'une  quantité  complexe,  dont  ex  est  le  module  elj  l'argu- 
ment. 

On  a  de  plus  [364] 

e:+1'a=  ez  ,et!-~'  —  ez  ><  i  =  ez-1 

donc  l'exponentielle  ez  ne  change  pas  de  valeur,  lorsqu'on  aug- 
mente la  variable  z  d'un  multiple  quelconque  de  2 Tri.  On  dit, 
pour  cette  raison,  que  ez  est  une  fonction  périodique  de  z,  dont 
l'indice  de  périodicité  ou  la  période  est  21:  i. 

Représentons  géométriquement  cette  périodicité.  Soit  z=x-\-ij 
un  point  quelconque  du  plan,  y  étant  d'abord  supposé  positif  et 
C^27r  (fig.  a3).  Si  l'on  mène  par  ce  point  une  parallèle  à  l'axe  Oj, 

Fifï.  23. 


J 

"l    ^3 

i2* 

T  ^i 

Xz 

0 

1  a-i 

4*-i 

et  que,  de  part  et  d'autre  de  z,  on  porte  sur  cette  parallèle,  à  la 
suite  les  unes  des  autres,  des  longueurs  égales  à  2Tr,  on  obtiendra 
une  suite  indéfinie  de  points 


pour  lesquels  la  fonction  ez  aura  la  même  valeur.  Et  réciproque- 
ment, il  est  aisé  de  voir  que  ces  points  sont  les  seuls  pour  les- 
quels ez  ait  la  valeur  considérée. 

Si  de  part  et  d'autre  de  l'origine  O  on  porte  de  même,  sur  l'axe 
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des  y  à  la  suite  les  unes  des  autres,  des  longueurs  égales  à  2  7T,  et 
que  par  les  points  de  division  on  mène  des  parallèles  à  Ox,  ces 
parallèles  partageront  le  plan  en  bandes  horizontales,  de  hau- 
teur 2  7:,  et  de  longueur  indéfinie  dans  les  deux  sens.  Chacune  de 
ces  bandes  comprendra  évidemment  un  des  points  ...,  z_t,  z, 
z{,  .  .  . ,  et  un  seul.  Ces  points  seront  placés  de  la  même  manière 
dans  leurs  bandes  respectives,  de  sorte  que  deux  de  ces  points 
viendront  coïncider  l'un  avec  l'autre,  si  l'on  fait  glisser  l'une  des 
bandes  le  long  de  l'axe  Oj,  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  s'appliquer 
sur  l'autre. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  chacune  de  ces  bandes,  la  fonction  ez 
parcourt  la  série  complète  des  valeurs  dont  elle  est  susceptible,  el 
qu'elle  y  prend  chaque  valeur  une  seule  fois. 

On  verrait  absolument  de  la  même  manière  que  la  fonction  eiz 
est  également  périodique,  sa  période  étant  la  quantité  réelle  ir.. 
On  représenterait  géométriquement  cette  périodicité  comme  nous 
venons  de  le  faire  pour  la  fonction  ez,  à  cela  près  que  les  bandes, 
au  lieu  d'être  parallèles  à  l'axe  des  x,  le  seraient  à  l'axe  des  y. 

367.   Des  équations  [69  et  364] 

eip  =  cosp  +  i  s'mp,     e~'p  =  cosp  —  i  s'mp 

on  tire,  pour  p  réel, 

c>i' -\-  c'-'1'  eip e~ip 

cosp  = ?      sin/7  =. 

2  2.1 

Ce  sont  là  les  formules  d'Euler  pour  l'expression  des  fonctions 
circulaires  en  exponentielles  imaginaires. 

En  les  comparant  aux  formules  du  n°  275,  qui  définissent  les 
fonctions  hyperboliques,  on  voit  qu'elles  n'en  diffèrent  que  parle 
changement  de  x  en  xi  et  par  le  diviseur  i  qui  affecte  le  sinus,  de 
sorte  que  l'on  aura,  entre  les  deux  classes  de  fonctions,  les  relations 


cosx  =  Gh.r/,     sinx  =  —  Sh.r/,      tang.r  =  -  Th.r/, 

et  réciproquement 

Ch.r— cos.r/,     Sh.r  =  —  siaxi,     Th  x  =  -  -  tansr.zv. 
i  i 

H.  —  Cours  de  Calcul  in  fui.,  I.  2  1 
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Si  à  la  variable  réelle  p  on  substitue  une  variable  complexe  z, 
nous  prendrons  pour  définitions  des  fonctions  cosz  et  sin,z  les 
équations 


cos  s  =  — 


On  a  ensuite,  en  remplaçant  z  par  x  -+-  iy, 

e±iz  ■==■  e±i^x~^'^  =  gos  (  x  -+-  iy)  ±  i  sin  (  x.  -+-  iy  ) 
_  e±uc  e+y  __  ^  CQS  _r  -j-  i  s[n  .r  j  ^  Qfay  ;xi  Shj  ) , 

d'où  l'on  tire,  comme  au  n°  275, 

cos  [x  -+-  iy  )  =  cos.r  Chj  —  i  sin  x  Shr, 
sin  [x  -\-  iy)  =  sin  .r  Chj  -l-  /  cos.r  Sh  r. 

Ainsi  le  cosinus  et  le  sinus  d'une  quantité  complexe  se   ramènent 
aussi  à  la  forme  complexe. 

Par  un  calcul  semblable  à  celui  que  nous  venons  de  faire,  on 
obtiendrait,  pour  les  valeurs  du  cosinus  et  du  sinus  de  la  somme  de 
deux  quantités  complexes  u  et  v,  des  formules  identiques  à  celles 
que  l'on  établit,  par  cette  voie  ou  par  une  autre,  pour  le  cosinus 
et  le  sinus  de  la  somme  de  deux  arcs  réels. 

368.  Les  exponentielles  elz,  e~lz,  dont  les  fonctions  cos  s  et  sinz 
sont  formées  par  addition  et  soustraction,  ayant  l'une  et  l'autre 
pour  période  2  7T,  ces  fonctions  elles-mêmes  auront  aussi  pour  pé- 
riode 2 7r,  de  sorte  qu'on  aura,  h  étant  un  entier  quelconque, 

cos  (s  H-  2^71-)  =  cosz,     sin  (3 -i- 2^71-)  =  sinz. 

Si  l'on  partage  le  plan  en  bandes  verticales  de  largeur  27:,  les 
deux  fonctions  cos  z  et  sin.z  prendront,  dans  chacune  de  ces  bandes, 
la  totalité  de  leurs  valeurs. 

Mais  on  ne  pourra  plus  dire,  comme  pour  une  exponentielle 
unique,  que  ces  fonctions  ne  passent  qu'une  seule  fois  par  la  même 
valeur  dans  la  même  bande.  En  effet,  l'équation  de  définition 

eiz  -+-  e~iz 

cos  z  =  


donne  évidemment  la  relation 
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ou,  plus  généralement,  quels  que  soient  les  entiers  h,  À', 

C0S( —  Z  H-  2/-7I-)  =  COS(z  -f-  2  k'-ii). 

On  a  donc  la  même  valeur  de  cosr  non-seulement  pour  les  points 

•  •  • ,  z— i,  z,  zu   .  . . , 

disposés,  à  la  distance  ir.  les  uns  des  autres,  sur  une  même  paral- 
lèle à  Ox,  mais  encore  pour  les  points 

'         '      ' 

•   •   •  ,     Z_  ! ,     Z  ,     S |  ,      .    .   -  , 

symétriques  des  précédents  par  rapport  à  l'origine  O,  et  disposés, 
à  la  même  distance  mutuelle,  sur  une  autre  parallèle  à  Ox. 

On  en  conclut  que  la  fonction  cosz  prend  deux  Jois  dans  chaque 
bande  la  totalité  de  ses  valeurs,  et  l'on  voit  aisément  que  les  deux 
valeurs  égales  dans  une  même  bande  sont  situées  symétriquement 
par  rapport  au  milieu  du  segment  que  cette  bande  intercepte  sur 
l'axe  Ox. 

On  pourrait  de  même   discuter  directement  la  fonction   sin^. 

Mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  que,  à  cause  de  -  =  e   2 
[364],  on  a 


sinz 

=i[:(- 

-3-.- 

■-(- 

»]  = 

I 
2 

[.'(■- 

•3 

-3] 

=  ![/- 

2 

-'Ke~ 

<(- 

-D] 

= 

COS  1  z 

â; 

=  cos 

e- 

On 

aura 

donc  non 

-seulement 

sinz  = 

cos  1  Z  — 

77 
2 

+-  2/' 

•) 

=  sin 

:» 

+ 

2/-7T), 

mais  encore,  à  cause  de  cosz  =  sin 


■i"  ■        <■'■■:   '   —  z  -+       |  =sin  !  —  3  +  -  -f-  -  ]  =  sin(7r  —  z), 


d'où   l'on  conclura  que  la  fonction   sin  s   prend    deux  fois  dans 
chaque  bande  la  totalité  de  ses  valeurs. 

21  . 
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369.  La  fonction 


sins         i   e'- —  e 


IZ  p—lZ 


tangs  =  —  =  -.- 


coss         i  e-"  -T-  e~ 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


i  e-'-  —  i 
tane-  z  = 


i  e^z  H-  i 


elle  est  donc  liée  à  e-iz  par  une  équation  du  premier  degré,  et  elle 
aura  la  même  période  r.  que  cette  exponentielle,  de  sorte  qu'on 
aura,  quel  que  soit  l'entier  k, 

lang(z  -f-  fciz)  =  tangz, 

Si  l'on  partage  le  plan  en  bandes  verticales  de  largeur  ît,  tangz 
prendra  dans  chaque  bande  la  totalité  de  ses  valeurs,  et  chaque 
valeur  une  seule  fois. 

370.  Ce  que  nous  venons  de  dire  des  fonctions  circulaires  s'ap- 
pliquerait aux  fonctions  hyperboliques 

.         cz  -+-  erz                     i    .    .          ez  —  c~z 
Lhz=  cosiz  = j      Shz  =  —  simz  = , 


1  li  z  =  -  tan<?  ;  .3  =  — —  i 
i        °  Chz 

au  changement  près  de  l'indice  de  périodicité  2  7r  en  2 tu  et  des 
bandes  horizontales  en  bandes  verticales. 

On  verrait  que  ces  fonctions  sont  périodiques,  comme  les  fonc- 
tions circulaires.  Seulement  leur  période  est  imaginaire;  elle  est 
2 tu  pour  les  fonctions  Gh  et  Sh,  et  7W  pour  la  fonction  Th. 

371.  Occupons-nous  maintenant  des  fonctions  inverses  des 
fonctions  exponentielles  et  circulaires. 

Nous  avons  vu  [366]  que  la  fonction  ez  prend  la  totalité  de  ses 
valeurs  et  chaque  valeur  une  seule  fois,  lorsqu'on  fait  varier  z 
dans  l'étendue  d'une  bande  horizontale,  de  largeur  égale  à  2  7T. 
Réciproquement,  étant  donnée  a  priori  une  valeur  complexe 
quelconque  w  =  u-\^w  de  la  fonction  ez,  nous  allons  voir  que 
l'on  peut  toujours  assigner  à  z  une  valeur  qui  satisfasse  à  l'équa- 
tion e"  =  w,  et  de  celte  valeur  nous  en  déduirons  une  infinité 
d'autres. 
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En  effet,  si  l'on  identifie  les  deux  membres  de  l'équation 

ez  =  «',      ou     ex+,y  =  ex[cosy  -f-  i  s'my)  =  a  -+-  «>, 

il  vient 

ex  cos  r  =  «,     ex  sinj  =  c , 

d'où  l'on  tire 

-i-  c 


x  =  log  s] u'1  -f-  r2 ,     jr  =  arc  tanj 

le  logarithme  étant  pris  dans  le  sens  arithmétique,  et  arc  tang 

indiquant  celui  des  arcs  positifs  <^2  7ï  dont  la  tangente  =  -  et 

dont  le  cosinus  et  le  sinus  ont  respectivement  les  mêmes  signes 

que  u  et  v. 

Maintenant,  le  cosinus  et  le  sinus  ne  changeant  pas  lorsqu'on 

augmente  l'arc  de  2  7i,  on  voit  que  l'on  pourra  prendre  pour  y  la 

valeur  précédente,  augmentée  d'un  multiple  quelconque   de  27:, 

ce  qui  donne 

■+■  " 
y  =  arc  tang h  2  k  t.. 

-f-  u 

Si  l'on  appelle  donc,  par  analogie  avec  les  quantités  positives, 
logarithme  de  la  quantité  w  la  fonction  inverse  de  l'exponentielle, 
c'est-à-dire  l'exposant  z  correspondant  à  l'exponentielle  ez  =  w, 
on  aura,  pour  l'expression  générale  de  ce  logarithme, 


f-  e 


(  i  )  log  [u  +  iv)  =  log  \Ju-  -h  v1  H-  i .  arc  tang f-  2  k  -  /, 

les  fonctions  logarithme  et  arc  tangente  du  second  membre  étant 
prises  dans  leur  sens  arithmétique  et  restreint,  tandis  que  le  loga- 
rithme du  premier  membre  est  pris  dans  le  sens  le  plus  général, 
au  point  de  vue  des  quantités  complexes. 

Lorsqu'il  y  aura  lieu  de  craindre  une  confusion  entre  ces  deux 
manières  de  considérer  le  logarithme,  on  pourra  employer,  avec 
Gauchy,  des  doubles  parenthèses  pour  désigner  le  logarithme  pris 
dans  le  sens  généralisé,  et  écrire,  par  exemple,  log((u  -f-  iv)). 

Si  la  valeur  de  l'exponentielle  ez  =  w  était  donnée  sous  la  forme 
rp  ou  relP,  on  trouverait  immédiatement,  d'après  les  principes  du 
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n°  366, 

(  2)  log  (re'P  )  =  log  r  ■+■  ip  h-  2  k  iz i, 

d'où  l'on  pourrait  déduire  la  formule  (1). 

En  particulier,  si  w  est  une  quantité  réelle  et  positive,  alors 
p  =  o,  rp  =  7',  et  l'on  a 

log((r))  =\ngr  -+-  2.1er: i. 

Ainsi,  au  point  de  vue  des  quantités  complexes,  une  quantité  réelle 
et  positive  a  une  infinité  de  logarithmes,  dont  un  seul  réel,  celui 
qui  coïncide  avec  le  logarithme  arithmétique. 
Si  w  est  une  quantité  négative,  p  =  n:,  d'où 

log((— r))=logr+(aA  +  i)tti. 

On  voit  par  là  que  le  logarithme  d'une  variable  négative  —  7'  se 
présente  sous  la  forme  du  logarithme  de  la  valeur  arithmétique  de 
la  variable  prise  positivement,  augmenté  d'une  constante  imagi- 
naire représentant  log((' — 1))  [271]. 

372.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  les  valeurs  représentées 
par  les  formules  (1)  ou  (2)  ont  toutes  la  même  partie  réelle,  et  sont 
disposées,  une  dans  chaque  bande,  sur  une  même  parallèle  à  l'axe 
desj",  comme  les  diverses  valeurs  de  z  dans  la  ligure  du  n°  366. 

On  voit  par  cet  exemple  comment  la  fonction  inverse  d'une 
fonction  périodique  est  une  fonction  multiforme,  admettant,  pour 
chaque  valeur  de  la  variable,  une  infinité  de  déterminations,  qui 
diffèrent  entre  elles  par  des  multiples  d'un  même  intervalle  con- 
stant. 

373.  Considérons  maintenant  la  fonction  z=.  arc  tangw,  inverse 

de  la  tangente 

1  e-'z  —  1 
w  =  tangs  =  -  • 


Cette  équation  de  définition  donne 
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En  faisant  w  =  relP ,  on  a,  d'après  le  n°  371, 

z  =  arc  tang  (rel'P  )  =  — :  [log  (  i  -f-  in**  )  —  log  (  i  —  we*  )  J 

i  2rcos/>        /  .       i  -+-  2rsin»  -+-  r2 

=  -  arc  tang — h  -=  log  r— - H-  kt.. 

2  i  —  r2         4  x  —  2rsin/j  -4-  r3 

Si  l'on  avait  donné  w  sous  la  forme  u  -h  iV,  on  aurait  eu 

i  o.u  i  { f  -f-  c  2  -f-  //2 

arc  tang  i«  -f-  h>)  =  -  arctang  ■ -f-  —  log -4-  kr.. 

2  i  —  u-  ■ —  v-       4         ( l  —  l';"  -r  « 

Les  fonctions  inverses  du  cosinus  et  du  sinus,  pour  des  valeurs 
complexes  de  ces  dernières  quantités,  se  calculeraient  de  la  même 
manière.  Seulement  leurs  valeurs  sont  plus  compliquées  et  d'un 
usage  moins  fréquent. 

374.  Les  règles  de  l'addition,  de  la  soustraction  et  de  la  multi- 
plication, sur  lesquelles  sont  fondées  celles  de  la  différentiation  et 
de  l'intégration,  étant  les  mêmes  pour  les  quantités  complexes  que 
pour  les  quantités  réelles,  ce  que  nous  avons  dit  sur  les  procédés 
généraux  de  différentiation  et  d'intégration  des  quantités  réelles 
s'appliquera  aussi  aux  fonctions  complexes  d'une  variable  réelle. 

D'abord  les  règles  de  la  différentiation  et  de  l'intégration  des 
fonctions  algébriques  se  démontreront  comme  dans  le  cas  des 
quantités  réelles,  et  nous  avons  pu  déjà  les  emplover  sans  aucun 
changement  (par  exemple,  au  n°  290,  II). 

Pour  les  exponentielles  imaginaires,  on  a 

d.eix  =  d[cosx  -f-  /sin x)  =  ( —  sin.r  -+-  icosx^  dx 
—  xos.r  -f-  /sinx)  idx  =  e'xidx, 

formule  qui  est  la  même  que  si  i  était  un  nombre  réel. 

On  a  ensuite,  pour  une  exponentielle  à  exposant  complexe, 

dme(a+bi)x  _  cJ!elxehix)  =  dcax  ,ehix  -+-  e'x.debix 
=  e(a+*i>(a+  bi)dx, 

ce  qui  donne  une  règle  identique  avec  celle  de  la  différentiation 
des  exponentielles  réelles. 
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On  en  déduit,  réciproquement, 

e(a-hbi)x                      a  —  fjj 
fe{cc+bi)xdx  —-  __ .   +  C  _  : e(a+bx)L  _j_  C 

J  a  -h  bi  aï  H-  b"1 

d'où  l'on  tire,  en  séparant  le  réel  de  l'imaginaire, 

-  _„        ,      ,  acosbjc  -f-  bsmb.t- 

/  eax  cos  bxdx  =.  eax h  C, 

J  a1  +  h1 

r         .  aûnbx — bcosbx 

/  cax  sin  bxdx  =  eax -4-  C. 

J  a1  H-  b'1 

On  retrouve  ainsi,  d'une  manière  plus  directe,  les  résultats  obte- 
nus au  n°  285,  V. 

On  en  conclut  encore 

jyn%e{a+M)x  __  la  +  fcy  eii(a+bi)x  . 

d'où,  en  séparant  le  réel  de  l'imaginaire,  et  posant 

A  —  an  —  («),  a"-2  b1  +  [n)k  *«"-*  h'*  —  .  .  . , 
B  =  (»),  à"-1  6  —  (//),  a"-363  -+-  (»),  a"-5  &«_..., 
on  tire 

D" . eax cos bx  =  eax  (  A  cos Z> x  —  B  sin  b x) , 

D"  .  eaa:  sin  bx  =  eax  (  A  sin  b  x  -+-  B  cos  b  x) . 

Plus  simplement,  si  l'on  pose 

a  -f-  */  =  /ce", 
il  vient 

rj'2 1  e(a-i-bi)x  __  fcn  eax-t-(bx+nl)i . 

d'où  [293] 

D.; . ea*  cos 6  je  =  /cra e^r  cos (  ô x  -h  ni), 
D" .  ea*  sin  b  x  =  k"  eax  sin  (  b  x  -h  ni  ) . 

Nous  nous  occuperons  plus  tard  de  ce  qui  concerne  la  diflféren- 
tiation  et  l'intégration  des  fonctions  d'une  variable  complexe 

z  =  x  -f-  ijr, 
où  x  et  r  varient  indépendamment  l'un  de  l'autre. 
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375.   Si  la  fonction  y  est  déterminée  par  une  équation  de  la 
forme 

(')  /(■?)—  J?  i'x)  =°' 

et  que,  pour  une  certaine  valeur  a  de  x,  les  deux  fonctionsy(,r), 
y(x)  s'évanouissent  à  la  fois,  l'équation  (i)  sera  satisfaite  en  com- 
binant avec  la  valeur  a  de  x  une  valeur  quelconque  de  y,  de  sorte 
que  cette  équation  cesse,  pour  x  =  a,  de  déterminer  directement 
la  valeur  dey. 

Cependant,  pour  toute  valeur  de  x  autre  que  a,  l'équation  (i) 

flx) 
donne  pour  y  une  valeur  '■ ?  qui  est  déterminée,  et  la  série  de 

ces  valeurs,  de  part  et  d'autre  de  x  =  a,  forme  une  suite  continue, 
qui  n'est  interrompue  que  pour  la  Valeur  même  x  —  a.  Pour  réta- 
blir la  continuité,  à  laquelle  les  fonctions  qui  représentent  les  phé- 
nomènes réels  sont  généralement  astreintes,  on  prendra,  pour  la 
valeur  dey  correspondante  à  x  —  a,  la  limite  vers  laquelle  tend  y, 
lorsque  x  diffère  infiniment  peu  de  a,  c'est-à-dire  la  quantité 

,.      f(a-\-h) 

11m  — 

y  (a  -4-  h) 
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pour  h  infiniment  petit.  Cette  limite  sera  dite  la  vraie  valeur  de 
la  fonction  y  pour  x  —  a. 

Pour  obtenir  maintenant  cette  limite,  comme  on  ne  peut  pas 
faire  la  substitution  directe  de  x  =  a,  on  cherchera  une  fonction 

qui  soit  identiquement  égale  à  "•         pour  toute  valeur  de  x  autre 

que  a,  ou  du  moins  qui  diffère  infiniment  peu  de  cette  fonction 
pour  x  infiniment  voisin  de  a,  et  dans  laquelle  on  puisse  faire  la 
substitution  directe  [166]. 

376.  On  peut  souvent  déterminer  une  fonction  identiquement 
égale  à  la  proposée  et  dans  laquelle  la  substitution  de  x  —  a 
puisse  s'effectuer,  en  supprimant  un  facteur  commun  aux  deux 
termes  du  rapport. 

Exemples. — -I.  Si  m  et  n  sont  deux  nombres  entiers  et  positifs, 
les  deux  termes  du  rapport 


sont  divisibles  par  x  —  a,    et  ce  rapport,  quel  que  soit  x  autre 
que  a,  est  identique  au  rapport 


H-  axm-'1  +  ...-+-  ah 


dont  la  valeur,  pour  x  =  a,  est  —  am  n.  Telle  est  donc  la  vraie  va- 
leur  du  rapport  proposé,  pour  x  —  a. 

II.   On  a  identiquement,  pour  x  différent  de  zéro, 


2Sin-5-.r  cosTj.r 
"■   g<     "     =cot 


quantité  qui  devient  infinie  pour  x  --  o  ;  donc  la  fraction  propo- 
sée a  l'infini  pour  vraie  valeur  correspondante  àx  =  o. 

Quelquefois  on  peut  faciliter  la  recherche  du  facteur  commun, 
en  employant  certaines  transformations  algébriques.  Par  exemple  : 
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III.   Soit  proposé  de  trouver  la  vraie  valeur  de  la  fraction 

\  x  —  y  a  -+-  y  x  —  a 
\jx^  —  a- 

pour   x  =  a.   Multiplions   les   deux  termes    de    la    fraction   par 
\fôc  -+-  \fa.  On  aura  la  fraction 

x  —  a  +-  (  \Jx  ■+-  \Ja  )  \jx  —  a 

— =r~ - 1 

(  \jx  -h  \Ja)  \J[x  H-  a )  (  x  —  «  ) 


dont  les  deux  termes  sont  évidemment  divisibles  par  \jx  —  a,  ce 
qui  donne 

\jx  —  a  +  sj  x  -f-  Ja 


\ZZ1    t 


[\Jx  -+•  sja)  \/x  +  a 
et  cette  dernière  quantité  prend,  pour  x  =  a,  la  valeur  — =  ■ 

377.  Souvent  on  a  recours  au  développement  en  série  des  fonc- 
tions f(x)  et  <f(x)  suivant  les  puissances  du  facteur  commun  infi- 
niment petit  qui  doit  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction,  et 
l'on  pousse  le  développement  assez  loin  pour  mettre  en  évidence 
dans  chaque  terme  les  infiniment  petits  de  l'ordre  le  moins  élevé 
qui  doivent  subsister  après  les  réductions;  puis  on  divise  les  deux 
termes  par  la  plus  haute  puissance  du  facteur  infiniment  petit  qui 
puisse  les  diviser  tous  les  deux,  après  quoi  on  égale  ce  facteur 
à  zéro. 

Exemples.  — ■  I.  Les  exposants  m  et  n  étant  quelconques,  et 
x  =  a  -h  h,  on  a  [348  et  340] 


xm—am        {a  -+-  fi 


m  „>u 


h\m 

(a-\-/i)n  —  an    '  l  /i\" 

i+  -  I 


h         ,    .    Ir  f  h 


a 


m-  2 


n {-  [n  ,  —     n-  ©- 


en  divisant  les  deux  termes  par  -,  puis  faisant  h  =  o,  cette  exprès- 
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sion  devient  égale  à  -  am~n,  comme  dans  le  cas  particulier  traité 
dans  le  numéro  précédent. 
II.   On  a  [350] 


\Jx  —  \ja  -Y-  \Jx  —  a \J a  -h  II  —  \/n  -+-  yjh 

y/.r2  —  a2  y/ h  y/ 2  a  -+-  h 


V'rt  (  1  + H- .  .  .  )  —  y/a  ■+■  sjh 


ou,  en  réduisant  et  divisant  par  \Jh, 

yfh 

- h  .  .  .  +  r 

7.  a 


y/ 2  a  -j-  k 

quantité  dont  la  limite  pour  h  =  o  est •>  les  termes  non  écrits 

du  développement  s'évanouissant  tous  pour  h  =  o. 

III.  La  fonction 

tançz/.r  —  11  tangr.r 


a  sui.r  —  simix 


qui  se  présente  sous  la  forme  -  pour  .r  =  0,  devient  en  dévelop- 
pant [353  et  3441 

[nx  +  i  n%x%  4- .  .  .)  —  ri  (.r  -+-  -j./;3  4-  ...  ) 


expression  qui  se  réduit  à 


—    /2.r  —  jrir  x" 


1  fV 


7T  /r  —  /?  .r0 


les  termes  non  écrits  s'évanouissant  avec  x.  Donc  la  limite  del'ex 

1      r 
3  '  6 


pression,    pour  x  =  o,    est   égale   à  •=  '.  -p  =  2,    quel  que   soit  le 


nombre  n. 
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378.  Une  autre  méthode  générale  pour  la  recherche  des  vraies 
valeurs  est  fondée  sur  la  différentiation. 

Nous  avons  vu  [330]  que,  sif'(x)  et  cf'(x)  sont  continues  dans  le 
voisinage  de  x  =  a,  h  étant  supposé  assez  petit  pour  que  y'(x)  ne 
change  pas  de  signe  et  ne  s'évanouisse  pas  entre  x  =  a  et  x  =  a-i-7i, 
on  a,  dans  le  cas  de  f(a)  =  ©(a)  =  o, 

f  (a -+-/!)  __   f'[g  -4-  0//) 
y(«  H-  /i)   ~"    y'  («  H-  0/î) 

On  en  tire,  toutes  les  fois  que  tf(a)  n'est  pas  nul, 

/(a-f-ZQ  __/'» 


n  m 


Donc  la  limite  du  rapport  de  deux  fonctions  qui  s'évanouissent  si- 
multanément pour  x  =  a  est  égale  au  rapport  des  valeurs  de  leurs 
dérivées  pour  x  —  a. 

Dans  le  cas  où  cp'(«)  serait  nul,  sans  que  f{a)  le  fût,  on  remar- 
querait que  l'on  a  alors 

nmïM-ïM-0 

d'où  l'on  conclut  que  la  limite  de  —^  est  co  ,  c'est-à-dire  qu'elle 

cp(.r)  1 

est  encore  donnée  par  la  valeur  du  rapport  '  , .   ,  •   Donc  la  rèsle 

1  x  x  f  [a] 

précédente  donne  la  vraie  valeur,  toutes  les  fois  que  l'une  au  moins 
des  quantités  f'(a),  a/ (a)  n'est  ni  nulle  ni  infinie. 

~.m  „m 

Exemple.  —  Soit  la  fraction  — - —  pour  x  =  a.  En  prenant 

les  dérivées  des  deux  termes,  on  trouve 
m  .r'"~1         m 

.çlll  —  Jl 


dont  Ja  limite  pour  x  =  a  est  —  am  n. 

379.   Sif(a)  et  cp'(«)  s'annulent  à  la  fois,  soit  n  le  plus  petit  in- 
dice pour  lequel  /"(w)(«)  et  çp(w,(a)  ne  sont  pas  tous  deux  nuls.  On 
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aura  [330,  (12)] 

■f(a  +  h)         /<»>(* -M/i)  .  f[a  +  h)        /(»>'(«) 

—  '•■)  d  ou      lim  - 


y(«-h/ij  y(")(a  +  e/i)  y  («  +  //)  ?('*J  (a) 

Donc,  si  le  rapport  des  premières  dérivées  se  présente  lui-même 

sous  la  forme  -■>  on  continuera  à  différentier  un  même  nombre  de 
o 

fois  les  deux  termes  de  la  fraction,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne 
à  deux  dérivées  f^(x),  <p^(a:)  qui  ne  s'annulent  pas  simultané- 
ment pour  x  =  a. 

Exemple.  —  On  a  ainsi,  pour  x  =  o, 

I  —  COS.T                         siu.r  rns-r  t 

Il lïl r- s =  Jim  : ==  lllll 


2sm.rcosx  2cos_.r  —  2sm  x        2 

380.  Remarquons  que  l'emploi  de  la  règle  précédente  est  sus- 
ceptible de  plusieurs  simplifications. 

D'abord,  le  théorème  qui  ramène  la  recherche  de  la  limite  de 

f[A  v     11    j   i  v    •     1    f{n){A  ,      t  •  v    1  j 

^-r-T  a  celle  de  la  limite  de  .  .  .  :  s  applique  aussi  a  chacun  des 
<p(x)  <fVl'[x)        X1      x 

rapports  . 

f'[x)         f"[x)  f(»-^{x) 

f'[x)'       f"{x)"      ""       yf «~*î (ar)  ' 

qui  tous  ont  la  même  limite  commune/'"^  :  y(fl}(x).  Si  donc  on 
peut  trouver  une  fonction  identique  avec  l'un  quelconque  de  ces 
rapports,  ou  seulement  infiniment  peu  différente  de  ce  rapport 
pour  x  voisin  de  a,  mais  admettant  un  calcul  plus  simple,  on  pourra 
substituer  cette  nouvelle  fonction  au  rapport  de  dérivées,  et  con- 
tinuer sur  elle  le  calcul. 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  numéro  précédent,  le  rapport  des  pre- 

SI  11  <V  •  T 

mières  dérivées,  — : ■ •>  est  identiquement  égal  à  5   et 

2Sin.rcos.r  A  2C0S.r 

celui-ci  a  évidemment  pour  limite  -• 


o    .                                                    ,      p                 \fx  —  Ja  -h  Jx  —  a 
Soit  encore,    pour  x=a,   la  fraction  -î v  Ss 

y.r2  —  a- 
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limite  sera  égale  à 


lim 


2   \jx          2   \jx  — 

n               i  Jx-  —  a1 

\Jx2  —  az 

X 

\     ix  sjx 

ix  \Jx  —  a 

1      9                    9 

\jx~  —  a~ 

,.         I  Ixi  —  d1 

—  hm  —  I  / 

2  <r   y     .r  —  a 


La  valeur  de  cette  dernière  expression  s'obtiendra,  soit  en  divisant 
les  deux  termes  de  la  fraction  par  x —  a,  soit  en  appliquant  à  la 
quantité  sous  le  radical  la  règle  de  la  difïerentiation  [378]. 


Remarque.  — L'équation 

hm  — —  =  uni 


f(a-{-/i)        ,.      fW[a-\~6h) 


,{<>■)  la;      d/t) 


■    fi*)  i  .         i  /<">(*)  j 

nous  apprend  que,  si  '         tend  vers  zéro,  le  rapport  — - — j—  tendra 

11  x  y  (^J  L  l  <j>\'1)  [xj 

aussi  vers  zéro.  Mais  il  n'en  résulte  nullement  que  le  rapport  de 
ces  deux  fractions  infiniment  petites  ait  lui-même  pour  limite 
l'unité.  Si  l'on  a,  par  exemple, 

f{x)  _    .r2  /'(.r)  _     ix 

—, r   5  Cl  OU         -y 5 

<p[x)        sin,/;  ?  (,rj         cos.£ 

les  limites  des  deux  fractions  seront  bien  égales  l'une  et  l'autre  à 
zéro,  pour  x  =  o;  mais  le  rapport  des  fractions  elles-mêmes,  égal 

à  — j  a  pour  limite  -■>  et  non  l'unité. 

swix      2  2 

381.  Ce  que  nous  avons  dit  des  fonctions  qui  se  présentent  sous 
la  forme  -  s'applique  également  aux  fonctions  qui  se  présentent 

sous  la  forme  —  •   On  peut  enlever  l'indétermination  soit  par  la 

oo  x  l 

suppression  d'un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  frac- 
tion [376],  soit  en  développant  les  deux  termes  en  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  négatives  et  positives  de  l'accroisse- 
ment de  la  variable  à  partir  de  la  valeur  critique  [377],  soit  enfin 
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par  l'emploi  de  la  différentiation.  On  a,  en  effet, 


/M 


Vacti 
appliquer  la  règle  du  n°  378,  qui  donne 


et,  sous  cette  dernière  forme,  la  fraction  devenant  -5  on  peut  lui 


eh' 


f(.r)  f(a-hh)  [?{a+Qh)f 

hm  —7 — 7  =  nm  — —  hm —±-, — - 

m\-x)  1  fa-hQh) 


f[a  +  h)  [f(a  +  6h)Y 

■f'(a  +  6h)  X  L         ?{a-+-QA)j 


„  •     ,  p  •  fW    -+"    h)  ,  T'A  •  • 

Or,  si  la  traction  —j r-f  tend  vers  une  limite  A,  qui  ne  soit  ni 

y  [a  -\-  Il  j  * 

11         •   •    r     •        fia -h  6k)  ,  ,    .  ,  .  A  .. 

nulle  ni  munie,  — ttt  tendra  évidemment   vers  la  même   h- 

f(a.-{-  6/1) 

mite  ;  donc 

A  =  hm^ T7--A2,     d'où     A  =  lira  ^-l 


ce  qui  rentre  dans  la  règle  du  n°  378. 

Le  raisonnement  précédent  ne  s'appliquerait  plus  au  cas  où  A 

serait  =  0.  Alors  nous  considérerons  la  fonction  — — {  H-  G,  G  étant 

?[x) 

une  constante  quelconque,  et  cette  fonction  aura  pour  limite  C, 

puisque  la  limite  de  son  premier  terme  est  zéro  ;  mais  on  peut  la 

mettre  sous  la  forme 


et  lui  appliquer  la  règle  de  la  différentiation,  en  vertu  de  laquelle 
sa  limite  doit  être  égale  à  celle  de  la  fonction 

,/y)+<y(.r)==/'(.r)     |     c 
f'(x)  ?'{.r) 

Gomme  d'ailleurs  cette  limite  doit  se  réduire  à  C,  il  s'ensuit  de  là 
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f(x\  .  f[x) 

que  la  limile  de  ■  .,  ' .  doit  être  nulle,  comme  celle  de  —7 — r  •>  et  par 

1  Ax)  nx) 

suite,  la  règle  de  la  différentiation  conduit  encore  ici  au  véritable 

résultat. 

On  verrait,  comme  au  n°  378,  que  la  règle  s'applique  encore  au 

f{x) 
cas  où  la  valeur  de  lim  '-—— -  est  infinie. 

f(x) 

382.  La  règle  de  la  différentiation  subsiste  encore  pour  une  va- 
leur infinie  de  a.  En  effet,  si  l'on  pose  x  =  -■»  on  aura,  pour  j  =0, 


1  \  f    ,.,  /  1  \  ,.,  /  1 


liai  — ■ —  =  lim  ■ ; — -  =  lim ; =  lim  - 


\ 


Remarque.  —  Il  peut  se  faire  cependant  que  cette  règle  soit  en 
défaut,  comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  le  rapport  des  dé- 
rivées ne  tend,  pour  x  infini,  vers  aucune  limite  déterminée.  Ainsi 
la  fonction 

COS.7' 

I  -\ 

x  -+-  cos.r  x 

x  —  smx                  sin.r 
I 

x 

tend,  pour  x  infini,  vers  la  limite   1,   tandis  que  le  rapport  des 

■ ,  •    ,       *  —  sin.r  .  ,.  •     1 ,  •    , 

dérivées  —  —  est  essentiellement  indéterminé  pour  .r  =  ac  . 


383.   Dans    certains    cas,    comme    dans    celui    de  la  fonction 


\lx  —   \Ja  -\-  \l x  —  a  .    ,  oon       •  1?  t  •  1 

_. ?  traite  au  n°ooU,  si  1  on  appliquait  simplement 

y  x'1  —  a1 

le  procédé  de  la  différentiation,  sans  s'aider  des  transformations 

algébriques,  on  passerait  de  la  forme  d'indétermination  -  à  la  forme 
1  o 

—  7  et,   en  continuant  les  différentiations ,    cette   dernière  forme 

d'indétermination  se  reproduirait  indéfiniment,  comme  cela  résulte 
du  théorème  suivant. 

H.  —  Cours  de  Cale,  injin.,  I.  22 
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Théorème.  —  Si  une  fonction  f(x)  est  Jinie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  x  voisine  de  la  valeur  finie  a,  et  si  en  même 
temps  f^x)  devient  infinie  pour  x  —  a,  f'(x)  sera  aussi  infinie 
pour  x  =  a. 

Soient,  en  effet,  e  et  e  H-  h  deux  accroissements  de  même  signe  : 
f{x)  étant  continue  entre  a  -h  e  et  a  -+-  s  -f-  h,  on  pourra  appliquer 
le  théorème  du  n°  207,  qui  donnera 

/(«+.  +  «)-/(,  +  .)  t + 

// 

quelque  petit  que  soit  e.  Si  e  décroît  indéfiniment,  f(a-\-  e -h  h) 
tendra  vers  la  limite  unie  f  (a  -h  li),  tandis  quef(a  -)-  e)  tendra  vers 
l'infini.  Donc  le  premier  membre  est  infiniment  grand  pour  e  infi- 
niment petit;  il  en  sera  donc  de  même  de  f'[a-\-  e  -|-0/?),  quel 
que  soit  h.  Donc  f  [a  -f-  Qh)  est  infini,  quel  que  soit  h.  Or,  en  pre- 
nant h  assez  petit,  a-\~6h  s'approchera  autant  que  l'on  voudra 
de  a,  et,  comme  la  dérivée  d'une  fonction  ne  peut  pas  être  infinie 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  comprises  dans  un  intervalle 
fini  [216],  il  faut  que  a-\-Qh  se  réduise  à  a,  ou  0  à  zéro.  Donc 
f\a)  =  oo  . 

On  en  conclut  ensuite,  par  le  même  raisonnement,  que  toutes 
les  dérivées  suivantes,  f"(x),fm(x),  .  .  .  sont  aussi  infinies  pour 
x  —  a. 

384.  La  démonstration  précédente  ne  s'appliquerait  pas  au  cas 
de  a  infini,  parce  que,  dans  ce  cas,  a  -h h  représentant  aussi  bien 
que  a  l'infini,  f(a  -f-  h)  serait  infinie,  aussi  bien  quey"(a)  ;  d'où  il 
résulterait  que  la  différence  f[a  -h h) — f(a)>  revêtant  la  forme 
indéterminée  co  —  co  [386],  ne  serait  pas  nécessairement  infinie. 

Si,  dans  ce  cas,  la  valeur  limite  f  (co  )  est  déterminée  et  finie, 
l'équation 


deviendra,  pour  x  =  co  ,  quel  que  soit  //, 


/'(«)• 
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On  a  d'ailleurs,  par  la  règle  de  la  différentiation  [381  ], 

f[.x) 
lim  : ■  =f'[co  ). 

On  déduit  de  là  cette  formule  importante,  où  l'on  peut  faire  7z  —  1 7 

liln  /M  =  liro  A' "-  *)  =/H  =  lim[/(.  +  ,)-/(,)], 

JT  =  co         '•£'  .r  =  a>  "  x  =  oo 

qui  peut  servir  à  la  détermination  d'un  grand  nombre  de  vraies 
valeurs. 

On  en  tire,  par  exemple,  pour  n  positif  quelconque  [185], 

log.r         i  ,.      logf.r'M         i   ,.      loçr 
hm  =  -  km  — ^ !  =  -  lim  — ^— 

x  =  co     <%  n  x  =  co  <%  "  y  =  co      Jf 

=  -  lim  [log( y  +  i)  —  logj] 

«  y  =  oo 

=  -  lim  log  fi-! 

Si  l'on  faity(jc)  =  logF(x),  la  formule  (i)  donnera,  en  passant 
des  logarithmes  aux  nombres,  cette  autre  formule,  susceptible 
d'usages  analogues, 


Ffar  +  r 
un 


F(*) 

Comme   exemple  d'application  de  la   formule  (2),  considérons 

1 
les  deux  expressions-^-  et  m",  d'où  dépend  le  caractère  de  conver- 

gence  de  la  série  dont  un  est  le  terme  général.  Si  l'on  pose  un  —  F(n), 

i  •  i  Fin  -\-  1)  .    .  - 

ces  deux  expressions  deviennent  — — — - — •  et  [r*  (k)J",  et,  par  suite, 

elles  ont,  d'après  la  formule  (2),  la  même  limite  pour  n  infini. 
Donc  les  caractères  de  convergence  fondés  sur  la  considération  de 
ces  deux  expressions  rentrent  l'un  dans  l'autre. 


On  trouverait,  par  la  même  formule,  lim  xx  =  lim  ' 


385.   On  rencontre  encore  d'autres  formes  d'indétermination, 
dont  le  calcul  se  ramène  aux  cas  que  nous  venons  d'étudier. 

2?.. 
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Expressions  de  la  forme  o  X  <x>  . — Supposons  que,  pour  x  =  a, 
on  ait 

/(*)=o,     y  (*)_=». 

Le  produit  f{x)  ~(x)  pourra  s'écrire  sous  l'une  des  deux  formes 

/(.r)  ?(.r) 


h(*)J      L/hJ 


dont  la  première  devient  -?  la  seconde  —  >  pour  .r  ^=  a. 

Exemples.  — ■  I.  m  et  /z  étant  positifs,  cherchons,  pour  x  -.-  o, 
la  limite  de  xm(logx)".  On  a  [381] 


lo<r.r 
lim  x"1  { log-.r  1"  r=  lim  - — - — '■ 


n  floo-.r)"- 1              n  ,. 
hm     [     nJ = limi™ ■  (logx 


On  est  donc  ramené  à  chercher  la  limite  d'une  expression  sem- 
blable, dans  laquelle  l'exposant  n  est  diminué  d'une  unité.  En  con- 
tinuant de  la  même  manière,  on  finira  par  ramener  l'exposant  n 
de  logx  à  une  valeur  nulle  ou  négative,  et  alors  il  sera  évident  que 
la  limite  cherchée  est  nulle. 

Autrement,  en  posant  x  —  e~T,  on  a 

/    -" 

yll  f  y  III 

Iima:",(logj7,)B=  (—  \)n  lim  —  =(  —  i)"  lim  l  - — 
Or,  quel  que  soit  l'exposant^,  on  a,  pour  y  infini  [382], 
lim  ■ —  =  uni =  hm  ' — = .  .  .  ; 

en  continuant  ainsi,  l'exposant  du  numérateur  deviendra  nul  ou 
négatif.  Donc  la  limite  de  la  fraction  est  zéro. 
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TT.   On  a,  pour  x  =  a, 

log 
taxis  —     I  =  lim 


lim[log(a_^.tang^] 


77.  r 

COt  — 

2  rt 

I            I 

<7 

.r 

■* 

« 

=  lim  ■ 

77  ,        77  ,JC 

—  —  coséc2  — 

2.  ci  Ici 


386.  Expressions  de  Informe  co — co  .  —  L'indétermination 
de  pareilles  expressions  peut  être  quelquefois  levée  au  moyen  de 
transformations  algébriques. 

Par  exemple,  pour  x  —  co  ,  on  a 


lim(.r  —  \J.r- —  (i.rj  =  lim  =  ==  lim 


i 


x  -f-  s/./:'1  —  ax  I  <i  2 


S  il 

D'autres  fois,  si  l'on  a  la  différence  de  deux  fractions > 

t        c 

dont  chacune  devient  infinie  pour  x  =  a,  cette  différence,  mise 
sous  la  forme 

.«'  —  tu 


prendra  l'une  des  formes  -•>  —  •  On  a  ainsi,  pour  x  =  -, 
1  o     00  2 

.  .7:  sin.r 

/  77    ,       \  2  sin  x  +  ,r  cos  x 

lim    .r  tang.r sec  x  )  z=  lim =  lim : =  —  i . 

\         '  2  /  eos.r  —  sm^' 

387.  Les  expressions  telles  que  [f(x)]'?{jc)  peuvent  se  présenter 

sous  l'une  des  formes  o°,  co  °,  iœ.  On  ramène  la  recherche  de  la 

vraie  valeur  d'une  telle  expression  à  celle  de  la  vraie  valeur  de  son 

logarithme  ®(x)  logJ\x),   lequel  se  présente  alors  sous  la  forme 

oxco  [384]. 

i 

Exemples.  —  I.  Pour  x  —  co  ,  cherchons  la  limite  de  xx.  Son 

logarithme  a  pour  expression—^-?  dont  la  limite  =  lim  -  =  o  ; 

x  x 

\_ 

donc  la  limite  de  xx  est  e°  =  i .  De  même  pour  lim  xx. 
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II.   La  fonction  (i  -4-  x)x  a  pour  logarithme  — — —  5   dont  la 

1 
limite,  pour  x  =  o,  est  lim  =  i ,  d'où  lim ( i -h x)x  =  e 

1 

et  pour  x  =  oo  ,  lim —  o,  d'où  lim(i-h  x)-*'  =  i. 


388.  Les  règles  précédentes  peuvent  servir  à  la  détermination 
de  l'ordre  infinitésimal  d'une  fonction  donnée  f{x),  infiniment 
petite  ou  infiniment  grande.  Pour  cela,  on  divisera  la  fonction 
par  an,  a  étant  la  base  du  système  d'infiniment  petits  ou  d'infini- 

f(,T) 
ment  grands,  et  l'on  cherchera  la  vraie  valeur  de  — - — -•>  en  déter- 

a.'1 

minant  l'exposant  n  de  manière  que  cette  vraie  valeur  soit  finie, 
ou  du  moins  qu'elle  soit  nulle  ou  infinie  pour  toute  autre  valeur 
de  l'exposant  que  n  [184]. 

Exemples.  —  I.  Soitjf(.r )  =  tangx  —  sinx,  pour  x  infiniment 
petit.  On  a 

tanff  t  - — sin.r       ,.      /tanff.r    i  —  cos.? 

hm  — 2 =  lim    — 2 

,xn  \      x  x'l~l 


,.     tang.r   ,.      i  —  cos.r  i  —  cos.r 

hm  — —  •  hm ; —  =  hm 


lim  -, ; =  lim 


cos.r 


?i  —  i){  n  —  i).t.' 


quantité  qui  devient  finie  pour  zz  =  3  ;  donc  tangx  —  s'mx  est  un 
infiniment  petit  du  troisième  ordre. 


II.   Soit  f(x)  =  Jx  —  ^/sin.r.  On  a,  §  étant  infiniment  petit  en 
même  temps  que  x, 


\jx  —  y/sin.r  _  x  —  sin.r 


xn\\jx  +  y  sin.r) 

i  I  -hâ 


/sin-A    „+i 


O 

I-f 


v— >  - 

quantité  qui  a,   pour  x  =  o,    une  limite   finie,   lorsqu'on    prend 
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72  =  --.  Donc  l'expression   proposée    est  un   infiniment   petit   de 

5 
l'ordre  -• 

2 

III.  Pour  x  —  oc  ,  —  est  infiniment  grand,  quel  que  soit  l'expo- 
sant n.  Donc  ex  est  un  infiniment  grand  d'ordre  infini. 

Au  contraire,  logx,  pour  x  =  o  ou  x  =  00  ,  est  un  infiniment 
grand  d'ordre  zéro. 

389.  Quelquefois  les  dérivées  d'une  fonction  implicite  se  pré- 
sentent sous  forme  indéterminée  pour  certaines  valeurs  simul- 
tanées x  =  a,v  =  h  de  la  variable  indépendante  et  de  la  fonction. 
Ainsi,  y  étant  donné  par  F  équation  f(x,  y)  =  o,  la  dérivée 

df 

(■)  y  =-g 

ày 


se  présentera  sous  la  forme  —■>  lorsque  les  deux  dérivées  partielles 

i  •  i      df    df   , ,  .  ,  1    p  •  7 

du  premier  ordre  -r-  ■>  -—  s  évanouiront  a  la  lois  pour  x  =  a,  y  =  b. 

1  dx    dj  l  J 

En  considérant,  dans  le  second  membre  de  (1),  y  comme  représen- 
tant sa  valeur  en  x  tirée  de  l'équation  f(x,  y)  =  o,  on  pourra  ap- 
pliquer à  ce  second  membre  la  règle  de  la  différentiation,  qui  don- 
nera 

d\f         ,    d\f 

—     +j     — — 
,.       ,           „     dx*  dxdr 

hmJ=-hmw —f, 


ùxdy  àf- 

d'où,  à  la  limite, 

dj1  dxdj       dx2 

en  remplaçant,  dans  l'équation  du  second  degré,  x  par  a,  y  par  b. 
Cette  équation  du  second  degré  n'est  autre  chose  que  celle  que 
l'on  obtiendrait  en  différentiant  deux  fois  de  suite  l'équation  pro- 
posée f  (x,  y)  =  o,  et  y  faisant  ensuite 

àf  df 

dx  ày 
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Si  les  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre  s'évanouissaient, 
ce  qui  rendrait  identique  l'équation  du  second  degré,  on  différen- 
tierait  une  fois  de  plus,  ce  qui  conduirait  à  une  équation  du  troi- 
sième degré  en  y',  et  ainsi  de  suite. 

Exemple.  —  Etant  donnée  la  relation  x3  —  Zaxy  +  yz  =  o, 
calculer  la  valeur  de  y'  pour  x  =  o,  y  =  o.  On  a,  en  différentiant 
une  première  fois, 

a2  —  ay  +  (  y"-  —  ax)y'  =  o, 

équation  identique  pour  x=y=  o.  En  différentiant  une  fois  de 
plus,  on  a 

2jj'2  —  2 aï'  -'<-  t2-r  -+-  ( y-  —  ax) y "]  =  o, 

équation  du  second  degré  dont  les  coefficients  extrêmes  sont  infi- 
niment petits  avec  x  ety,  et  qui  admet,  par  suite,  pour  x=j  — o, 
une  racine  nulle  et  une  racine  infinie. 

390.   Considérons  enfin  le  cas  où  le  rapport  de  deux  fonctions 
f{x,  y),  ^{x,  y)  de    deux  variables  indépendantes  x,  y  prend, 

pour  x  =  a,y=  b,  la  forme  -•  Si  nous  supposons,  pour  un  in- 
stant, que  l'on  établisse  une  relation  quelconque  entre  x  et  y,  on 
aura  alors,  d'après  la  règle  de  la  différentiation, 

df^¥  dy 

r      f{-ri  y)       v     àx       dy  dx 

?  [x->  y)  Of_       df  dy 

dx       dy  dx 

Pour  que  cette  limite  soit  déterminée,  il  faut  qu'elle  soit  indépen- 
dante de  la  relation  arbitraire  que  l'on  a  introduite,  et,  par  suite, 

dy 
qu'elle  ne  dépende  pas  de  —  ■  Or  il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que 

l'on  ait  la  relation 

df     df       d?     àf  d(f,o) 

dx     dy       dx     dy  d(x,y) 

c'est-à-dire  que  les  deux  fonctions  fet  o  dépendent  l'une  de  l'autre 
[316],  ou  toutes  les  deux  d'une  troisième,  qui  jouera  le  rôle  d'une 
variable  indépendante  unique.  On  sera  alors  ramené  au  cas  précé- 
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dent.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  en  particulier,  si  l'on  a  à  la  lois,  pour 
x  =  a,  y  =  b, 

df  df  ,  .         df  dw 

-=—  =  o,      —  =  o,     ou  bien     -^-  =  o,      — -  =  o. 

ox  ox  oy  oy 

S'il  n'en  est  pas  ainsi,  le  rapport  "  .      "  ;  n'aura  pas  de  limite  dé- 

?[.x,  y) 

terminée,  lorsque  ses  deux  termes  s'évanouiront  simultanément,  à 
moins  toutefois  que  l'on  ne  puisse  faire  disparaître  par  division  un 
facteur  commun  aux  deux  termes  et  dont  la  présence  causait  leur 
annulation. 

§  H. 

MAXIMA    ET    MIN1MA    DES    FONCTIONS    d'uNE    SEULE    VARIABLE 
INDÉPENDANTE. 

391 .  On  dit  qu'une  fonction  f{x)  prend  une  valeur  maximum 
pour  x  =  a,  lorsque,  pour  tout  accroissement  infiniment  petit  h, 
donné  à  la  variable  x  à  partir  de  la  valeur  a,  on  a  constamment, 
quel  que  soit  le  signe  de  l'accroissement  h, 

f[a=t/i)<f[a). 

Au  contraire,  la  valeur  f(a)  sera  un  minimum,  si  l'on  a 

f[a±Lh)>f[a). 

Considérons  d'abord  le  cas  du  maximum,  d'où  l'on  déduira  celui 
du  minimum  par  le  simple  changement  du  sens  des  inégalités.  Si 
/  (a)  est  un  maximum,  on  devra  avoir,  en  supposant  h  positif, 

/(«-*)</(«),  /H >/(«  +  /*). 

Donc,  si  l'on  fait  varier  x  depuis  une  valeur  un  peu  inférieure  ka 
jusqu'à  une  valeur  un  peu  supérieure,  f  (x)  commencera  par  croître 
jusqu'à  x—  a,  puis  décroîtra  à  partir  de  cette  valeur.  Donc,  pour 
x  <^  a,  la  dérivée  f'{x)  sera  positive  [213],  et,  pour  x  ^>  a,  elle  sera 
négative  ;  de  sorte  que,  pour  h  infiniment  petit  positif,  on  aura 

(,)  /'(«-A)>o,     f'[a  +  h)<o. 

Ces  conditions  sont  évidemment  nécessaires  et   suffisantes  pour 
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qu'il  y  ait  un  maximum.  Donc,  pour  que  la  valeur  x  =  a  corres- 
ponde à  un  maximum  àefix),  il  faut  et  il  suffît  que  f'{x)  change 
de  signe,  en  passant  du  positif  au  négatif,  lorsque  x  passe  de 
a  —  h  à  a -h  h. 

On  verrait  de  même  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  du 
minimum  est  quef'(x)  change  de  signe,  en  passant  du  négatif  au 
positif. 

Ainsi  le  caractère  commun  du  maximum  et  du  minimum  est  que 
la  dérivée  de  la  fonction  change  de  signe  en  passant  par  la  valeur 
x  =  a.  Or  une  fonction  peut  changer  de  signe  de  deux  manières, 
soit  en  restant  continue,  soit  en  présentant  une  discontinuité. 

392.  Dans  le  cas  delà  discontinuité  àef'(x)  {fig-  24),  qui  cor- 
respond à  celui  où  la  courbe^  =f(x)  présente,  pour  x  —  a,  un 

Fig.  i'\. 


rebroussement  de  première  espèce  ou  un  point  saillant,  la  seule 
règle  que  donne  la  théorie  générale  consiste  à  examiner  si  la  déri- 
vèef'(x)  change  de  signe  de  part  et  d'autre  de  la  valeur  a,  et  dans 
quel  sens  se  fait  ce  changement. 

Considérons,    par  exemple,  la  fonction 

f(x)  =  b  +  [x  —  af. 
La  dérivée 


est  infinie  pour  x  =  a.  De  plus,  elle  est  négative  pour  x  <^a,  po- 
sitive pour  x~^>  a.  Donc  x  =  a  correspond  à  un  minimum  de  la 
fonction  f(x). 

Au  contraire  ,  la  dérivée  de  la  fonction 

/(*)  =  *  +  (*-«)*, 
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savoir 

/'(*)= 5— -—  ' 

[x-af 

est  encore  discontinue  pour  x=a;  mais  son  signe  est  le  même 
pour  x<^a  et  pour  x^>a.  Donc  cette  fonction  n'a  ni  maximum 
ni  minimum  pour  x  =  a. 

393.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  dérivéey7(,r)  est  con- 
tinue dans  le  voisinage  de  x  =  a.  Dans  ce  cas,  elle  ne  peut  passer 
d'une  valeur  positive  à  une  valeur  négative,  ou  vice  versa,  sans 
s'annuler  dans  l'intervalle.  Donc  alors  on  a,  pour  le  caractère  com- 
mun du  maximum  et  du  minimum,  la  condition  nécessaire 

(a)  /'(«)  =  o. 

Si,  de  plus,  f'(x)  passe  du  positif  à  zéro,  puis  de  zéro  au  néga- 
tif, cette  fonction  sera  décroissante  de  part  et  d'autre  de  la  valeur 
x  =  a.  Donc  sa  dérivée  f"{x)  sera  négative,  tant  pour  x  —  a  —  h 
que  pour  x=-a~\~h,  c'est-à-dire  que  l'on  aura,  dans  le  cas  du 
maximum, 

(3)  f[a-h)<ot     /"(«  +  A)<o. 

Dans  le  cas  du  minimum,  ces  deux  inégalités  seraient  changées  de 
sens.  Donc  le  caractère  commun  du  maximum  et  du  minimum  est 
que  les  valeurs  de  la  dérivée  seconde  f"(oc)  soient  de  même  signe 
de  part  et  d'autre  de  x  =  a,  ce  signe  étant  négatif  pour  le  maxi- 
mum, positif  pour  le  minimum. 

La  fonction  f"(x),  devant  conserver  le  même  signe,  quelque 
voisin  que  x  soit  de  a,  conservera  ce  même  signe  pour  x  =  a,  à 
moins  qu'elle  ne  s'annule  pour  cette  valeur.  On  aura  donc  un 
maximum  ou  un  minimum  toutes  les  fois  que  f"(oc)  ne  s'annulera 
pas  pour  x  =  a,  et  selon  que  l'on  aura 

(4)  /»<o      ou     /»>o      (*). 


(l)  Si  la  différentielle  df(x)  a  une  valeur  fractionnaire  de  la  forme  -  dx,  la  con- 
dition df(x)  =  o  donnera  «=o.  Pour  avoir  ensuite  la  valeur  correspondante  de 
d*f(x),   il  faudra   prendre    la   différentielle    de  -,  laquelle   se   réduira,  à  cause  de 
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Si  la  valeur  de  f"(a)  est  nulle,  dans  le  cas  du  maximum,  cette 
valeur  nulle  sera  un  maximum  parmi  toutes  les  valeurs  voisines, 
qui  sont  toutes  négatives  de  part  et  d'autre  de  x  =  a.  T)ox\c  f"{x) 
devra  satisfaire,  pour  x=  a,  aux  conditions  du  maximum,  et  par 
suite  f '"(a  —  h)  e\.f'"(a-\-h)  devront  être,  la  première  positive,  la 
seconde  négative;  et,  si  f"'(x)  est  continue  dans  le  voisinage  de 
x  =  a,  on  devra  avoir 

(5)  »)  =  o, 

(6)  /"(a-/i)<o,     /"(«  +  ;i)<o. 

On  en  conclut  que,  dans  le  cas  du  maximum,  y '"(a)  devra  s'annu- 
ler, elfiv(cî)  sera  généralement  négative  (dans  le  cas  du  minimum, 
elle  serait  positive),  à  moins  que  l'on  n'ait  fiy{ci)  =  o,  auquel  cas 
f'v(x)  devrait  satisfaire,  pour  x==  a,  aux  conditions  du  maximum 
(ou  du  minimum),  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il 
y  ait  un  maximum  ou  un  minimum  correspondant  k  x  =  a  est  que 
la  première  des  dérivées  de  f(x)  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  a 
soit  d'ordre  pair.  Si  cette  dérivée  prend  une  valeur  négative,  on 
aura  un  maximum;  si  elle  prend  une  valeur  positive,  on  aura  un 
minimum. 

394.  On  arriverait  à  la  même  conclusion  en  partant  de  la  for- 
mule (5)  du  n°  327.  Si  les  n —  i  premières  dérivées  def(x)  s'éva- 
nouissent pour  x  —  a,  et  que  la  7zième  dérivée  soit  continue  dans  le 
voisinage  de  x  —  a,  on  a 

Pour  h  assez  petit,  le  second  membre  aura  le  même  signe  que 
hnf^{a).  11  changera  donc  de  signe  avec  h,  si  n  est  impair,  et,  par 


,  du 
u  =  o,  a  —  ;  donc  on  aura,  pour  x  =  a, 
v 

,„  Fl    N  du  dx  u' 

d-J{x)  =  — - — ,   ou  f"(x)=—, 

ce  qui  permet  souvent  d'abréger  les  calculs. 
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suite,  f  [a  —  h)  — f{a)  e^f(a)  — f{a  -+•  h)  seront  de  même  signe, 
et  la  fonction  n'aura  ni  maximum  ni  minimum  pour  x  =  a.  Si,  au 
contraire,  n  est  pair,  le  signe  du  second  membre  sera  celui  de 
fW [a),  quel  que  soit  le  signe  de  h  :  on  aura  donc  un  maximum  ou 
un  minimum,  suivant  que _/*(") (a)  sera  <^o  ou^>o. 

395.  Supposons  maintenant  que  l'on  cherche  les  conditions  de 
maximum  ou  de  minimum  d'une  fonction  implicite  y,  donnée  par 
l'équation 

(l)  F(.r,j")=0. 

Si  l'on  a  préparé  l'équation  (i)  de  manière  que  les  deux  dérivées 

à?     ù¥  . 

partielles -T- ?  y-  ne  soient  pas  identiquement  infinies  en  même 

temps,  on  aura 


à  F 

dy  _ 
dx 

dx 

dF 

àf 

et,  pour  satisfaire  aux  conditions  du  maximum  ou  du  minimum, 
il  faudra  que  cette  valeur  devienne  nulle  ou  infinie  pour  la  valeur 
de  x  correspondante  au  maximum  ou  au  minimum.  Donc  les  va- 
leurs de  x  qui  pourront  correspondre  à  un  maximum  ou  à  un  mi- 
nimum de  y  seront  données  par  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes 
d'équations 

(3)  F  =  o.      g  =  o. 

Ce  dernier  système  (3)  correspond  au  cas  de  la  discontinuité  de 
dx 


dy 

—  >  On  verra  si  la  valeur  fournie  pourx  répond  à  un  maximum  ou 


.  dy 

à  un  minimum,  en  examinant,  comme  au  n°  392,  si  la  valeur  de  — 

change  de  signe,  lorsque  x  passe  de  la  valeurs —  h  à  la  valeur  a  -f-  h. 
Si  nous  considérons  les  valeurs  provenant  du  système  (2),  qui 
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dy 


répond  au  cas  delà  continuité  de  —  ?  l'équation 


dx 


d¥       dy  d¥ 
dx       dx  dy 


dy 


donne,  en  la  différentiant  et  faisant  ensuite  — -  =  o, 

dx 


!d%¥        d¥  d*y 


dx2        dy  dx1  j  x=a 

d~¥    d¥ 
Le  signe  de  -r— -  '.  -r-  nous  fera  connaître  si  la  valeur  trouvée  pour  y 
°  dx1     dy  r       j 

est  un  maximum  ou  un  minimum.   Si  ce  rapport  s'évanouit,   on 

d3  y     d^  Y 

passera  à  la  considération  des  dérivées  suivantes  -r-r»  —rrt  etc. 
1  dxà     dxk 


396.   De  même,  si  la  fonction  u  est  déterminée  au  moyen  de  x 
par  trois  équations  entre  u,x  et  deux  autres  variables  j^,  z, 


i)       Ft(«,  x,  j,  z)  =  o,     F2(u,x,y,z)=o,     F3(u,x,y,z) 


o, 


et  que  l'on  demande  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction  u, 

on  différentiera  les  équations  (i)  pour  en  tirer  la  valeur  de  —  [256], 

puis  on  égalera  cette  valeur  à  zéro,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

dans  les  différentielles  des  équations  (i),  on  commencera  par  sup- 

du  .  -.        ,  ,   . 

poser  —  —  o,  ce  qui  les  réduira  a 


dx 


d¥x        d¥x  dy        d¥{  dz 

— — \-  —, — r  +  ~i — r  =°'     etc- 

dx         dy  dx         oz    dx 


et  entre  ces  trois  équations  on  éliminera  les  inconnues  auxiliaires 

dy    dz  .  ,    .      ,  . , , 

—  ?  —j  ce  qui  conduira  a  1  équation 

dx    dx  '■ 


d¥t  d¥t  d¥t 

dx  dy  dz 

d¥,  d¥,_  d¥.2 

dx  dy  dz 

dF3  d¥s  d¥3 

dx  dy  dz 


^(F1,F2,F3 

d(x,y,z) 


=  O, 
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laquelle,  jointe  aux  trois  équations  (i),  déterminera  le  système  ou 

les  systèmes  de  valeurs  des  quatre  quantités  u,  x,j,  z,  qui  peuvent 

correspondre  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  la  fonction  u. 

Pour  vérifier  maintenant  s'il  y  a  bien  un  maximum  ou  un  minimum, 

et  pour  distinguer  en  même  temps  lequel  des  deux  a  lieu,  on  difïe- 

rentiera  de  nouveau  les  équations  proposées  ;  puis  on  remplacera 

du  ,  dy    dz  ,  ,  .    ,         ,  ,    , 

—  parzero  et  —  >  —  par  les  valeurs  tirées   des    équations  prece- 
dx l  dx    dx  l  l  L 

d  "  u 
dentés,   et  l'on   obtiendra  la   valeur  de   — -•>   que  l'on  discutera 

comme  ci-dessus.  Si  cette  valeur  s'annulait,  on  aurait  à  considérer 
les  dérivées  suivantes,  etc. 


397.   Plus  généralement,  soient  n  -+- 1  variables  x,  xK 
liées  entre  elles  par  les  n  équations 


;    3Cn-, 


F,  =  o, 


o, 


et  soit  proposé  de  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  fonc- 
lion  donnée  f(x,  x\,  .  .  .,  xn)  de  ces  variables.  En  considérant 
n  des  variables  xt,  ...,  xn  comme  des  fonctions  de  la  (/z  +  i)ieme.r, 
déterminées  par  les  équations  (i),  on  devra  égaler  la  différentielle 
dey  à  zéro,  d'où  l'équation 

(2)  df=0. 

Entre  cette  équation  et  les  n  équations 
(  3  )  r/Fi  =  o,     ^F2  =  o,      .  .  . ,     dFa  =  o, 

dr{  di 


on  éliminera  les  inconnues  auxiliaires 
nera  l'équation 


dx 


dx 


ce  qi 


don- 


(4) 


df 

EL 

AL 

dx 

dxi 

Ôxn 

djr 

àF, 

dJ± 

dx 

dXy 

dxn 

dFn 

àF» 

àFn 

dx 

dxt 

dxn 

d[A  F1}...,FM 
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qui,  jointe  aux  équations  (i),  déterminera  les  systèmes  de  valeurs 
de  x,  xt,  .  .  . ,  xn  pour  lesquels  il  peut  y  avoir  maximum  ou  mini- 
mum. On  calculera  ensuite  la  valeur  de  d2f,  et  ainsi  de  suite. 

398.  On  peut,  dans  le  cas  précédent  et  dans  les  cas  analogues, 
employer  la  méthode  des  multiplicateurs ,  qui  donne  souvent  lieu 
à  des  calculs  plus  symétriques.  Ajoutons  à  l'équation  (2)  les  équa- 
tions (3)  multipliées  respectivement  par  des  facteurs  indéterminés 
À,,  X2,  .  .  . ,  \n.  On  obtiendra  ainsi  une  équation  qui  pourra  rem- 
placer une  quelconque  des  équations  (2)  et  (3).  On  pourra  main- 
tenant disposer  des  n  indéterminées  lt,  .  .  . ,  ln  de  manière  à  faire 
disparaître  de  cette  équation  les  n  inconnues  auxiliaires  dx{,  .  .  ., 
dx/n  en  posant 

- hh7) h  .   .   .  -t-  >a  -r—    =  O, 

Ox,  Ox,  Ox, 


àf    ,   ,    à¥x  d¥a 


ôxa  ôxa  ô. 

moyennant  quoi  l'équation  se  réduira  à 

df       .    dh\  ,    dF„ 

7T  +  >1^  +.-.  +  X„— -=o. 

Ox  Ox  Ox 

On  aura  ainsi  n  -+- 1  équations,  et,  en  éliminant  entre  elles  les 
auxiliaires  A,,  .  .  .  ,  ln,  on  retombera  sur  l'équation  (4)  du  numéro 
précédent. 

399.  Exemples.  — ■  I.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de 

la  fonction 

f(x)  =  Ch.7:  -+-  cos.r. 

L'équation  J '(x)  =  Slix  —  s'mx  =  o  n'admet  pas  d'autre  ra- 
cine réelle  que  x  =  o,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  remplaçant 
Sha:  et  silice  par  leurs  développements  en  séries  [343  et  344]. 
Pour  x  —  o,  on  a 

/"  [x\  =  Ch.r  —  cos.r  =  o, 

/'"(j;)  =  Sh.r  +  sin.*  =  0, 

yiv(.r)  =  Chr  H-  cosj;  =  2  ; 
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fiy{x)  ayant  une  valeur  positive,  on  en  conclut  que  x  =  o  corres- 
pond à  un  minimum  de  la  fonction  y  (x),  lequel  a  pour  valeur  2. 

II.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 

f{x)z=[x  —  afm[x  —  byn+i?[x), 

m  et  n  étant  des  entiers  positifs,  et  <f{x)  une  fonction  qui  ne  de- 
vient ni  nulle  ni  infinie  pour  x  =  a  ni  pour  x  =  b.  —  La  dérivée 
de  la  fonction/^  x)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

f'(x)z=(x—  afm-l{x~  bfnX{x), 

la  fonction  %{x)  ne  devenant,  en  général,  ni  nulle  ni  infinie,  pour 
x  =  a  ou  x=  b.  Cette  dérivée  devient  nulle  pour  x  =  a  et  pour 
x—b;  mais,  dans  le  voisinage  de  x  =  a,  elle  change  de  signe 
avec  la  différence  x —  ci,  tandis  que,  dans  le  voisinage  de  x=  b, 
elle  ne  change  pas  de  signe  avec  x  —  b.  Donc  la  fonction  f{x)  a 
un  maximum  ou  un  minimum  pour  x  =  a,  et  n'en  a  point  pour 
x  —  b.  Pour  x — a  infiniment  petit,  le  signe  dej'{x)  est  contraire 
ou  semblable  à  celui  de  (a  —  b)2n%{a)  =  2  m  {a  —  b)- n+ *  qp  (a) ,  sui- 
vant que  x  —  a  est  négatif  ou  positif.  On  a  donc  un  maximum 
ou  un  minimum  pour  x=,a,  suivant  que  [a — b)<^{a)  est  négatif 
ou  positif. 

On  peut  encore,  dans  le  cas  de  la   continuité  des  dérivées  de 
çp(x),  arriver   au   même   résultat  en    calculant  j (2,?i)(a) ,   qui   se 

réduit  [291]  à 

1  . 2 .  .  . 2 m .  [ci  —  b )2'!+1  y  (a). 

III.  Déterminer  le  minimum  de  déviation  d'un  prisme  réfrin- 


gent.—  Soient  A  l'angle  du  prisme   {fi g.  25),  n  son  indice   de 

H.  —  Cours  de  Cale,  infuiit.,  I.  2.3 
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réfraction,  que  nous  supposerons  ^>  i;  X,  x  les  angles  d'incidence 
et  de  réfraction  relatifs  à  la  première  face;  y,  Y  les  angles  ana- 
logues pour  la  seconde  face;  A  l'angle  de  déviation,  ou  l'angle  du 
premier  rayon  incident  avec  le  second  rayon  réfracté.  On  a  les  re- 
lations 

(i)    sinX  =  n  sin.r,  sinY  =  n  sinj^,  x -\- y  —  A  =  o,  X  +  Y —  A=A. 

En  différentiant  ces  équations,  et  posant  d&  =  o,  il  vient 
cosXr/X— /icosxdx,  cosYdY —  ncosydy,  dx  -\-dy  =  o,  r/X  +  f/Y  =  o. 

Substituant  dans  les  deux  premières  équations  les  valeurs 
dy  =  —  dx,  dY  = —  dH.,  tirées  des  deux  dernières,  et  divisant 
membre  à  membre,  on  a 

cos  x        cosjr 
cosX       cosY 

ou,  en  mettant  pour  cosX,  cos  Y  leurs  valeurs  tirées  des  deux  pre- 
mières équations  (i), 
.    ,  cos.r  cosr 


y  i  —  n2  sin2.r        y/i  —  /z2  sin2jr 

d'où  l'on  tire,  x  et  y  devant  être  aigus, 

A 

on  en  conclut 

sinX  =  sinY  =  n  sin  — ■ 
2 

On  a  ensuite,  en  passant  aux  différentielles  secondes, 

cosXrf2X  —  sinXtZX2  =  n  [cosxd^x  —  sinxdx*), 

cosYrf2  Y  —  sinY d Y2  =  n  (cosyd2  y  —  sinydy2}, 

d*X -h  d*Y  =  d*  A,      d*x  +  d\r  =  0, 

d'où,  en  faisant 

cosY  =  cosX,     cosj  =  cosj?,     sinX  —  sinY  =  n  sin.r  =  nsiny, 
dx*-  =  dy%     dX*  =  dY\ 

il  vient 

cosX  .  r/2  A  =  sinX  (r?X2  —  dx*  ), 
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et,  comme  dX.- —  dx-  =  — ^=r  dx-  est  positif  pour  7z>i,onen 
'  cos2X  x  L 

conclut  que  d'2A  est  positif,  et  que  A  est  un  minimum. 

IV.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction  y  dé- 
terminée par  l'équation 

y(j)a'2+/.(j)^-f-^(j)  —  O, 

que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

x~  -f-  px  -\-  q  =  o, 

p  et  q  étant  des  fonctions  données  de  y. 
En  diffërentiant  cette  équation,  il  vient 


d'où,  en  posant  dy  —  o, 
et  par  suite 


P 

2.X  -\- p  =  O,        X  — î 

2 


7+, 


équation  qui  détermine  les  valeurs  dej'"  qui  peuvent  être  maxima 
ou  minima.  On  a  ensuite,  en  différentiant  une  seconde  fois  l'é- 
quation proposée,  et  faisant  alors  dy  =  o, 

idx- ■+■  (  -~x  -+-  -J-  )  cPy  —  o, 

\dy  dy) 


d'où  l'on  tire,  en  remplaçant  x  par p 


T 

2 
r/2r  —  2 


i  dy        dy 

et  le  signe  de  cette  expression  fait  connaître  si  la  valeur  trouvée 
dey  est  un  maximum  ou  un  minimum.  Remarquons  que  le  déno- 

d*Y 
minateur  de  —-j  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  de  la  quantité 

P2 
Y  -+-  q  qui  s'évanouit  pour  la  valeur  maximum  ou  minimum 

dey,  et  qui  doit  être  So  pour  toute  valeur  réelle  de  x. 

23. 
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On  traiterait  de  même  le   cas  où  x  et  y  seraient  liés  par  une 
équation  du  troisième  degré  x3  -\-  px  -j-  q  —  o. 

V.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction  y  déter- 
minée par  l'équation 

xs  —  3axy  -h  jr3=  o. 

En  différentiant  cette  équation,  il  vient 

( x~  —  ay  ) dx  -+-  ( j2  —  ax )  dy  ■=.  o, 

d'où,  en  posant  dy  =  o, 

y= — •>      x6 — 2«3,r  —  O. 
a 

On  en  conclut  les  deux  systèmes  de  solutions 

x  =  a  y  2,     y  =  a\//\,     et     a?  =  O,     y=o. 

En  différentiant  une  seconde  fois  l'équation,  et  faisant   ensuite 

d^  y             2 
dy ■=  o,  le  premier  système  de  valeurs  donne  -—■= '■■>    et  par 

suite  ce  système  correspond  à  un  maximum  dej^,  si  a  est  positif. 
L'autre  système,  x  —  o,  y  —  o,  rendant  identique  l'équation  dif- 
férentielle seconde 

"xx  —  2« y1  -+-  zyy'2  -+-  ( y1  —  ax)y"  =  o, 
on  différentiera  une  fois  de  plus,  ce  qui  donnera 

2  —  3  a  y"  -(-  6yy'y"  -+■  (j2  —  ax)y'"  =  o  ; 
d'où  l'on  tire,  pour  x  =y  =  o, 

d^r         2 
dx"2         3a 

Donc,  pour  ce  système  de  valeurs,  il  y  a  maximum  de  la  fonction, 
si  l'on  suppose  a^>  o. 

VI.  Trouver  les  demi-diamètres  maxima  ou  minima  de  la  courbe 

ax- -+-  "xbxy  +  cy-  =  />. 
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Cela  revient  à  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 

u  =  .r2  -+-jk2. 
On  a,  en  différentiant  ces  deux  équations,  et  posant  du  =  o, 

[ax  +  by  )  dx  -+-  (  bx  -+-  cy  )  dy  =  o, 

—  du  =  xdx  h-  ydy=.  o. 

2  " 

Ajoutant  ces  deux  équations  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
une  indéterminée  — s,  puis  égalant  séparément  à  zéro  les  multi- 
plicateurs des  différentielles  dx,  dy  [398],  on  trouve  les  équations 

(i)  [a —  s) x  -+-  by  =  o,      bx  -f-  [c  —  s) y  =  o, 

qui  donnent,  par  l'élimination  de  x  et  dej', 

(2)  («  —  .y)  (c  —  s)  —  b-  =  o, 

équation  du  second  degré  dont  les  deux  racines  sont  toujours 
réelles,  et  généralement  inégales,  x  et  y  étant  proportionnels  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  le  diamètre  cherché  avec  les  axes  coor- 
donnés, on  tire  des  équations  (1),  en  y  remplaçant  x  et  y  tour  à 
tour  par  les  deux  systèmes  de  valeurs  des  angles  a,  j3  qui  répon- 
dent aux  deux  racines  st,  s2  de  l'équation  (2), 

[a  — ■  sl  )  cosk!  h~  b  cosPi  =  o,     b  cos«i  4-  [c  —  s^  )  cos^,  =  o, 
[a  — ■  s2)  cos«2  ■+■  ^  cos(32  =  0,      b  cosa2  +  (c  —  s2)  cos/32  =  o. 

Multipliant  les  équations  de  la  première  ligne  par  cosa2,  cos(32,  et 
celles  de  la  seconde  ligne  par — cosa,,  — cosj3|,  puis  les  ajoutant 
toutes  ensemble,  il  vient 

[s% —  Sx)  (COSK!  COS«2  -h  COSj3j  cosp2)  =0, 

ce  qui  démontre  que  les  directions  correspondantes  aux  deux  ra- 
cines st,  s%  sont  rectangulaires  entre  elles,  toutes  les  fois  que  ces 
racines  sont  inégales. 

Si  l'on  met  maintenant  l'équation  proposée  sous  la  forme  [322] 

[ax  -t-  by^x  -f-  [bx  4-  cy)y  =  k, 
et  que  l'on  remplace  ax  4-  by,  bx  4-  cy  par  leurs  valeurs  sx,  sy, 
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tirées  dès  équations  (i),  il  vient 

s  (.r2  H-  j2  )  =  su  —  k, 
d'où 

k 
h  —  -, 
s 

ce  qui  fait  connaître  la  valeur  de  u  correspondante  à  chaque  racine 
de  l'équation  (2).  On  pourrait  former  l'équation  qui  donnerait 
directement  les  deux  valeurs  de  u,  laquelle  serait 

Pour  distinguer  maintenant  le  maximum  du  minimum,  formons 
les  équations  différentielles  secondes,  que  l'on  peut  écrire,  en 
vertu  de  (1), 

o  =  [ax  -4-  bj)cP.v  H-  [bx  +  cy)cPy  -+-  adx%  -4-  ibdxdy  -4-  cdy* 
=  s(xcPx  -4- ycPy)  -4-  aclx-  +  2  b dxdy  -1-  c<^r2, 

~  fZ2  «  =  f£r2  -4-  r/y2  -4-  x  cP  x  -4-  ycPy. 

Eliminant  irf2x4ji2j  entre  ces  deux  équations,  on  trouve,  à 

62 

cause  de  c  —  s  = 5 

«  —  ,v 

cP  u  = ; \[a  —  s)dx  -+-  bdyV1. 

s  [a  —  s) 

Donc  d2u  aie  même  signe  que  la  quantité  — s  (a  —  s).  Or,  si  l'on 
considère  les  deux  racines  de  l'équation  (2),  on  aura 

—  s1  [a  —  jj  X  —  s.2[a  —  j2)  ■=siss[a^ — alsy-hs^)  -f-fi^a] — —  ^2  [ac —  b~)i 

quantité  positive  pour  b-  —  ac^>o,  négative  pour  b-—ac<^o. 
Donc,  dans  le  cas  de  b2  —  ac  <^o,  les  deux  valeurs  de  —  s  (« —  s), 
et  par  suite  aussi  les  deux  valeurs  de  d2u  sont  de  signe  contraire, 
les  deux  valeurs  de  s  étant  de  même  signe,  et,  si  a,  c,  k  sont  de 
même  signe,  les  deux  valeurs  de  u  étant  positives,  et  partant  les 
deux  systèmes  de  valeurs  de  a:  et  de  y  étant  réels  et  la  quantité 
[(« —  s)dx-\-  bdj]2  positive  dans  les  deux  cas.  Si,  au  contraire,  A 
était  de  signe  contraire  aux  deux  quantités  a,  c,  alors  les  deux  va- 
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leurs  de  u  seraient  négatives,  ainsi  que  x-  et  y2,  et 
[[a  —  s)dx  -+-  bdyf- 

Donc,  dans  ces  deux  cas,  on  aura  un  maximum  et  un  minimum  de 
u,  et,  dans  le  cas  de  u  positif,  un  diamètre  réel  maximum  et  un 
diamètre  réel  minimum.  Dans  le  cas  de  b2 —  ac  positif,  les  deux 
valeurs  de  s  (a — s)  sont  de  même  signe.  De  plus,  la  valeur  numé- 


rique 


du  radical 


b2  —  ac  =  i/  ( j   -h  b2  étant 


plus  grande  que  celle  de  chacune  des  quantités 


les 


2  2 

quantités  s  et  a — s  seront  de  signe  contraire,  et  par  suite  d2u  de 
même  signe  que  [(«  —  s) dx  -f-  b dy]2 .  Or  les  valeurs  de  s  étant, 
comme  celles  de  u,  l'une  positive,  l'autre  négative,  la  parenthèse 
sera  positive  pour  celle  des  valeurs  de  s  qui  répondra  à  x  et  y  réels, 
négative  pour  celle  qui  répond  à  x  et  y  imaginaires.  Donc  u  pré- 
sente, pour  la  première  valeur,  un  minimum,  pour  la  seconde  un 
maximum  (algébrique). 

400.  Le  principe  fondamental  de  notre  théorie,  exposé  au 
n°  391,  suppose  essentiellement  que  la  fonction  f  [x)  reçoit  des 
valeurs  réelles  pour  les  valeurs  a  —  h  et  a  -j-  h  de  x,  prises  de  part 
et  d'autre  de  la  valeur  a,  et  nos  raisonnements  ne  pourraient  plus 
s'appliquer  au  cas  où  la  liaison  entre  x  et  y  serait  telle  que,  pour 
l'une  des  valeurs  a  —  h,  a  -J-  h,  f{x)  devînt  imaginaire,  c'est-à-dire 
au  cas  où  le  maximum  (ou  minimum)  àef(x)  coïnciderait  avec  un 
maximum  (ou  minimum)  de  x  (jig-  26),  comme  cela  aurait  lieu 


Fig.   26 

y 

,^ 

--->/ 

y  / 

0 

se 

pour  l'ordonnée  d'une  courbe  en  un  point  de  rebroussement  pour 
lequel  la  tangente  ne  serait  pas  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Si  l'on  voulait,  dans  ce  cas,  appliquer  la  règle  fondée  sur  la 
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considération  de  la  dérivée,  il  faudrait  prendre,  au  lieu  de  x,  une 
autre  variable  indépendante  t,  qui  ne  présentât  ni  maximum  ni 
minimum  pour  la  valeur  correspondante  au  maximum  ou  au  mini- 
mum de  y  =f(x).  En  supposante  et  y  exprimés  au  moyen  de  f, 
on  aurait  le  maximum  ou  le  minimum  de  y  en  égalant  à  zéro  la 

dérivée 

dy        dy   dx 
dt        dx    dt 

dy 
Mais  alors  ce  ne  serait  pas  le  facteur-—  qui  s'annulerait,  mais  bien 
1  dx 

,    c  dx        .  .  .   . 

le  tacteur  -—■>  puisque  x  est  maximum  ou  minimum. 

Quelquefois  la  question  a  plusieurs  solutions,  dont  les  unes  ré- 

,  dy  ,  ,  dx 

-  —  —  o,  les  autres  a  — -  =  o. 
dx  dt 


pondent  à  —  =  o,  les  autres  a 


401.  Exemples.  —  I.  Maximum  ou  minimum  de  la  distance 
d'un  point  donné  (a,  b)  à  une  courbe  donnée.  —  Il  faut  trouver 
le  maximum  ou  le  minimum  de  u  =  [a  —  x)--x-[b — y)-.  On  a 
alors  généralement 

—  du  =  [x  —  a)  dx  -+-  (  y  —  è)f/j=o, 

d'où 

h  —X   dy  _   ^ 
a  —  x   dx 

équation  qui  exprime  que  la  distance  cherchée  doit  être  prise  sur 
une  normale  à  la  courbe,  menée  par  le  point  (a,  b). 
Si  la  courbe  donnée  est  un  cercle  x-  -hy2  =  R2,  on  a 

dy  x 

dx  3 

d'où 


la  droite  cherchée  est  donc  un  diamètre. 

Supposons    maintenant    b=o;  le   calcul   précédent    donnera 

dy 
y  —  o,  correspondant  à  —  =  <x>  .  Cependant,    si    de  l'expression 
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u  =>  [a  —  x)-+j-  on  élimine  y  au  moyen  de  l'équation  du  cercle, 
il  vient 

U  =  ar  -f-  R2  —  "2.CIX, 

et  —  =  o  deviendrait  alors  a  =  o,  équation  impossible.  Cela  tient 

à  ce  que  l'on  a  exprimé  u  au  moyen  de  la  variable  x,  qui  offre  un 
maximum  ou  minimum  simultané  de  celui  de  u.  Mais,  si  l'on  ex- 
prime u  et  x  au  moyen  de  y,  qui  n'a  pas  de  maximum  au  point 
cherché,  alors  l'équation 

du        du  dx 
dy        dx  dy 

sera  satistaite  par  —  =  o,  qui  répond  aj  =  o,  x  =:±: a. 

II.  Maximum  ou  minimum  de  la  distance  du  foyer  d'une  ellipse 
à  sa  tangente.  —  En  appelant  u  le  carré  de  cette  distance,  r  le  rayon 
vecteur  mené  du  foyer  au  point  de  contact,  on  trouve,  a,  b  étant 
les  demi-axes,  e  l'excentricité, 

^{i-e^r  b*r 

U  —  ■ ! =  :=  O' 


expression  qui  ne  peut  avoir  de  maximum  ni  de  minimum,  tant 
que  la  valeur  de  r  pourra  croître  ou  décroître  sans  limites.  On 
voit,  en  effet,  que  la  dérivée 

du  2.ab2 

dr         [na  —  r)2 

ne  peut  s'annuler  pour  aucune  valeur  finie  de  /',  ni  devenir  infinie 
sans  que  u  devienne  aussi  infini,  et  dans  ce  cas  même  elle  ne 
présenterait  pas  le  changement  de  signe  nécessaire  [391]. 

Mais,  si  nous  exprimons  u  et  r  au  moyen  de  l'angle  polaire  p, 
qui  n'est  pas  susceptible  de  maximum  ni  de  minimum,  on  a 

b* 

—  =i  +  ecosp, 

ar 

et  la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  devient 

du       du    dr 
dp        dr    dp 
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d'où 

dr 

—  =  o,      sin»  ==  o,      c  =  o  ou  ff; 
dp 

dr 
ensuite,  pour  — -  =  o, 
dp 

d%  u       du   d2  r 
dp'1        dr    dp* 

du   ,  .  .  .  „    d%  u  i         a  •  d?r 

—  étant  toujours  positii,  -—  sera  de  même  signe  que  -—  ■>  ou  que 

e  cosp  ;  donc  u  sera  maximum  pour  p  —  tz,  minimum  pour  p  =  o. 

III.  Maximum  ou  minimum  de  la  somme  de  deux  diamètres 
conjugués  d'une  ellipse.  —  Soient  vs,  it  ces  diamètres.  On  aura 

s1  h-  f-  =  a2  -\-  b2,     u  —  s  •+- t  =  mux.  ou  min. 
En  éliminant  t ,  il  vient 


U  : 

—  s-h 

\Ja2 

-+-  b2  - 

-  s* , 

du 

=  I  — 

s 

ds 

sjd' 

•'+è2- 

—  s2 

On  ne  peut  supposer  —  infini.  En  posant  donc  —  —  o,  il  vient 


ds  ds 


la2  -t-  b2        d2u  i  s2 


donc  s-{-  t  est  un  maximum  pour  s  =  t. 

Mais  ce  résultat  n'est  pas  complet,  s  ayant  lui-même  un  maxi- 
mum et  un  minimum,  dont  la  solution  précédente  n'a  pu  tenir 
compte.  Exprimons  u  au  moyen  d'une  autre  variable  non  suscep- 
tible de  maximum.  Pour  cela,  posons 

x  =^cos^,      y  =  s  sin  y, 
xx  =  t  cosyl7     yx  =  t  sin yt , 

d'où,  en  vertu  de  l'équation  de  l'ellipse, 

i         cos2<p       sin2co        i        cos2<p,    _   sin2 <p, 


S" 


b- 
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b- 
avec  la  relation  tangcp  tangtp,  = •  On  en  tire 

cû-  b2  .        a*  sin2  m  ■+-  b'*  cos2  ta 

-2  —  1 2  — 


a1  sin2  ta  -4-  6a  cos2  ta  cr  sin2  y  -f  b1  cos2  y 

«6  -1-  Jcà  sin2  œ-pé4  cos2  ta 

u  =  s-+-  t=  T '-  ■ 

s/a1  sin2  cp  +  62  cosz  ^ 

„     du  . 

Or  — -  =.  o  pour  s  —  t,  et  aussi  pour  sincj  =  o  et  pour  cos<ç  =  o, 

puisque,  en  considérant  t  comme  fonction  de  s,  on  a 

du        du  ds  du      s'6  . 

.—  =——  = —  .  (a-  —  b2    smycosy. 

dto        ds  dto  ds    a- b-    x  ' 

Donc  la  somme  des  demi-axes  principaux,  u  =  a-hb,  répond  à 
la  question,  et  présente  un  minimum  de  u. 


§  ni. 

MAXIMA    ET    MINIMA    DES    FONCTIONS    DE    PLUSIEURS 
VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

402.  Soit  u  =  f(x,  y,  . . .)  une  fonction  des  variables  indépen- 
dantes x,  y,  . .  . ,  qui  doit  présenter  un  maximum  (ou  minimum) 
pourx  =  rt,  y  ==b,  — Il  faut  pour  cela  que  f(a-\- dx,  b-\-dy,  ...) 
soit  >(ou<^)/(fl,  b,  ...),  quels  que  soient  les  accroissements 
infiniment  petits  dx,  dy,  .... 

Si  l'on  représente  par  ah,  ai,  .  .  .  ces  accroissements,  a  étant 
infiniment  petit,  et/z,  i,  ...  étant  des  quantités  quelconques,  et  que 
l'on  pose  [310] 

f[a  -f-  k/i,  b  -+-  ai,   ...)  =  F(«), 

il  faudra  que  F(«)   soit  maximum   (ou  minimum)  pour  a  =  o, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

F(«)  —  F(o)<o  (ou  >o), 

pour  toutes  les  valeurs  des  rapports  des  quantités  h,  i,  .... 

Donc,  en  général,  F'(cr)  devra  changer  de  signe,  lorsque  a.  pas- 
sera par  zéro;  F'(a)  devient,  pour  a  —  i,  ce  que  nous  avons  dé- 
signé symboliquement  [339]  par  du.  Donc  l'expression 

hf'[a  -f-  %h)  -f-  if'[b  -4-  v.i)  -4-  .  .  . 
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doit  changer  de  signe  avec  a,  quels  que  soient  les  rapports  des 
quantités  finies  h,  i,  ....  Cela  peut  arriver  lorsque  cette  quantité 
devient  infinie  ou  discontinue  pour  a  —  o,  c'est-à-dire  lorsque 
quelques-unes  des  dérivées  f'(x),f'(y),  ...  sont  infinies  pour 
x  =  a,  y  =  b,  .  .  . ,  et  changent  de  signe  lorsqu'on  passe  du  sys- 
tème de  valeurs  a  —  dx,  b — dj,  ...  au  système  a-\~dx,  b-\-dy,  — 
Nous  laisserons  ce  cas  de  côté,  pour  ne  nous  occuper  que  du  cas 
de  la  continuité. 

403.   En  appliquant  les  règles  établies  pour  le  cas  d'une  seule 
variable,  on  voit  qu'il  faudra  que  l'on  ait 

\   <T  o  pour  le  maximum, 
i  Y'{o)  =  du  =  o,     F"o )  =  cPu  \  l 

|   ^>  o  pour  le  minimum. 

Le  polynôme  du  =  h  -~-  -+-  i  -^- -  -f- .  .  .    devant    s'annuler  quels 

1     J  au  ob  L 

que  soient  h,  i,  .  .  . ,  la  première  condition  (i)  entraînera  les  sui- 
vantes : 

àf  àf 

da  =  °'      Tb=°'      •■•' 

,,  •  df   df  ,    .  ,       ,,-.  , 

en  désignant  par  — 5  — •>  —  ce  que  deviennent  les  dérivées  par- 
°  L       da    Ob  ^  v 

•  ii      àf    df  ,  ,  P  .  7 

tielles  -T-  *  -r-  ?  •  •  •  ■>  lorsqu  on  y  lait  x  =  a,  y  —  b,  .... 

La  seconde  condition  exige  que  le  polynôme 

,<,àV         ,.   d\f        .,d\f 
Odl  OaOb  Ob1 

conserve  toujours  le  même  signe,  quels  que  soient  h,  i,  .... 

Dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes,  la  condition  pour 
que  d'il  ne  change  pas  de  signe  est,  comme  on  sait, 

dvdv_  (  àyy 

da*  dbl        \dadb)    ^    ' 

■  •      v  à*f      d9/     .         ,  .  ,      . 

ce  qui  implique  que  y^  et  -y^  soient  de  même  signe,  et  le  signe 

commun  de  ces  deux  quantités  servira  à  distinguer  le  cas  du  maxi- 
mum de  celui  du  minimum,  suivant  qu'il  sera  négatif  ou  positif. 
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Nous  verrons  plus  tard  la  signification  géométrique  de  ces  condi- 
tions. 

Dans  le  cas   de   trois   variables   indépendantes,  posons,   pour 
abréger, 

cP  u  =  ah*  +  a'P  -h  v."P  +  2SM-  +  2/37 A  -\-  i$'hi. 

Par  la  méthode  connue  de  la  décomposition  en  carrés ,  on  mettra 
cette  quantité  sous  la  forme 


d2  u=  cc[h  -h  —  i  -{-  —  A)    H-  (  «' 


S"2  w  .       *p 
i  + 


(3'/3* 


'  0"  ï 


•       P        («P-pT 


«  k  («a  —  P"2 


A2. 


Les  coefficients  des  trois  carrés  devant  être  de  même  signe  pour 
que  d2u  soit  de  signe  constant,  leurs  produits  deux  à  deux  devront 
être  positifs,  ce  qui  donnera  d'abord 

(i)  «,,<-r->°, 

d'où  l'on  conclut  premièrement  que  a  et  a'  sont  de  même  signe; 
ensuite,  en  faisant  le  produit  des  deux  derniers  coefficients  et  le 
multipliant  par  a2, 

( 2  )  ( a"a  —  f3'2 )  (  ««'  —  (3,/2  )  —  (  a/3  —  S'j3"  )2  >  o, 

ce  qui  montre  que  l'on  doit  avoir  aussi,  en  vertu  de  (i), 

K"K_  |3'2>o, 

et,  par  suite,  que  a"  doit  être  de  même  signe  que  a  et  a'.  L'iné- 
galité (2),  divisée  par  la  quantité  positive  a2 oc' 'a." ',  peut  s'écrire 
sous  la  forme 


!3) 


a        /3"      ^ 
P"      a'      p 


]>  O,      ou 


ou  encore  sous  la  forme 


T 

£ 

S' 

a 

a 

ê! 

1 

£ 

a 

K 

a" 

1 
a. 

I 

o, 


/3'2 
a7^ 


t     //3/3' 


n  >o, 
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d'où  l'on  conclut,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  que  l'on  a  encore 

«V—  |32>o. 

404.  Pour  étendre  ce  qui  précède  à  tous  les  cas,  nous  allons 
établir  les  conditions  générales  pour  qu'un  polynôme  homogène 
du  second  degré  à  n  variables  conserve  un  signe  constant  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  ces  variables. 

Soient  d'abord  n  =  2,  et 

(1)  u  =  anx^  -\- a2ïx\  -f-  iaï%xxx%. 

Il  faut  et  il  suffit  que  u  ne  puisse  s'annuler  pour  aucune  valeur  du 
rapport  xK  '.x*,  c'est-à-dire  que  l'équation  u  =  o  ne  puisse  avoir 
de  racine  réelle.  Il  faut  donc  que  l'expression 


Cl  7  o   — -  Cl^  j  ^?22 


(en  considérant  ars  comme  identique  à  asr)  soit  négative,  ce  qui 
exige  d'abord  que  ai{  et  a22  soient  de  même  signe.  Si  l'on  désigne 
par  s  —  ±  1  ce  signe  commun,  on  voit  donc  que  les  expressions 


et 


doivent  être  positives. 

Soit  maintenant  n  —  3,  d'où 

u  =  dxxx^  -f-  cr^x^  -f-  a^x.j  -f-  2^23 x%-T%  -f-  2Ci3Xx3xx  H-  ici^x^x^. 

La  condition  pour  que  u  =  o  n'ait  pas  de  racine  réelle  sera  que  la 
quantité 

(«12.T2  -+-  «13^3)2—   «11  («22^2  +  «33-r3    "^   2«23.Z2.r3) 

=  a-vl  x\  -+-  a2i3x'l  -f-  iana13x2x3  —  an  (tf32.r|  +  a33x'l  +  2tf23.r2.r3) 
=  («f2  —  anat2)x\  -f-  [a\z  —  ana3Z).x\  ■+-  2.{anau  —  atla^)x,x3 

soit  négative.  En  comparant  ce  polynôme  au  polynôme  (1),  et  re- 
marquant que  le  coefficient  de  x\  est  déjà  négatif  en  vertu  de  la 
condition  précédente,  qui  doit  s'appliquer  au  cas  de  xA  =  o,  on 
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voit  qu'il  suffit  que  l'on  ait 


aU 


«11«221        «12«13 «n«2 


>o. 


Or,  si  nous  considérons  le   déterminant  \ati   a22  «33  |,   on   peut 
l'écrire  sous  les  formes  successives 


«21     ^22     ^'23 


a 


11 


«12 


a 


13 


«11  «21        Cl^\Cl^2        «11«23 
«u«31        «H«32        «H«33 


I 

«11 


o 
o 

•> 

«T., 


a,t  a 


11"22 


a 


1 2 


Ct\\   Ci '30     &\<\Q,n 


Ct  I  1   d'il*  '    Cl  *  a  Go 


Cl \  e\  CC \>x  —   Wl  1  ^7 g 


a.»a,„ —  «,,#« 


«il  «33 


Donc  la  condition  (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme 
an  |  an     a22     a33  j  >  o, 

za\s  .  I  «1;l      «22     r/33  I  >  o, 


ou,  si  l'on  veut, 


ou  enfin 

(3) 


>o. 


On  voit  déjà  que,  pour  que  les  polynômes  homogènes  du  second 
degré  d'une,  de  deux,  de  trois  variables  soient  de  signe  con- 
stant e,  il  faut  et  il  suffit  que  la  première,  les  deux  premières  ou 
la  totalité  des  trois  conditions 


6«U>0, 


>o, 


>o 


soient  satisfaites. 

On  conclut  de  là,  par  induction,  que  la  loi  qui  se  manifeste  ici 
doit  être  générale.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer  comme 
il  suit. 

Posons 

A«== '|flii     «22      •••      «««|> 

et  admettons  qu'il  soit  établi  qu'un  polynôme  homogène  du  se- 
cond  degré    de    n  —  1   variables  est  de  signe  constant  e  quand 
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toutes  les  quantités 


eA, 


s'1-1  A, 


sont  positives.  Nous  allons  démontrer  que  la  condition  qu'il  faut 

y  ajouter  pour  passer  au  cas  du  polynôme  de  zz  variables  peut  se 

mettre  sous  la  forme 

sreA„>o. 

En  effet,  pour  que  l'équation 

n  n,n 

o  =  un  =  ^  arrxj.  -h  2 ^  ars  x,,xs 
î  1,1 

n  n  n,n 

=  a11x*  +  2jflrt/r.ïi  -hj£arrx?,  -+-  2^fl,s.rrr5 

2  2  2,2 

n'ait  pas  de  racines  réelles,  il  suffît  et  il  faut  que  le  polynôme 

/  n  nin  \ 

-anl  ^arrxj.  +  i^arsxrxs  \ 

\     2  2,2  / 

2  («n  —  «n  «„.)*£  ■+■  2^  [arlasl 


aiiars\xrxs 


2,2 


soit  négatif,  ce  qui  fait  voir  déjà  que  ann  doit  être  aussi  du  signe  e, 
puisque  a~nl  —  ci\\ann  doit  être  <o.  En  remplaçant  donc  ici  e 
par  —  i  et  appliquant  la  règle  reconnue  vraie  pour  les  polynômes 
de  n  —  i  variables,  on  voit  que  l'on  doit  avoir  l'expression 


<22jtf2j Clllû2^       #31^31  «11«32 

«2i«3i  '    '  «n«23      «3i«3i        «n«33 
«21  «ni        «ll«2ra      «31  «ni        «ll«3re 


«21  ««1         «Il  «2» 


«31«rel  «ll«3/i 


an\an\         «ll«ra« 


>0, 


ou,  en  changeant  les  signes  de  tous  les  éléments, 


«11  «22  —  «12  «12        «11«32  —  «13  «12         •••          «11  ««2  ~  «1««12 


«11«23  «12«13        «11  «33  «13«13 


«ll«2/i  «12«lrt        «11  «3« «13«l/l 


«11  ««3  «1««13 


«1 1 ann        «1 n  «1  n 


>o. 
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Or  si,  dans  le  déterminant  |  a{{  a2o  •  •  •  cinn  \i  on  multiplie  toutes 
les  lignes  horizontales,  sauf  la  première,  par  ait,  puis  qu'on  re- 
tranche de  ces  lignes  les  produits  de  la  première  parrt,2,  «13,  ..., 
«lw,  on  obtient  précisément  le  déterminant  précédent,  multiplié 

par    — — ?  c'est-à-dire  multiplié  par  une  quantité  du  signe  de  s". 

aw 
Donc  la  dernière  condition  à  ajouter  sera  bien 

s'lA„>0. 

Remarquons  que  ces  n  conditions  £rA,^>o(/'=  1,  2,  .  .  . ,  11), 
étant  nécessaires  et  suffisantes,  doivent  entraîner  toutes  celles  que 
l'on  aurait  obtenues  en  commençant  le  calcul  autrement.  Donc 
tous  les  déterminants  mineurs  Ar  de  degré  r,  relatifs  aux  éléments 
de  la  diagonale,  sont  du  signe  de  £''. 

405.  Si  toutes  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  s'annulent 
pour  x  =  a,  y  =  b,  .  .  . ,  ce  qui  donne  d'2u  =  o,  on  verra,  comme 
dans  le  cas  d'une  seule  variable  [393J,  que,  pour  qu'il  y  ait  maxi- 
mum ou  minimum,  il  faudra  que  d3u  s'annule  aussi,  c'est-à-dire 
que  toutes  les  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  de  u  s'évanouis- 
sent pour  x  =  a,  y  =  b,  De  plus,  il  faut  que  dh  u  ait,  pour  les 

mêmes  valeurs  de  oc, y,  .  .  .,  un  signe  constant,  quelles  que  soient 
les  valeurs  des  quantités  /?,  i,  ...  ;  et  ainsi  de  suite. 

Il  peut  arriver  aussi  que  d-u  s'annule  seulement  pour  certaines 
valeurs  de  h,  i,  .  .  . ,  et  qu'il  soit  de  signe  constant  pour  toutes  les 
autres.  Supposons,  par  exemple,  dans  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes,  que  l'on  ait,  pour  x  —  a,  y=  b, 

d-f  V       àVd\f 


dxdjj        dx*  dj2 
Alors  d'2u  sera  un  carré  parfait,  de  la  forme  ±  (AA  -f-  Bi)2.  Pour 
un  rapport  des  accroissements  h,  i  égal  à  — -  >  on  aura  d2u  =  o  ; 

pour  toute  autre  valeur  de  -?  on  aura  d2u  de  signe  constant.  On 

h  ° 

calculera  alors  d3  u,  et  l'on  y  fera  x  =  a.  y  —  b,  —  = ;  et  alors 

j  1  j  jt  g 

d3u  devra  s'annuler,  et  d'1  u  avoir  le  même  signe  qu'ara  pour 

toute  autre  valeur  de  -  • 
h 

H.  —  Cours  de  Cale,  injinit.,  I.  24 
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Dans  le  cas  de  deux  variables,  lorsqu'on  sera  obligé  de  prendre 
en  considération  les  quantités  dku,  d6u,  .  •  . ,  on  n'aura  qu'à  s'as- 
surer, au  moyen  du  théorème  de  Sturm,  que  les  équations  dku~o, 

dGu  =  o,  . . . ,  où  l'on  prend  -  pour  inconnue,  n'ont  pas  de  racines 
réelles. 

■406.  Soit  proposé  maintenant  de  déterminer  le  maximum  ou  le 
minimum  d'une  fonction  implicite  u,  définie  par  l'équation 

(i)  F(«,  x,  j,  .  .  .)  =o. 

La  condition  du  —  o  donne  d'abord  [403],  en  égalant  à  zéro  les 

,  ,     du    du  .         .  „ 

valeurs  de  -r-?  -r-?  ■••»   ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  remar- 

dx    dy  l 

quant  que  l'équation  dF  =  o  doit,  pour  du  —  o,  être  vérifiée  pour 
des  valeurs  quelconques  de  dx,  dy,  . . ., 

dF  dF 

^  Tx=°'      Ty=°'      ■■■' 

Il  faut  ensuite  exprimer  que  d2u  ne  change  pas  de  signe.  Or 
cette  quantité  est  donnée  par  l'équation  d2F  =  o,  qui,  par  la  sup- 
pression des  termes  contenant  le  facteur  nul  du,  se  réduit  à 

dF  a2F      ,  r)2F     7     ,         d*F   ,  , 

-— -  a-  u  H — — —  a.r-  -f-  2 —  dx  dy  -\ — —  dy-  -h  .  .  .  =  o. 

du  dx'1  dx  dy  dy- 

II  reste  donc  à  trouver  les  conditions  pour  que  l'expression 

d2F  7  0  d2F     7     7        f)2F   7  , 

-r— r  fte-  +  2 —  c/j;  rfr  +  — —  rfr-  +  .  .  . 

do;2  dx  dy  dy~ 

ne  change  pas  de  signe,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  dx,  dy,  — 
On  voit,  d'après  cela,  que  les  conditions  qui  doivent  être  satisfaites 
pour  que  la  fonction  u  soit  un  maximum  ou  un  minimum  sont  de 
même  forme  que  celles  qui  exprimeraient  que  la  fonction  expli- 
cite F  (u,  x,  y,  ...)  serait  un  maximum  ou  un  minimum,  en  y 
considérant  u  comme  une  constante. 

407.  Supposons  actuellement  que,  au  lieu  d'être  des  variables 
indépendantes,  les  n  H-  À"  variables  x,  y,  ...  soient  liées  par  les 
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A"  équations  de  condition 

(i)  y(ar,  J,   ...)  =  o,      %[x,  j,   .  .  .  )  =  o,       ..., 

et  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  d'une 
fonction  donnée 

(2)  u=f[x,y,  .  .  .) 

de  ces  variables.  On  différentiera  d'abord  ces  A  -f-  1  équations,  en 
supposant  du  =  o,  et,  entre  les  A  -+- 1  équations  résultantes,  on 
pourra  éliminer  les  k  différentielles  des  k  variables  déterminées 
par  les  équations  (1)  en  fonction  des  n  autres,  considérées  comme 
indépendantes.  11  restera  alors  une  équation  entre  les  variables  x, 
y,  ...  et  les  n  différentielles  des  variables  indépendantes.  En  éga- 
lant à  zéro  [403]  les  coefficients  de  ces  n  différentielles,  on  aura 
n  équations  qui,  jointes  aux  k  équations  (1),  détermineront  les  sys- 
tèmes de  valeurs  de  x,  y,  ...  qui  pourront  correspondre  à  un  maxi- 
mum ou  à  un  minimum  de  la  fonction  u. 

On  différentiera  ensuite  une  seconde  fois  les  équations  (1)  et  (2), 
et  l'on  éliminera,  entre  les  k  -f-  1  équations  d2®  =  o,  d2%  —  o,  ..., 
d2u=-  d2f,  les  À"  différentielles  secondes  de  celles  des  variables  x, 
y,  . . .  qui  sont  considérées  comme  dépendantes  des  n  autres  en 
vertu  des  équations  (1).  On  aura  alors  pour  d2u  une  expression 
qui  ne  contiendra  plus  que  les  différentielles  des  11  variables  indé- 
pendantes, et  l'on  établira,  comme  ci-dessus,  les  conditions  pour 
que  d2u  conserve  toujours  le  même  signe,  quelles  que  soient  ces 
différentielles. 


On  peut  encore  traiter  la  même  question  par  la  méthode 
des  multiplicateurs  [398].  Multiplions  les  différentielles  des  équa- 
tions de  condition  (1), 

df  =  o,     d%  =  o, 

par  des  indéterminées  X,  ^,  ... ,  et  ajoutons-les  à  l'équation  df—  o, 
ce  qui  donnera  l'équation 

df-\-  1  c If  -+-  y. d-fc  -h  .  .  .  =  o. 

On  pourra  maintenant  disposer  des  indéterminées  1,  p,  ...  de 
manière  à  faire  disparaître  les  coefficients  des  A'  différentielles  des 

M. 
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variables  non  indépendantes.  Il  ne  restera  plus  alors  dans  l'équa- 
tion que  les  différentielles  des  n  variables  indépendantes,  dont  on 
devra  aussi  [403]  annuler  les  coefficients.  On  obtiendra  de  cette 
manière  les  n  -+-  k  équations 


àf  +  x  à?  +     àx 
dx         dx  dx 

df  dm  dy 

—  -f-  A 1-  i>.  — ^ 

dy  dy  or 


o, 


qui,  jointes  aux  À -{- 1  équations  (1)  et  (2),  détermineront  les 
n  -+-  ik  -f- 1  quantités  u,  x,  y,  . . .,  1,  [x,  . . . . 

Ce  calcul  revient  à  considérer  le  maximum  ou  le  minimum  ab- 
solu de  la  fonction  v  =f-\-  Acp  -J-  fr^  -}-. . .,  en  laissant  d'abord  in- 
déterminées les  constantes  1,  [à,  . . .,  et  regardant  toutes  les  zz  -f-  A" 
variables  x,  y,  ...  comme  indépendantes.  On  obtient  de  cette  ma- 
nière des  valeurs  de  ces  variables  qui  dépendent  de  X,  \x,  ....  Si 
l'on  détermine  maintenant  ces  dernières  quantités  de  manière  que 
les  fonctions  cp,  y, . . .  s'évanouissent,  la  valeur  de  v  se  réduira  à 
celle  de  u,  et  le  maximum  de  v  deviendra  le  maximum  de  u. 

Il  faut  ensuite  exprimer  les  conditions  pour  que  d~  v  soit  de 
signe  constant.  Or,  en  différentiant  l'expression 

dv  •=.  ——  dx  H — —  dy  +  .  .  . , 
dx  oy 

et  ayant  égard  aux  conditions 

de  dv 

Tx=°>      dy^°>      •••' 

les  différentielles  secondes  d-x,  d2y,  ...  disparaîtront,  et  il  ne 
restera  plus,  pour  d2v,  que  le  polynôme  du  second  degré 

d%  v  =  (dx  T)x  -+-  dy  Dy  +  .  .  .  f  t', 

qui  devra  être  de  signe  constant.  On  éliminera  k  des  différen- 
tielles dx,  dy,  ...  au  moyen  des  équations 

df  =.  o,     dy=.  o,      .  .  . , 

et  l'on  exprimera  les  conditions  pour  que  drv  soit  de  signe  con- 
stant pour  toutes  les  valeurs  des  différentielles  restantes. 
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409.  Lorsqu'il  n'y  a  qu'une  seule  équation  de  condition  <p  =  o, 
l'élimination  de  "k  entre  les  équations 

df       .  df  df  dv 

dx  dx  oy         dy 

se  fait  immédiatement,  et  l'on  en  tire  les  n  équations 

df  m  df  m         _  df  m  df 

dx  '  dy  "  '        dx  '  dy  '  '  '  '  ' 

qui,  jointes  k  ®  =  o,  détermineront  les  n  +  i  inconnues  x, y,  — 

410.  Exemples.  —  I.  Maximum  ou  minimum  de  la  fonction 

u  —  ax*  H-  ibxy  -+-  cy2  -h  iclx  4-  2ey  ~\-f* 
En  égalant  les  deux  dérivées  partielles  à  zéro,  on  aies  conditions 
(i)  ax  H-  by  -+-  d  =  o,      bx-\-cy-\-e=.o. 

On  a  ensuite 

-  d2u  =  a  dx2  -+-  ib  dx  dy  -+-  c  dy% 
=z  a  I   (  dx 


[(*  +  »'  +  («-  *')(f)!] 


11  y  a  donc  maximum  ou  minimum  pour  «c  —  b2^>  o.  Au  con- 
traire, si  l'on  a  «c  —  Z>2  <^  o,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 
Si  le  coefficient  de  l'un  des  carrés,  a  par  exemple,  est  nul,  alors 

—  d%u  =  dy^ib  dx  -f-  c  dy) , 

quantité  qui  change  de  signe  avec  dx,  si  l'on  prend  -j-  assez  petit. 
Lorsque  ac  —  b-  ==  o,  les  équations  (i)  sont  généralement  incom- 
patibles. Elles  ne  cesseront  de  l'être  que  si  l'on  a  -  =  -r  =  -■ 
1  ^  a       b        d 

En  éliminant  alors  c  et  e,  il  vient 

/  6  d\2      af  —  di 

u=a[x  H JH H ? 

\  «  «  /  « 
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quantité  qui  est  évidemment  maximum  ou  minimum  pour 
ax  -+-  by  -+-  d-=i  o. 

On  a  donc,  dans  ce  cas,  une  ligne  de  maximum  ou  de  minimum, 
au  lieu  d'un  point. 

Si  l'on  a  encore,  de  plus,  b  =  o,  alors  ae  —  cd  =='  ac  =  o,  ce 
qui  peut  donner  lieu  à  trois  cas  : 

l°  a  =  o,      c  —  o,  u  =  idx  -h  ley  -4-/; 

2°  a  =  o,      d=o,  u  z=  cy^  -\- ley  ~\~  f; 

3°  c  =  o,      e  =n  o,  u  ■=.  a  a-2  +  2t?.r  -4-,/. 

Le  premier  cas  ne  comporte  ni  maximum  ni  minimum.  Dans 
les  deux  autres,  on  est  ramené  à  la  recherche  du  maximum  ou  du 
minimum  d'une  fonction  d'une  seule  variable. 

II.   Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites 


x  —  a        y  —  b 

z  —  c 

A                 B 

"~ c~ 

x'—a'        y'—b' 

z'—c' 

A'               B' 

a 

En  désignant  par  r  la  valeur  commune  des  rapports  (i),  et  par 
/•'  celle  des  rapports  (2),  et  mettant  pour  x,  y,  z,  x',  ...  leurs 
valeurs  en  r  et  r',  le  carré  de  la  distance  de  deux  points  pris  res- 
pectivement sur  ces  droites  aura  pour  expression 

u  =  (AV—  Ar+a'-fff+  (BV-Br4-  b'—  bf+  (CV— O  +  c'—  cf. 

En  différentiant  par  rapport  aux  deux  variables  indépendantes 
r,  r' ,  il  vient 

A  (AV—  kr -4-  a'—  a)  +  B  (BV-B/-+  b' —  b) -h  C  (CV  —  Cr-f  c'—  c)  =  o, 
A'(AV—  A/-+  a'—  a)  +  B'(BV—  Br-f-  &'—  Z»)  h-  G'(G'r'—  Cr-i-  c'~c)  =  o, 

équations  qui  déterminent  r  et  /•'.  On  peut  écrire  ces  équations 
sous  la  forme 

A{x'-x)  +  B{y'-y)  +  C{z'-z)  =  o, 

A'(*'-  *)  +  B'(/-  J)  +  C'(z'-  z)  =  o, 

et  l'on  voit  qu'elles  expriment  que  la  droite  qui  joint  les  points 
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(se, y,  z),  [x',  y',  z')  est  perpendiculaire  à  chacune  des  droites 
(i)et(a). 


On  a  ensuite 
i  d2u 


2  dr 


=  A2 


B2+C2>o,      -^=A'5  +  B'2  +  C'2>o, 


1  d^u 

2  àrdr' 


AA'  —  BB'  —  CC, 


d'où 


\\Trï~d?'i  ~  {drdr'J  j 


1  B 

c 

2 

+ 

C 

A 

2       1  A 

-+- 

B    j 

1  M 

c 

c 

A' 

|A' 

B'  1 

>o; 


donc  la  valeur  trouvée  pour  u  est  bien  un  minimum. 
III.  Maximum  ou  minimum  de  la  fonction 

u  —  .v'y"' 

les  variables  x,  r,  . . .  étant  assujetties  à  la  condition 

x  H- j  +...  .  — a. 

En  différentiant  ces  deux  équations,  il  vient 

du         l  m  . 

O  =  —  =  —  a.r  H <7T  -+-...,      O  =  ax  -4-  rfr  -+-  . 

u  x  y 

d'où  l'on  conclut,  par  la  règle  du  n°  409, 


m 

y 


l  -4-  m  -4- 


ce  qui  détermine  les  valeurs  de  .r,  j',  ...  auxquelles  peut  corres- 
pondre un  maximum  ou  un  minimum  de  u.  On  a  ensuite,  en  dif- 
férentiant une  seconde  fois  et  faisant  ensuite  du  =  o, 


cPu 
u 


—  daï+ydjr* 


1      l         m 
or,  a  cause  de  -  =  — 

X  J 


O  =  d* x  -4-  e/2j  -f-.  ..; 


5  on  a 


l  m   M 

-(rxH a2  y  + 

x  y 


-(^J7-4-^2J  +  - 


O, 
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cPu 


et  la  valeur  de  la  quantité  se  réduit  à 


—  dx*  H d'y2    '  "' 

T.-  fl 


..y 


quantité  de  signe  constant,  si  les  exposants  /,  m,  ...  sont  tous  de 
même  signe.  Dans  ce  cas,  en  supposant  a  positif,  on  a  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  suivant  que  les  exposants  seront  tous  po- 
sitifs ou  tous  négatifs. 

IV.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  d'un  demi-diamètre 
d'une  surface  du  second  degré 

(i)     /(.r,  j,  z)  =  ax2+  a'j2  -+-  a"z2  -+-  ibjz  +  ib'zx  -+-  2.b"xy  =  A. 

On  cherchera  le  maximum  ou  le  minimum  de 

(2)  ;«=:^+j24-z2. 

En  différenciant  les  équations  (1)  et  (2),  faisant  du  =  o,  et  écri- 
vant, d'après  la  règle  du  n°  409,  la  proportionnalité  des  dérivées 
partielles,  il  vient 


ï 


2S, 


s  étant  une  inconnue  auxiliaire.  En  développant,  ces  équations  de- 
viennent 

j    (a  —  s ) x  -f-  b"y  -f-  b'z  =  o, 

(  3  )  b".r.  -+-  {a'  —  s)j  -h  bz  =  o, 

(   b' x  -f-  by  H-  [a"  —  s  )  z  =  o, 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  x,  y,  z, 

a —  s     b"  b' 

b"  a'  —  sb  r=o, 

b'  b  a"  —  s 


équation  qui  donne  pour  s  trois  valeurs,  dont  on  démontre  la  réa- 
lité. On  a  ensuite 

x:y:z  =  [[a'  —  s){a"—  s)  —  b*]\[bb' —  b"[a"  —  s)]  \[b"  b  —  b'(a'  —  s)] 

—  [bb'—b"{a"  —  s]]        :[(a»—s)(a  —  s)  —  bfi];[b'b"—b[a  —  s)] 

=  [b"b—b'{a'—s)}         :[b'b"—b{a-s)}  :[[a-s){a'-s)-b"î}. 
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En  multipliant  les  équations  (3)  respectivement  par  x,y,  z, 
et  ajoutant,  il  vient 

/(*i  T,  z)  =  s{x2  4-j2  +  z2)  =  su  —fi, 

ce  qui  donne  pour  u  trois  valeurs  correspondantes  aux  trois  va- 
leurs de  s. 

Pour  distinguer  maintenant  le  maximum  du  minimum,  diffé- 
rentions  une  seconde  fois  les  équations  (i)  et  (2).  Il  vient,  en 
vertu  des  équations  (3), 

o=^d*f=l-[df'{x)dx  +  df[y)dy-±df{z)dz] 

+  l[f'[x)d2x+f{y)d2y+f[z)d2z] 

=  [adx  +  b"dy  -\-  b'dz)dx  -+-...-+-  [ax  +  b"y  -4-  b'z)d2x  +  ... 
=f(dx,  dy,  dz)  -hs(xd2x  -\-yd2y  4-  zd2z), 
—  d*u=:  dx2  +  dy2-+-  dz2-\-  xd2x  -+■  yd2y  -+-  zd2z, 

d'où,  en  éliminant  entre  ces  deux  équations  la  quantité 
xd2x  +  y  d?y  -+-  z  d2  z, 
-d2u  =  dx2  +  tfj2  +  </32  —  -/(rfx,  Jj,  dz), 

c'est-à-dire 

sd2  u  =  [a  —  s)  dx2  -f-  [ar  —  s )  dy-  -+-  [a"  —  s )  dz2 

-+-  ibdydz  H-  ib' dzdx  +  %b"dxdy. 

Une  première  condition  pour  que  d2u  ne  puisse  changer  de 

signe,  c'est  [403]  que  les  trois  différences  a  —  s,  a' — s,  a" — .ï 

soient  de  même  signe,  et  l'on  sera  dans  le  cas  du  maximum  ou  du 

.    .                      •                        ,               .                   .    ,     a              a               a 
minimum,   suivant  que  les  trois  quantités 1, 1, 1 

seront  positives  ou  négatives. 

Il  faut,  de  plus,  que,  en  décomposant  la  valeur  de  d-u  en  carrés, 
les  coefficients  des  trois  carrés  soient  de  même  signe.  Parmi  les 
conditions  trouvées  au  n°  403,  la  condition  (3)  demande  que  la 


378 

LIVRE    II. 

—    CHAP. 

11 

quantité 

I 

a  — 

b" 

b' 

-  s 

(«- 

') 

[a 

-s){a"- 

') 

III. 

b"  b' 

a'  —  s  b 

b  a"— s 


soit  positive,  ou  du  moins  ne  soit  pas  négative.  Mais,  d'après  l'é- 
quation (4)  du  présent  numéro,  cette  quantité  est  nulle.  Les  con- 
ditions se  réduisent  donc  aux  trois  suivantes  : 


'a'  — s)  (a"— s)  —  b"-   >o, 
a"—  s)  {a  —  s)  —  bn  >o, 


a 


sa' 


b"*  >  o, 


l'une  quelconque  de  ces  trois  conditions  étant  la  suite  des  deux 
autres  et  de  l'équation  (4)-  Or,  si  l'on  désigne  par  a{,  <72  les  ra- 
cines de  l'équation 

[a?  —  <x)  [a"  —  a)  —  b«-=zo, 

on  sait  que  les  racines  si}  s2,  s3  de  l'équation  (4)  satisfont  aux 
inégalités 

—  °s  <  st  <  or,  <  .y,  <  <rs  <  s3  <  +  oo  , 


et,  comme  on  doit  avoir 


*2)>o, 


on  en  conclut  que  la  plus  petite  et  la  plus  grande  racine,  s{  et  s3, 
donnent  seules  un  maximum  ou  un  minimum,  tandis  que  la  ra- 
cine moyenne  s2  ne  correspond  ni  à  un  maximum  ni  à  un  minimum. 
On  devra  faire  ici,  sur  les  signes  des  carrés,  la  même  remarque 
que  nous  avons  faite  à  la  fin  de  l'exemple  VI  du  n°  399. 


DÉCOMPOSITION    DES    FONCTIONS    RATIONNELLES    EN    FRACTIONS 

SIMPLES. 

411.   Soient  f(x)  et  y(x)  deux  polynômes  premiers  entre  eux, 
et  considérons  la  fraction  algébrique  irréductible 
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Si  le  degré  du  numérateur  n'était  pas  inférieur  à  celui  du  déno- 
minateur, on  pourrait,  par  la  division,  décomposer  la  fraction  en 
une  partie  entière,  plus  une  autre  fraction  de  même  dénomina- 
teur y  (oc),  dans  laquelle  le  degré  du  numérateur  serait  moindre 
que  celui  du  numérateur.  Nous  pourrons  donc  toujours  supposer 
ici  le  degré  dey*(.r)  moindre  que  celui  de  y  (oc). 

Concevons  maintenant  le  polynôme  y  (oc)  décomposé  en  fac- 
teurs simples,  correspondants  aux  diverses  racines  de  l'équa- 
tion <p(x)  =  o.  Il  pourra  se  présenter  plusieurs  cas,  que  nous 
allons  considérer  successivement. 

412.    Soit  a  une  racine  simple  de   l'équation  ®(x)  —  o.    On 

pourra  poser 

(?[x)=z(x^-a)x(x), 


x(x)  n'étant  pas  divisible  par  x  —  a.  Je  dis  maintenant  que  l'on 

peut  ti 

forme 


peut  toujours,  et  d'une  seule  manière,  décomposer  — j — ^  sous  la 


/{*)  =  _A_  +  -IA< 


A  étant  une  constante  qui  n'est  ni  nulle  ni  infinie,  et  ft  (x)  étant 
un  polynôme  différent  de  zéro,  premier  avec  %(oc),  et  de  degré 
moindre  que  x(oc),  sif(x)  est  de  degré  moindre  que  y  (oc). 
En  effet,  on  peut  écrire  l'équation  précédente  sous  la  forme 

/(.r)_AZ(.r)  +  (.r-«)/1(.r) 


Les  dénominateurs  des  deux  membres  étant  identiques,  il  faut  que 
les  numérateurs  le  soient  et  que  l'on  ait 

(1)  /(x)=AZW+(*-«]/iW, 

d'où  l'on  tire 

Pour  que  le  second  membre  soit  entier,  il  faut  et  il  suffit  que 
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le  numérateur  s'annule  pour  x  =  «,  ce  qui  donne 


ou,  en  remarquant  que  [378]  x(a)  =  lim  —  - 

A  = 


_.  =  a  x  —  a 


valeur  qui  n'est  pas  nulle,  puisque  f{x)  n'est  pas  divisible  par 
x —  a,  et  qui  n'est  pas  infinie,  puisque  x  —  a  ne  divise  ni  %{x) 
ni  y'(x). 

De  plus,  l'identité  (i)  montre  que  :  i°  f\{x)  n'est  pas  nul,  sans 
quoi  f(x)  serait  divisible  par  %{x),  et  ne  serait  pas  premier 
avec  <p(x);  2°  f\{x)  et  x(x)  sont  premiers  entre  eux,  sans  quoi 
leur  diviseur  commun  diviserait  à  la  fois  y  (a:)  etjç(x),  et  par  suite 
aussi  cp( j?)  ;  3°  si  le  degré  de  f[x)  est  moindre  que  le  degré  m 
de  <%(x),  le  degré  def(x)  —  A%(x)  sera  tout  au  plus  égal  à  m  — 15 
donc,  en  vertu  de  l'identité  (2),  le  degré  de  f^x)  sera  tout  au 
plus  m —  2,  et  par  suite  sera  moindre  que  le  degré  ni  — 1  de  x(x)m 

413.  Soit  b  une  deuxième  racine  simple  de  y(x)  =  o,  laquelle 
sera  racine  simple  de  %(x)  =  0;  on  verra  de  même  que,  en  posant 
y^[x)  =  [x — b}ty(x),  on  pourra  toujours,  et  d'une  seule  ma- 
nière, déterminer  B  de  façon  à  avoir  identiquement 

X(ar)         x—b'     ^(x)  ' 

B  n'étant  ni  nul  ni  infini,  et  le  polynôme  ft.(x)  étant  différent  de 
zéro,  premier  avec  $(x),  et  de  degré  inférieur  à  <\>(x). 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera,  si  çp(x)  ■=  o  n'a  que  des  ra- 
cines simples,  à  une  fraction  dont  le  dénominateur  sera  le  dernier 
facteur  simple,  et  dont  le  numérateur,  de  degré  <^i,  sera  par 
suite  constant,  en  même  temps  que  différent  de  zéro.  Alors,  a, 
b,  ...,  h  étant  les  diverses  racines  de  l'équation  <j)(x)  =  o,  la 
fonction  proposée  sera  décomposée  en  une  somme  de  fractions 
simples,  de  la  forme 

(31  fW-      A      +      B       -4-         •        H 

[O  — ,-r  — 1 H-  .  .  .  -r ■> 

f[xj         x  —  a        x  ■ —  o  x  —  Il 
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dont  les  numérateurs  sont  des  constantes  finies  et  différentes  de 
zéro. 

414.  Au  lieu  d'opérer  par  divisions  successives  pour  obtenir  les 
numérateurs  A,  B,  ...  au  moyen  des  quotients  x(x),  ^(x),  •••■>  on 
peut  les  déterminer  tous  directement  au  moyen  àef(x)  et  de  ^'(x), 

A  B 

comme  on  a  fait  pour  le  premier  A.  En  effet,  ■ et 7  étant 

x  —  a        x  —  o 

deux  termes  quelconques  du   second  membre   de    (3),    on   peut 

mettre  la  formule  (3)  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes 

/(*)  =  __A_        Mx)  =  _B__    ,    A(x) 

y(xj        x  —  a         ?i{-T)        x —  ^         fï[x) 

les  numérateurs  f\{x),  fz{x)  étant  différents  de  zéro,  premiers 
avec  leurs  dénominateurs  respectifs,  et  de  degré  inférieur  à  ces 
dénominateurs.  Or  nous  avons  démontré  [412]  que  chacune  de 
ces  décompositions  n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  et  pour 
les  valeurs 

~î'(")  ~?'(*) 

des  constantes  A  et  B.  Donc  les  numérateurs  du  second  membre 
delà  formule  (3)  sont  les  mêmes  que  l'on  aurait  obtenus  directe- 
ment en  remplaçant,  dans  le  rapport  -r\ — (5  x  par  la  racine  corres- 

x      *  L  l  f  (  x  j         x 

pondante  de  l'équation  y(x)  =  o. 

415.  Si  l'on  donnait  une  fraction  -   ;  '  ;  ■>  dans  laquelle  le  degré 

?{x) 

du  numérateur  fût  égal  ou  supérieur  à  celui  du  dénominateur,  on 
devrait  avoir  recours  à  la  division  pour  déterminer  la  partie  en- 
tière qu'il  faudrait  ajouter  à  la  somme  des  fractions  simples.  Mais, 
dans  la  détermination  des  numérateurs  de  ces  fractions,  on  peut, 
au  lieu  du  reste  de  la  division,  introduire  le  dividende  F(x)  lui- 
même,  ce  qui  peut  être  plus  simple  dans  certains  cas.  En  effet,  si 
l'on  pose 

F(*)=Q,{*) +/(*), 

on  a,  pour  x  =  a,  <j>(«)  =  o  et  F  [a)  =f[a).  Donc  le  numérateur 
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de  la  fraction  simple  de  dénominateur  x  —  a  sera 

fia)        Fia) 


A  = 


y' [a)        f'(a) 


416.    Puisque  nous  connaissons  maintenant  la  forme  (3)  sous 

f[x) 
laquelle  on  peut  décomposer  — — -j  on  pourra  employer  pour  le 

calcul  des  constantes  A,  B,  ...  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés. Pour  cela,  on  réduira  au  même  dénominateur  le  se- 
cond membre  de  la  formule  (3).  Si  N  est  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance    de   x  dans    ^(x),   le    dénominateur   du   second 

membre  sera  identique  à  —  <p(x);  donc  le  numérateur  devra  être 

identique  à  -^f(x).  Or  ce  numérateur  est  un  polynôme  de  degré 

m  —  i,  m  étant  le  degré  de  <p(x),  et  par  suite  il  aura  m  coeffi- 
cients, fonctions  du  premier  degré  des  indéterminées  A,  B,  .... 

Donc  l'identification  de  ce  polynôme  avec  —f(x)  donnera  m  équa- 
tions du  premier  degré,  qui  fourniront  les  valeurs  des  m  inconnues 
A,B,.... 

Si  f(x)  était  de  degré  égal  ou  supérieur  à  y(x),  on  pourrait 
encore  suivre  la  même  marche,  en  ayant  soin  d'ajouter  au  second 
membre  de  (3)  un  polynôme  à  coefficients  indéterminés,  dont  le 
degré  fût  égal  à  la  différence  des  degrés  du  numérateur  et  du  dé- 
nominateur. 

417.  II.  Si  une  racine  a  =  «-t-/3i  de  l'équation  <f(x)  =  o  est 
complexe,  cette  équation  admettra  aussi  la  racine  conjuguée 
b  —  a  —  (3i,  et  les  numérateurs  correspondants  à  ces  racines, 


<?'{«+ Pi)  ?'(«-ï3<T 

seront  aussi  deux  quantités  complexes  conjuguées.  L'ensemble  des 

A  B 

deux  fractions  simples  •> prendra  la  forme  réelle 

1         x  —  a     x  —  b  l 

M  -+-  Ni  M  — Ni        _  s>M(.r  —  a)  —  aKj9 

x  —  y.  —  pi        x  —  v.  H-  pi  ~         [x  —  v.f  H-  p2 
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Donc,  si  x-  -\-px  -f-  q  est  un  facteur  réel  du  second  degré  de 
<f  (x),  ce  facteur  donnera  lieu  à  une  fraction  de  la  forme  réelle 

Vx-h  Q 

x*  -j-  p  x  -f-  q 

qui  remplacera  les  deux  fractions  à  termes  complexes »  -  <> 

11  l  x  —  a    x  —  b 

résultant  de  la  décomposition  de  ce  facteur  du  second  degré,  et 
dans  cette  fraction  les  deux  coefficients  P,  Q  seront  finis,  et  ne 
pourront  être  nuls  tous  les  deux  à  la  fois. 

On  pourra  obtenir  immédiatement  ces  deux  coefficients  P,  Q 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

418.  On  peut  établir  directement  cette  proposition,  en  lui  don- 
nant même  une  forme  plus  générale. 

Soit  tj(x)  un  diviseur  de  œ(x),  de  degré  Je,  ne  renfermant  que 
des  facteurs  simples,  et  premier  avec  le  quotient 


w{x)         AV     ; 
La  fraction  — -, — r  pourra  être  décomposée,    toujours   et    d'une 
seule  manière,  sous  la  forme 

f(x)_         f[œ)  _   6(x)  /■(*) 


Q[x)  étant  un  poljnôme  différent  de  zéro  et  de  degré  moindre 
que  nj(x),  qX  f^x)  un  polynôme  différent  de  zéro,  premier  avec 
X(x),  et  de  degré  moindre  que  x(,r)?  s^f{x)  est  de  degré  moindre 
que  co(x). 

Pour  cela,  il  faut  que  l'on  puisse  déterminer  Q(x)  de  manière 
que  Ton  ait  identiquement 

f[x)         9{x)  =fi(x)^ 

f(x)         vs[x)         7.[x) 
.  -i         m  î  r  iin  •  f[x)  —  Blx)y(x) 

et  il  suint  que  le  numérateur  de  la  fraction  — - — '—, — ^-~- .— — -  soit 

■a[x)y^[x) 

divisible  par  cy(x),  et  que  l'on  ait 

(i)  f(x)-e(x)z(x)  =  u(x)f1{x)} 

f\{x)  étant  un  polynôme  entier. 
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La  condition  pour  que  le  polynôme  f(x) —  Q{x)y[x)  soit  di- 
visible par  vs[x),  c'est  qu'il  s'annule  lorsqu'on  fait  x  égal  à  l'une 
quelconque  des  racines  ar,  a2,  .  . . ,  a*  de  l'équation  cj(x)  =  o.  Si 
donc  on  représente  par 


'  x)  =  A0  4-  At  x  4- .  . 


k-jfr-1 


le  numérateur  cherché  de  cr(.r),  les  coefficients  de  ce  polynôme 
devront  satisfaire  aux  h  équations 


A0  -t-  A!  «! 

A0  +  Aj  a2 


»•*-! 


.  A-_l  fia 


A0  4-  At  «/„.  +  ...  -+-  AA_!  «|  '  = 
Or,  le  déterminant  de  ces  équations  [130] 


f(«k) 


i      «, 


«A 


a%~ 


4-1 


«* 


(«/,.  —  rt2i 


«A 


**-!, 


n'étant  pas  nul,  puisque  l'on  a  supposé  toutes  les  racines  de 
ct(x)  =  o  inégales  entre  elles,  on  voit  que  la  détermination  des 
coefficients  A  pourra  toujours  se  faire,  et  d'une  seule  manière. 

Ces  coefficients  ne  seront  pas  tous  nuls,  puisque  les  seconds 
membres  des  équations  qui  les  donnent  ne  sont  pas  nuls.  Donc  9(x) 
est  déterminé,  différent  de  zéro  et  de  degré  moindre  que  u(x). 

De  plus,  l'égalité  (i)  montre  :  i°  que^  [x)  n'est  pas  nul,  sans 
quoiy(.r)  ne  serait  pas  premier  avec  x(x);  a0  que  j\  [x)  est  pre- 
mier avec  yXx)i  pour  la  même  raison;  3°  que/^x)  est  de  degré 
moindre  que  x(x);  car  f(x)  et  8(x)x(x)  sont  l'un  et  l'autre 
de  degré  moindre  que  y(x)  —  vs[x)  %{x)\  donc  le  quotient  de 
f(x)  —  6(x)x(x)  par  vj(x)  sera  de  degré  moindre  que  le  quo- 
tient de  ®{x)  parcj(x),  ou  que  x{x)- 


419.   III.   Supposons  maintenant  que  le  dénominateur  <f(x)  ait 
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un  facteur  multiple  (x —  a)n,  et  soit 

?{■*)  =  {x  —  a)ny.[x)i 

x{x)  étant  une  fonction  entière,  non  divisible  par  x — a.  Consi- 
dérons la  fraction 


qui  se  trouve  dans  le  cas  examiné  au  n°  412,  si  ce  n'est  que  le  de- 
gré du  numérateur  n'est  plus  nécessairement  inférieur  à  celui  du 
dénominateur.  On  démontrera,  comme  au  n°  412,  que  cette  frac- 
tion peut,  et  d'une  seule  manière,  se  décomposer  sous  la  forme 

A             fx{x) 
H ; — r  ' 


A  étant  fini  et  différent  de  zéro,  etf^x)  étant  différent  de  zéro, 
premier  avec  x{x)?  et  ^e  degré  moindre  que  le  plus  élevé  des  de- 
grés de  f{x)  et  de  x{x)-  Donc  la  fraction 


pourra  toujours,  et  d'une  seule  manière,  être  décomposée  sous  la 
forme 


A  n'étant  ni  nul  ni  infini*,  fK  ( x  )  étant  différent  de  zéro  et  pre- 
mier avec  x(x),  et  le  degré  de  fK  [x)  étant  moindre  que  celui  de 
[x  —  a)n~1x(x),  lequel  est  au  moins  égal  à  celui  def(x). 

On  verra  de  même  que  l'on  peut  satisfaire,  toujours  et  d'une 
seule  manière,  à  l'identité 

/i(-g)  _  Ai  ft[*) 


les  mêmes  propriétés  subsistant,  si  ce  n'est  que  A,  peut  être  nul. 
En  continuant  ainsi,  on  verra  que  l'on  peut  toujours,  et  d'une 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  I.  20 
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seule  manière,  mettre  la  fraction  proposée  sous  la  forme 

f[x)  _         A  ,  A, 


les  coefficients  A,  Af ,  .  .  . ,  A„_i  étant  tous  finis,  le  premier  A  n'é- 
tant pas  nul,  etfn(x)  étant  un  polynôme  différent  de  zéro,  pre- 
mier avec  xix)>  et  de  degré  inférieur  à  %(x). 

Si  x{x)  contient  lui-même  un  autre  facteur  multiple  [x  —  b)P, 

on  décomposera  pareillement  *  ,    ,   —  -. — '    , .     ,  .   .  en  une  somme 

Zl^J        Ve  —  oy'y[x) 
de  la  forme 


[x—by>         [x—by-1  x  —  b  $[x) 

fn+p{x)  étant  différent  de  zéro,  premier  avec  ty(x)  et  de  degré 

inférieur  à  <l>(x),  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  finalement  '  ,    . 

sera  décomposé  en  une  somme  de  fractions  simples  dont  les  nu- 
mérateurs seront  constants,  et  dont  les  dénominateurs  seront  les 
diverses  puissances  des  facteurs  simples  qui  divisent  y(x),  et  les 
numérateurs  des  plus  élevées  parmi  ces  puissances  n'étant  pas  nuls. 
De  plus,  on  verrait,  comme  au  n°  414,  que  cette  décomposition 
ne  pourra  se  faire  que  d'une  seule  manière. 

On  pourra  donc  employer  [416],  pour  le  calcul  des  coefficients 
A,  A,,  .  .  . ,  B,  B4,  .  .  .,  etc.,  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés. 

420.  Il  existe  plusieurs  méthodes  pour  le  calcul  direct  des  coef- 
ficients A,  A,,  ...  ;  par  exemple,  la  formule  (i)  du  numéro  précé- 
dent montre  que  l'on  doit  avoir  identiquement 

f(x)  =(x-  a)"f(x) 
X(x)  ?{x) 

=  A-\-Al{x  —  a)-h...  +  An-Ax—a)»-i-h(x-a)n  * 


/A 


f[x\        f  (x)  ... 

Les  deux  fonctions et  '  ",    ,    restent  finies,   ainsi  que  toutes 
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leurs  dérivées,  pour  x  =  a;  déplus,  la  fonction  [x —  a)n  —  ' 


s'évanouit,   avec   ses   n  —  i   premières  dérivées,  pour  x  =  a.   Si 

donc  on  pose,  pour  abréger,  [x  —  a)n  =U(x),  et  qu'après 

avoir  différentié  n  - — i  fois  l'équation  (2)  on  y   fasse    x  =  a,  il 
viendra 

A  =  n(a),     A!  =  — — ■•>      ■•■•>      Aw_ 


1  .1.  .  An 


c'est-à-dire,  en  désignant  par  e  un  infiniment  petit, 

f[a-\-s) 
f[a  -+■  sj 

1        l    ?(«  +  £)J 


1.2.  ..[n-i)  L      ?(«H-«)J 

421 .  On  peut  encore  former  simplement  des  équations  qui  dé- 
terminent A,  .  .  . ,  A„_i  au  moyen  des  valeurs  des  fonctions  f{x), 
f(x)  et  de  leurs  dérivées,  pour  x  ~  a.  En  effet,  si,  F  désignant 
une  fonction  quelconque,  on  fait,  pour  abréger, 

**>(•«)   _F 

1.2.  .  .k 

on  aura,  en  développant  f(x)  et  y(x)  suivant  les  puissances  de 
x  —  a,  et  remarquant  que  çp,  cç-,  .  .  . ,  <p/;_,  sont  nuls, 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'identité 


et  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  mêmes  puissances 

25. 
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de  x- —  a,  il  vient 

/     =AfiM 

A       —  A-fn+l  ■+-  A-lfnt 

A     =  Ayn+2  H-  Ajy„+1  H-  A2y„, 


/„_!=  Ay2n_,-I-  Ai^^-gH-  ...  H-  A»-!^. 

Ces  équations  déterminent  successivement  les  valeurs  des  quantités 
A,  A1;  .  .  .,  A„_,,  sans  introduire  en  diviseurs  d'autres  quantités 
que  les  puissances  de  la  quantité  cpn,  laquelle  n'est  pas  nulle.  Donc 
les  valeurs  de  tous  ces  coefficients  sont  finies,  et,  de  plus,  celle  du 
premier  A  n'est  pas  nulle. 

422.   IV.   Supposons  enfin  que  <p(x)  ait  un  facteur  multiple  du 
second  degré  à  racines  complexes,  [x--\-px  -\-  q)n,  et  posons 

?[.x)  =  {x-  +  px-i-  q)'\X{x). 

Nous  avons  vu  [417]  que  l'on  peut  toujours,  et  d'une  seule  ma- 
nière, déterminer  les  coefficients  P,  Q,  dont  l'un  au  moins  n'est 
pas  nul,  de  telle  sorte   que  l'on  ait 

f[x)  Vx+Q        ,     fAx) 


[xl-\-p.x  -+-  q  )%(-r )         x'--hp.x-hq  X[-T) 

f\(x)  étant  différent  de  zéro,  premier  avec  x(x)>  et  de  degré  infé- 
rieur à  celui  de  (x2  +  />x+  (])n~i  x{x)-  ®n  Pourra  donc  toujours, 
et  d'une  seule  manière,  déterminer  P  et  Q,  de  telle  sorte  que  l'on 
ait,  l'un  au  moins  des  coefficients  P,  Q  étant  ^  o, 

/(*)  PxH-Q  fx{x) 


y>[x]         [x'-\-px 


On  trouvera  de  la  même  façon,  P<  et  Qt  étant  finis  et  pouvant 
s'annuler  tous  les  deux,  f*{x)  étant  premier  avec  ^(x),  différent 
de  zéro  et  de  degré  inférieur  à  (x2-\-px  -+-  (f)n~~x{x)f 

/t(.r)  P^  +  Qj  /,(*) 


et  ainsi  de  suite  ;  en  sorte  que  la  fraction  proposée  pourra  être 
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décomposée  sous  la  forme 

/(.r)_  P.r-+-Q  P,?+Q, 


■px  +  q)'l-% 


+  . 


P/i_ i ■£  -4-  Qra_ i        Jn[x) 
< , ■  H ; — r' 

tous  les  coefficients  P,  Q,  P1 ,  Q, ,  . . . ,  P„_i ,  Q«_i  étant  finis,  l'un 
au  moins  des  deux  premiers  n'étant  pas  nul,  elfn(x)  étant  une 
fonction  différente  de  zéro,  première  avec  Wa?),  et  de  degré  infé- 
rieur à  x(x)  ;  et  cette  décomposition  pourra  avoir  lieu  toujours  et 
d'une  seule  manière. 

Dans  la  pratique,  on  emploiera  généralement,  pour  le  calcul  des 
quantités  P,  Q,  ...,  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 
dont  on  pourra  souvent  faciliter  l'application,  en  attribuant  à  x 
des  valeurs  particulières,  par  exemple,  en  égalant  x  tour  à  tour 
aux  diverses  racines  de  l'équation  Q  (x)  =  o,  ce  qui  fera  dispa- 
raître une  partie  des  termes  de  l'identité  [416]. 

423.  On  peut  généraliser  cette  décomposition,  comme  on  l'a  fait 
pour  la  décomposition  correspondante  aux  facteurs  simples.  Soit 
çp(.r)  —  [rz(x)]n-fc(x),  zs{pc)  étant,  comme  au  n°  418,  une  fonction 
n'admettant  que  des  facteurs  inégaux  du  premier  degré,  et  pre- 
mière avec  x{x)-  Si  l'on  désigne  par  Q(x),  04  (x),  .  .  . ,  Bn~\  [x) 
des   polynômes  de  degré  inférieur  à  cj(x)  et  dont  le  premier  au 

moins  n  est  pas  nul,   la  fraction  — — -  pourra  toujours,  et  d'une 

r  f(x)  r  J 

seule  manière,  se  décomposer  sous  la  forme 


f(x)   ~     [v[x)]»         [vr{.z)]*->  vs[x)  X[x)       . 

la  fonction^(x)  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  tout  à  l'heure. 
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CHAPITRE  III. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  EXPLICITES. 


§  I- 

INTÉGRATION    DES    FONCTIONS    RATIONNELLES. 

424.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  toute  fonction  ra- 
tionnelle peut  se  décomposer  en  un  polynôme  entier,  plus  une 
somme  de  fractions  de  l'une  des  quatre  formes 

A  A  P.r  +  Q  P.z-f-Q 

x —  a        [x —  a\n        x"2-hpx-\-q         (x2  -f-  px  -f-  q)n 

Donc,   pour  intégrer  une  fonction  rationnelle,  il  suffit  de  savoir 
intégrer  ces  quatre  formes  de  fractions. 

On  a  d'abord  immédiatement  [282,  283,  284] 

[x  —  a\  +  C, 


Jkdx  1  A 

[x  —  a  Y1  n  —  1    i^x  ■ — a)n~1 


'n 


nr 


/ 


'Vx-hQ)dx        P,      ,    , 

--log(.r2-4-p  •*+<?. 


xl  -+-  px  -j-  q         1 


la  dernière  intégrale  ayant  pour  valeur,  dans  le  cas  de  q  ■ y  ^>  o, 

P/>  P 

Q £  x  +  t- 

2  2  ^ 

arc  tang  —  ^  +  C, 


0-T         vM 
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et,  dans  le  cas  de  q y-  <^o, 

P  /  P% 

425.  En  passant  enfin  à  la   quatrième  forme  de  fraction,  nous 


aurons 


J    (ara  +  ^ar+jP)»        J     [x*  -\-px  +  q)n  +  J     [x 


ÏV)  '  ^  _     _t_     P_ 

2  n  —  2   (  a:2  -f-  p  x  -\-  q  )  n~ * 

+  fQ-^  r - 

\v  2   J  J    (x2-y-px  -+-  q)'1 

Si  l'on  pose  maintenant 


P  P 

x  -\-  -  =jr,      q  —  —-=  A, 

2  4 


d'où 


x^Px+q=f^-K      Y»  =  fl^-Jy> 
on  trouvera,  en  intégrant  par  parties, 


Y«  =  ,..8  •;  ,.w,.  +  «   j 


y        ,        Ç[r*->-*-k)j 
-(72  +  x-)"  +  2"J    (j2  +  a-)'^  dJ 

d'où  l'on  tire  la  formule  récurrente 

y 


2/2/-Y„_M  =  [in  —  1  Y„.  -{- 


ou,  par  le  changement  de  n  en  zz  —  1 , 

(2)  (an  — 2)*Y„=(3/i— 3}YB_t+  .— r-  "' 


et  de  cette  formule  on  tirera  successivement  Y„,  Yn_i,  .  .  -,  Y2, 
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cette  dernière  quantité  étant  exprimée  au  moyen  de 

J  y'+A 

qui  s'intègre  par  un  arc-tangente  ou  par  un  logarithme,  suivant  que 
k  est  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  suivant  que  les  racines  de 
l'équation  x--\-px  H-  q  =  o  sont  complexes  ou  réelles  [283]. 

Remarque.  — ■  La  formule  de  réduction  (i)  peut  aussi  s'appli- 
quer au  cas  de  n  négatif,  c'est-à-dire  à  une  intégrale  de  la  forme 

X/„  =  /(.r2+/?-)'»rf.r, 

m  étant  positif.  Elle  devient,  en  changeant  n  en  —  m,  y  en  x, 

(2m  +  i)Xm  =  2 mk X,„_!  -|-  x ( x2  +  k)m, 

et  conduit  finalement  à  l'intégrale  X0  =  x  -f-  C. 

/2X  1 
,  J"  „ dx.  On  a 
.x2  —  3  x  +  2 

/f.r)     •     2,r  —  i 


x2  —  3x  H-  2  =  (.r  —  2J  (-.r  —  i), 


? 


•r 


Faisant  successivement  x  =  %  et  x  =  i  dans  cette  dernière  fonc- 
tion, on  obtient  les  numérateurs  des  fractions  simples,  d'où 

IX  T  3  I 


X'  Sx  -+-2  X  ■ —  2 

et,  en  intégrant, 

2  x  —  i  )  dx 


f: 


x1  —  3  x  -f-  2 
IT.   Soit  la  fonction 


loe 


x  —  i  )(x-  -+-  x  -+- 1 


t.  ,  •     r  ,     i      ,        A  B.r  +  C 

Ln  posant  la  partie  fractionnaire  égale  a 1 1 — »  on 

trouve 

x2  =  A  far2  4-  .r  +  i  )  +  B.r2  +  (  C  —  B  )  x  —  C, 
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d'où,  en  identifiant  les  deux  membres, 

A  +  B=i,     A  —  B-f-C  =  o,     A  — C  =  o, 

I  2 

ce  qui  donne  A  =  G  =  ^î  B  =  ->  et  par  suite 

.r5  „       i 


i  3  V-*'  —  l       x~  +  •/'  ■+■ I 


En  multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  a  enfin 


/: 


i        3 
III.   Calculer  l'intégrale 


I[>3+log(;r3  — l)]  +  Ç. 


xmd.r. 


r  xm 

J   x^ 


Les  racines  de  l'équation 

art»  =  _ ,  =  cos  (  a  /■  + 1  )  7T  +  i  sin  (2  /■  +  i)w  =  e(2/'+!  >«     [364] 

sont  de  la  forme  e°',  en  posant 

(?./.  +i)tt  I        o,        I,    ..  .,   n  —  i, 

0  =  - — 1      pour     /  =  -, 

2/2  /     — I,     — 2,      .  .  .,         — «, 


ce  qui  correspond  à  ik  -f-  i  =  zt  i,  ±  3,  . . . ,  ±  (2/2  —  1).  Le  nu- 

mérate 

de  a-n 


mérateur  A  d'une  fraction  simple a  pour  expression  (à  cause 


indla~i        'ina%'1  111 

En  prenant  successivement  pour  a  deux  racines  conjuguées  e6', 
e_9j,  et  faisant  la  somme  des  fractions  correspondantes,  on  trouve 

ï   fe(m+w        e_(,„+i)e/\  1  .rcos(m  +  i)9  — cosml 


0.11  \x  —  e"        x  —  e~vl  j  n         x2-  —  ix  cosS  -+-  1 

Intégrant  cette  expression,  et  remarquant  que 

cosfm  +  i)0cos0  —  cosmô  =  —  sinfm  +  i)0sin0, 
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il  vient 


L.f- 


?  cos  [m  -4-  1)6  —  cosmô 


x-  —  ix  cos 9  H-  i 
cosfw  -f-i)9 


log  \f.x2  —  2.x  cos  9  +  i 

rc 

sin(m-4-i)0  x — •  cos  9 

— ! —  arc  tanç : — - —  -+-  C  ; 

n  b       sm0 


/ 


donc 

A  =  n  —  i 

i     ^i           [m  + 

= >     cos  

A  =  0 
A=rc  — 1 

i    \i     .    (  m  -t-  : 

H >    sin 

A— 0 

xm  dx 

l)(2/f  +  iW  .                 /      . 

1ÏÏ2X-  -4-  lW 

(2/'-f-  iW 

x"2  "■-+■■  I 

2rt 

(  2  A"  -4-  I  )  7T 
—  COS — 

272        ,  c 

.      (  2  A-  +  I  )  7T 

sin — 

IV.   Calculer  l'intégrale 

r    {x*+i)d.i 


x—  i)*(.r-M-l 

Si  l'on  pose 

.x2  +  i  A  At 


•r  —  ij*(.r3H-i)         (^  —  i)+         [x — i)3         [x  ■ — i)-         x — i 
B  C  D 


x  H-  i         x  —  «        x  -\-  or 

a  et  —  x2  étant  les  racines  cubiques  complexes  de — i,on  aura  les 

coefficients  A,  A0  A2,  A3  en  faisant  x  =  i  [420]  dans  la  fonction 

x--h  i  . 

— ?  et  dans  ses  trois  premières  dérivées,  divisées  respectivement 

xA  -+-  i  l  r 

par  i,  i.2,  1.2.3,  c'est-à-dire  dans  les  expressions 

2.T  3x2 J74 


i.(.r3+i)a 
2  —  6.T  —  I  /{ .r3  -f-  I  2  x'*  -+-  2xG 

1.2.  (.rJ  +  i)3 
—  6  —  6o x% -+-  g6  r3  +  C)6ar5 —  6o.r6 —  6r8 


I  .  2  .  3  .  (  X* 

ce  qui  donne 


A  =  i ,     Ai  r- ,     A2  =  —  - ,      A3  =  rr  • 

2  q.  o 
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On  a  ensuite,  pour  la  dérivée  du  dénominateur, 

?^)=:3x8(.r-i)t+(.r3+i).D;c(x-l)\ 

expression  qui  se  réduit  à  son  premier  terme,  lorsqu'on  prend 
pour  x  une  des  racines  de  l'équation  x3H-i=o.  On  a  donc, 
pour  x  — -  — ■  i , 

B=_^_±l__  _il. 

3^2(^  — i)4        24 

Ensuite,  à  cause  de  oc2  —  a  -f-  1  =  o, 

«2H-I=4-a,      (a—  i)4—  («*)*=  a8=  a8, 

d'où 

r  a  l  I 

o  a   .  a  a  «  a 

,  P  t  I  I  2  07  —  1 

donc  enfin,  a  cause  de 


x  —  «  x  -f-  cr         07-  —  07  ~h  1 

I  I  I 


\x  —  i)4(o734-t)         (a:—  i)4         2(07  —  i)3         4(.r— .1)2 

5  II         207  —  I 

-f 


8  (  o?  —  1  )        24  (  07  -f-  1  )         3  ,r2  —  a?  +  1 
dont  l'intégrale  est 


/, 


I ) dx  1  I 

+  -rr r,  + 


07  l)4(o73+l)  3(o7 ))3  L\{x  i)"2  £±[x  —  l 

5  1 

+  -log(x  —  I)  +  _log(a:+i) 

—   -  log  (j72  —  07  -4-  I  )  +  C. 

V.   Calculons  encore  l'intégrale 

'8.r4  —  3x*  +  5)dx 


f 


x  (  072  -+-  2  07  +  3 


En  employant  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  [422],  on 
décomposera  d'abord  la  quantité  sous  le  signe  f  sous  la  forme 

8074 — 3o73  +  5  5  3707-1-161 

07 (o;2  -1-  207  -f-  3)3         2707        3(.r2H-  207  -i-  3 )3 

6707  —  181  5o7  4-  IO 


+ 


9(072+  IX  +  3)2  27(072-t-  207  +  3 
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En  faisant  maintenant  x  ■+■  1  =  y,   d'où  x-  -+-  2 x  -+•  3  =  y 
cette  expression  devient 

5  1  37J  +  124       1  67 y  —  248        5   J-hl 

Q.'JX  3     (j2+2)3  9     (j2+2)2  27J-+2' 

puis  on  a,  en  intégrant, 

/37J  +  124  37  1  Ç       dy 

^67^248        67  _i_    _248f_^ 

J      (j2+2)2      ■  2    J2+2  *    J 

r    <r     .=  3  1  r    a 

J(ji+2)3  4*2j(j2  +  2)2     '     4.2(j2-+-2 

J     (>2+2)2_  2    2J/+2  2.2J!+2 

En  substituant  toutes  ces  valeurs  et  réduisant,  il  vient 

'8.r*-3.r3-f-5Ur  5 


1  17* 

-  log  ( y-  4-  2  )  H arc  tang  —=  H-  C, 

3  ^/2  y/2 

ij-  x  y 


.T 


x  x'+2,r  +  cl 


loi 


27        ^  +  2^  +  3 

62  .r  -4-  25  2  l  7  X  -+-  4^5 


I2(.X'2-H  2.*  -I-  3)a  72(,r2+  2.r  -+-  3] 

60 1  x  -f-  1 

■  —  arc  lan^  — 1-  C. 


216^/2  y/ 2 

§  II. 

INTÉGRATION    DES    IRRATIONNELLES    DÉPENDANTES    d'cN    SEUL    RADICAL 
CARRÉ,     QUI    PORTE    SUR    UN    TRINOME    DU    SECOND    DEGRÉ. 


427.  Soit  R  =  \Jax-  -f-  bx  H-  c  un  radical  carré,  portant  sur  un 
trinôme  du  second  degré,  et  F(x,  R)  une  fonction  rationnelle  de  x 
et  de  R.  Nous  allons  voir  que  le  calcul  de  l'intégrale 

f~F(x,  R)dx 

peut  toujours  se  ramener,  par  un  changement  de  variable,  à  l'inté- 
gration d'une  fonction  rationnelle. 
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Mais,  auparavant,  on  peut,  si  l'on  veut,  ramener  la  fonction  à 
intégrer  à  une  forme  plus  simple.  En  désignant  par  S,  T,  U,  ... 
des  fonctions  rationnelles  de  x,  qui  peuvent  être  entières,  on 
pourra  mettre  la  fonction  proposée  sous  les  formes  successives 

FfrrQ-    S  +  TR    _fS  +  TR)(S|-TtR) 
•^'-^-Sa+TiR-  S?-T?R«  ~"  U  H    VK  ' 

ensuite  on  peut  écrire 

VR  = =  — , 

R  R 

W  étant,  ainsi  que  U,  une  fonction  rationnelle  de  x.  Donc  l'inté- 
grale proposée  peut  toujours  se  ramener  à  l'intégrale  d'une  fonc- 
tion rationnelle,  plus  une  intégrale  de  la  forme 


/ 


W  étant  une  fonction  rationnelle. 

On  peut  même,  en  décomposant  W  en  une  partie  entière  et  en 
fractions  simples,  ramener  en  dernier  lieu  l'intégrale  proposée  à 
des  intégrales  de  la  forme 

/dx  Çxmdx  Ç       dx  Ç        dx 

¥'      J   "R"'      J  (x-a)R'      j  (x-a)»R' 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers  et  positifs. 

428.  Nous  allons  maintenant  voir  comment  on  peut,  en  chan- 
geant de  variable,  rendre  rationnelles  la  fonction  F(x,  R)dx  et 
toutes  ses  transformées. 

On  peut  employer,  suivant  les  cas,  trois  substitutions  prin- 
cipales, conduisant  à  des  expressions  réelles. 

I.   Si,  dans  le  trinôme  ax2  -+-  bx  -+-  c,  on  a  a  positif,  on  posera 

R  =  x\J  a  -h  t, 
d'où  l'on  tire 

*2—  c  dx  ->,dt  bt  —  [f-  -+-  c)  y/ 'a 

-=5       R : 


b  —  2  t\/a        R         b  —  2 t  \j  a  b  —  2 t  y  t 
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II.  Si  l'on  a  e^>o,  on  posera 

R  —  \]c  +  t.v, 
d'où  l'on  tire 

1 1  \Jc  —  b        dx  _       idt  (a  -h  t2)\Jc  —  bt 

X=      a  —  t*     '      ËT^^T2"'  a  —  t2 

III.  Si  l'on  a  b- —  4ac  ^>  °>  c'est-à-dire  si  les  racines  de  l'équa- 
lion  R2  =  o  sont  réelles,  soient  a,  (3  ces  racines,  et  posons 

R  —  (x  —  a.  )  t, 
d'où  l'on  tire 

a  8  —  v.f-        dx  idt  al  B  —  v.\t 

a  —  t%  R         a  —  t-  a  —  t2 

Chacune  de  ces  substitutions  changera  F(x,  R)dx  en  une  fonc- 
tion y(t)dt  rationnelle  en  t. 

Dans  la  pratique,  on  pourra  commencer  par  simplifier  l'expres- 
sion de  R,  en  posant 


^  „    ,       ~  /  4<7C  —  b2 

y  =  x-\ ,      d'où     R=i/ay9   ' 


a  a  V  4a 

De  cette  manière,  avant  d'appliquer  les  substitutions  précé- 
dentes, on  ramènera  R  à  la  forme  \Jkdzy-,  c'est-à-dire  que  l'on 
pourra  supposer,  dans  les  formules  ci-dessus,  b  =  o,  a  =  ±  i . 

/cly 

R  ayant  été  préalablement  transformé  comme  nous  venons  de  l'in- 
diquer 


I.   SiR=  \fy--hk,  on  pourra  appliquer  la  première  substitu- 
tion, 

\Jy2  +  X-  =  y  +  z,      d'où  = , 

sjy1  +  k  -s 

d'où  l'on  tire 

/-7=7  =-  loSz  +  C  =  -log(S/J:^7-  -  y)  +C 
=         log(^7*+*+,jr)  +C'. 
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JI.   Si  l'on  a,  h  étant  positif,  R  =  \jk  ±j)2 ,  la  seconde  substitu- 
tion donnera 

/ /—  „  i  dr  2-dz 

SjAzhy*  =  \JA-  +  yz,     d  ou 


En  prenant  le  signe  supérieur,  il  vient 

y  —  \ft  +  \/A  +  j 


I  =   / 5  =  log h  G  =  log 

i —  dy 

On  aurait  pu  aussi  poser  y  •=■  \jk.  Sh  u,  d'où         "         =  du, 

v  *  +  fl 

f-J=7  =  ArgSh^  +  C  =  log(j  +  v#  +  ?)  +  C\ 

formule  dont  on  démontrerait  aisémentl'identité  avec  la  précédente; 

ou  bien  on  aurait  fait  ,z  =  Thy,  d'où  Jz  =  „,  .    =dv(i — z2),  etc. 

Ch-  c  v  y 

En  prenant  le  signe  inférieur,  on  aura 

r      dy  f    idz 

=    /  ■ =  2  arc  tangz  -b  C 

-  r2       J    i  +  22 


y/k  —  y/k  —  y* 


i  arc  tans: 


J 


Autrement,  en  posant  y  =  yTfsinçp,  on  aurait  eu 


/ 


■=.  j  dy  =  arc  sin  -b=  H-  C. 


V^-J2  V^ 

On  peut  aisément  vérifier  l'identité  de  ces  deux  résultats. 
III.   Si  l'on  a,  Je  étant  ^>  o, 


R  =  v/±  (  j2  -  A)  =  s/±  ( y  +  <fa)  (j  -  s/ A), 

en  posant 

v/±(j2-/I-)=:±(j-^k 
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il  vient 

d y  iç.idz  2  dz 


En  prenant  le  signe  supérieur,  il  en  résulte 


/ 


dj               i  -f-  s      „      .     y  —  s^h  ■+-  Vj  —  k 
,  —  log \-  C  =  log *— 


On  aurait  pu  encore  poser  y  =  s[kQh.u,  d'où 

f  .  dY       =  ArgCh  ■£=  +  C  =  log( j  +  yjf^lk)  +  C. 

En  prenant  le  signe  inférieur,  on  a 

\  ■ —  '         =  2  arc  tancr-  H-  C  =  2  arc  tanç  — — ■ (-  C. 

—  exprimée  directement  en 

fonction  de  .r,  on  n'aurait  qu'à  remplacer  y  et  h  par  leurs  valeurs 
en  x,  a,  b,  c. 

430.  Voici  quelques  autres  exemples  qui  se  ramènent  au  précé- 
dent. Soit  proposé  de  calculer  l'intégrale 


/{mx  -f-  n)dx 


On  a 


d'où 


I        ,                                ,    , 

b 

X   =3 

—    iax  -\-  0)  - 

—  — 

o.a v                  ; 

ia 

m  .  .  bm 

mx  H-  nz=.  —  [lax  -T-  b)  -\-  n 

2,a  la 


et  par  suite 


/b 
Cl  X     I      — 
2  /  &w\     /Vfe 

m- 


m  „         /  im> 

-R+     R  - 

«  V  la 
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On  a  ensuite,  en  intégrant  par  parties, 
J  Rdx 


d'où 


R ' 


fRdx  =z-Rx  4-  - 


(  —  x  H-  c  )  dx 
I  _  I        f       \2 


2  2   J  R 

ce  qui  ramène  au  cas  précédent. 

431.   On  a 

f*       dx  r  (  i  j-  .r-2  —  x%  )  dx  _    Ç      dx  Ç     x*dx      _ 

d'ailleurs 

/"     .rVte  ar  f*      dx 


donc 


v/ï 


-hC. 


On  aurait  pu  calculer  plus  simplement  cette  intégrale,  en  posant 
a'  =  Shu,  d'où  dx  =  Chudu,  (i4-x2)-=C1i3m, 


/dx  r  du         r 

.  .,4        /   Ch2  « 


-+-  c  =      *      —  C. 


dx 
On  calculerait  de  la  même  manière  l'intégrale   /  -  — 7?  soit 


•h 


x-) 

en  intégrant   par  décomposition  et  par  parties,    soit   en  posant 
x  =  sinu. 

432.   Si  F  désigne  une  fonction  rationnelle,  l'intégrale 
JF[x,  \/ax~hb,   sja'x  +  b'jdx 


H.  —   Cours  de  Calcul  infin.,  I. 


26 
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se  ramènera  à  la  forme  de  l'intégrale 

/F (a?,  R)dx, 


en  posant  \Jax  -f-  b  —  y,  d'où 

T-—  b 


\ja'œ  +  V=  \J a!  2- +  b' . 


On  rendra  encore  rationnelle  la  différentielle 
F[x,  y '  ax  +  bjdx, 


en  posant  v  ax  -h  b  —J,  et  la  différentielle 


n*  \7^4  )  ■■'-■ 


ni  a œ  -f-  è 

V a>x  ■+-  *' 


Posant\/^^-T7=J- 

§    III- 

DES    DIFFÉRENTIELLES    BINOMES.    CAS    d'iJNtTÉGRABILITÉ. 

FORMULES    DE    RÉDUCTION. 

433.  On  appelle  différentielles  binômes  les  expressions  de  la 
forme 

(  1  )  du  =  ( ff.r'1  -h  &)p  *m ^/.x, 

m,  n,  p  étant  trois  nombres  rationnels,  a  el  b  des  constantes. 

On  peut  d'abord,  sans  diminuer  la  généralité  de  l'expression  (1), 
assujettir  les  exposants  m  et  n  à  certaines  restrictions. 

i°  On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  les  exposants  m  et  n 
soient  entiers.  En  effet,  si  ces  exposants  ont  des  valeurs  fraction- 
naires 

F-  v 

m  =  —,      71  =  -, 

f*  v 

en  posant  x  —y^'',  on  aura 

xm  _  y.pi^      Xn  —yV-'-',       dx  =  f//  v'  yV-r*'-i  dy, 
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et  du  prendra  la  forme 

du  —  pV  (ayv-'" -+-  byy^+v-'Y'-^dy, 

où  les  exposants  m  et  n  sont  remplacés  par  des  exposants  entiers. 

On  aurait  pu,  si  ]j.'  et  v'  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  poser, 
pour  plus  de  simplicité,  x  =yM,  M  étant  le  plus  petit  multiple 
commun  de  fx'  et  v'. 

2°  On  peut  faire  en  sorte  que  n  soit  toujours  positif;  car,  si  n 

était  négatif  et  =  — -  n' ,  on  poserait  alors  x  ~  -•>  d'où 

du  =  —  [ayn' -\-  b)P J~"''~2 dy  ; 
ou  encore  on  remarquerait  que 


ax~ 


-ni 


-\-b)P  =  xrn'P  ( a  -i-  bxn,)P, 


d'où 

du  =2  [a  +  bxn')P xm~n'Pd.r., 

expression  où  n  est  encore  remplacé  par  un  nombre  positif. 

Ainsi  l'on  est  toujours  maître  de  supposer,  si  l'on  y  trouve  avan- 
tage, 

m,  n  entiers, 


,  sans  altérer  la  valeur  de  p, 
n  positif,  | 

p  étant  un  nombre  rationnel  quelconque,  positif  ou  négatif. 

434.    Cas  particuliers  d  intégrabilité  immédiate. 

I.  Si  p  est  entier,  en  rendant  m  et  n  entiers,  on  obtiendra  une 
fonction  rationnelle,  que  nous  savons  intégrer. 

Si  p  est  entier  et  positif,  l'intégration  se  ramènera  immédiate- 
ment à  celle  d'un  polynôme,  et  pourra  s'effectuer,  sans  même  qu'il 
soit  nécessaire  de  rendre  m  et  n  entiers. 

II.  Si  l'on  &m—n  —  i,  alors,  en  posant  axn-\-  b  —Jr,  on  aura 

xmdx  =  xn~ldx  =  —  dr-)      d'où     duz=i  —  Ypdr. 
an    "  an 


Donc,  pourp  différent  de  — i, 

jP+i  (axn^~b)P+1 


-H  G, 


an[p  ~\- i)  an[p~\-it 

26. 
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et,  pour/;  = —  i, 

u  =  -^  +  C  =  —  loglax"  -4-  *)  +  C, 
an  an 

ce  dernier  cas  rentrant  d'ailleurs  dans  le  cas  I. 

III.  Nous  avons  vu  [433]  que  l'on  peut  écrire  aussi  du  sous  la 
forme 

(  2  )  du  =  («-+-  b  x-n  )  p  xm+nPdx. 

On  se  trouvera  donc  dans  le  cas  précédent,  si  l'on  a 

m  -+-  np  =  —  ji  —  r ,     ou     m  -\-  (  p  -+■  i  )  n  H-  î  =  o . 

On  posera  alors 

a  -h  b.T—"  =j,     ou     a x'1  -\-  b  =  xny, 


d'où 


et  par  suite 


xm+np  rfx  __  x-n-l  dx  —  —  —  dy , 

bn    J 


7  T  1 

du  =  —  —  jrPdjr. 
an 


On  en  tire,  pour  p  différent  de  —  i, 

yP+l  ,  / axn  _j_  £\£-t-l 

«  —  ; h  C  =  " ; " -t-  G, 

bn[p  -+-  i)  on  [p-i-ij\       x'1       j 

et  pour  p  =  —  i,  ce  qui  rentre  d'ailleurs  dans  le  cas  I, 

I  x'1 

U  =  —   l0£ r  +  L. 

6rc      °axn-\-b 

435.  (7rw  généraux  d'intégrabilité.  —  Cherchons  quelles  sont 
les  transformations  qui  peuvent,  en  général,  rendre  l'expression 
du  rationnelle. 

I.   Prenons  du  sous  la  forme 

(i)  du  =  (ax'!  -h  b)Pxmdx, 

et  posons 

ax"  -\-  b  =  y, 

d'où 

dy  i 

nax'~ich'  =  dy,      du  =  Yp,xm  ■ =  —  xm~  "+1  j  ''dy, 
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i       (  y  —  b  \  " 

ou,  en  mettant  pour  x  sa  valeur  I  '- )    } 


7M-t-1 

1 


■du=—(^ )  yrdy, 


expression  de  même  forme  que  l'expression  (i),  les  exposants  772, 

1                          •                                     m  -f-  1  _ 

72,  p  étant  remplaces  respectivement  par  p,  i, 1.   Cette 

expression  sera  donc  intégrable  [434,  I],  si  est  entier.  On  a 

donc  le  premier  cas  général  d'intégrabilité,  lorsque 

(A)  =  entier, 


ce  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  le  cas  II  du  numéro  pré- 

>J         *  1  ,772  +  1 

cèdent,  pour  lequel =  1. 

1  n 

Dans  la  pratique,  lorsque  p  n'est  pas  entier,  mais  égal  à  une  frac- 
tion -1  il  est  plus  commode  de  poser 

a.xn  +  b  =yr,      d'où     an.vn~l  dx  =  ryr~i  dy, 

ryr~ldy  r   (  yr — b\    "■ 

du  —  yl.xm  — =  — yq+r~xdy, 

anxn~i         an  \      a       J 

,  , , .  ' .  , .     ,        .   772  +   r 

expression  qui  ne  contient  plus  d  îrrationnalite,  si est  entier. 

II.   Prenons  du  sous  la  forme 

(  2  )  du  =z  (  a  +  b  x-n  )  p  œnP+'n  dx. 

En  appliquant  à  cette  expression  la  condition  d'intégrabilité  (A), 
où  l'on  remplacera  772  par  np  +  772,  on  aura  le  second  cas  général 
d'intégrabilité,  pour 

.  np  -1-  m  +  1 


—  entier, 


q 

ou,  en  supposant  p  ==  ~ 


t>,\  <7  772+1 

B'  -h =  entier. 

'  r  n 
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Nous  poserons  alors  a  H-  bx~n  ~yr,  ou  plutôt 

a  -+-  bx~n  =  yr,     d'où     —  bnx~n~idx  =  ry'~1dy, 

q      m  +  l      A 
—  -i i-l 

ryv~l  dy  ri       b 


dll  =   —  y<lxnV+m  — ■--  =  —  —      yg+r-l  dy 

J  bnx—1-1  bn\y  ''  —  a)  J  Jt 

expression  rationnelle,  si  la  condition  (B7)  est  remplie. 

Pour  p  H hi  =  o,  on  retrouve  le  cas  III  du  n°  434. 

'  n 

436.  Exemples.  —  I.   Soit  l'expression 

1 
du  z=z  (  a  x-  -+-  è  ) 2  xm  dx, 


m  et  q  étant  entiers,  et  q  impair 

i°  Si  m  est  impair, 
rationnelle,  en  posant 


r  ai  m  est  impair, est  entier,  et  1  on  rendra  1  expression 


,    •                      1   (y*~  —  b\    * 
ax-  +i=  y.      d  ou     du  =  —  ( J        y(J~[dy. 

2°  Si  m  est  pair,  — 1 est  entier,  et  l'on  aura,  parle  cas  II 

du  numéro  précédent, 

a  -+-  bx~-  =  r2,      d'où     du  =  —  —  (  — )  rq+idy. 

b\y*-a)  J 

La  différentielle 

(  a  x-  -+-  b  ]  -  (  x  —  c  ) m  dx 

se  ramènerait  à  une  somme  d'expressions  semblables  à  la  précé- 
dente, dans  le  cas  de  m  entier  et  positif. 

II.   Considérons  la  différentielle  binôme 

du  =  (  i  —  x2  ) 7  x5  dx. 

_   .  m  H-  I         5  H-  I    , 

Ici  = étant  entier,  nous  poserons 

ni  L 

i  —  x*  =  j7, 
d'où 

<fa  =  -  2  (,  -yrjy^  -^  _  2  (j8  _  2Ji5  +  j2Sjrfr 
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d'où,  en  intégrant  et  remettant  pour  j'  sa  valeur, 


£('-«■>'[](— ■-,)-8('--),+  3 


III.  Soit  encore  la  différentielle 

_i 

ï/h  =  (i  +  i8)    2  x3dx. 

T      •  m   -\-    \  I  3    -h  I  •  TVT  ! 

Ici  p  -f-  = 1 - —  =  o  est  entier.  INous  poserons  donc 

'  n  2.  o  x 

i  -h  .r- 8  =  r-,     d  ou     au  =  —  -7-  rar  =  —  -5 

4  4  !-j2 

et,  en  intégrant, 


f.r3 fi?.r  r  ,       r+i         „         1 


v/i-h.*8 

=  -k  lof 


=  -?  log  (^4  4-  y/ 1 4-  xs )  +  C. 

437.  Formules  de  réduction.  —  On  peut  faire  subir  à  une  dif- 
férentielle binôme  certaines  transformations,  ayant  pour  effet  de 
simplifier  l'intégration,  lorsqu'elle  est  possible,  et,  dans  le  cas 
contraire,  de  ramener  l'intégrale  à  certains  types  plus  simples  et 
plus  faciles  à  comparer. 

Ces  transformations  consistent  à  ramener  les  exposants  m  et  p 
entre  certaines  limites  déterminées,  de  telle  sorte,  par  exemple, 
que  l'exposant  m  se  trouve  compris  entre  zéro  et  n,  et  l'exposant  p 
entre  zéro  et  -h  1 ,  ou  entre  zéro  et  —  ï  . 

Posons,  pour  abréger, 

um>p  =fxm(axn  -+-  b)Pdx, 

et  intégrons  par  parties,  en  prenant  xmdx  pour  différentielle.  Il 
viendra 

anp 


um  _  = xm+i[axn  +  b)P £—  Ç[ax11  +  b)P-lxm+7ldx, 

1        m  -+-  1  v  '         m  -h  1 J  v  ; 

c'est-à-dire 

(ï)  (m  ^-  i)um>p  =:  xm+x  (axn  -h  b)P  —  npaum+n,p-u 

formule  qui  fait  varier  à  la  fois  les  deux  exposants  m  et  p,  en  aug- 
mentant le  premier  de  n  et  diminuant  le  second  de  l'unité. 
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Si  nous  changeons  m  en  m  —  n,  p  en  p-\- 1,  nous  aurons  la  for- 
mule 

(  2 )   n(p-hi) aum,p  =  xm-^  [axn^b )p+1  —  ( m  —  n  +  i )  um_n>p+i , 

qui  sert  à  diminuer  l'exposant  m  de  7Z,  en  augmentant  ;?  de  l'unité. 
On  aurait  pu  obtenir  directement  la  formule  (2),  en  prenant 
pour  différentielle,    dans   l'intégration   par   parties,    la   quantité 
[axn  H-  b)Pxn~i  dx,  intégrée  dans  le  cas  II  du  n°  434. 

438.  Si  l'on  ne  veut  pas  faire  varier  à  la  fois  les  deux  exposants 
m  et  p  en  sens  inverse,  on  transformera  les  formules  précédentes 
de  manière  à  faire  varier  un  seul  des  deux  exposants,  l'autre  res- 
tant constant. 

i°  Si  l'on  ne  veut  faire  varier  que  p,  nous  remarquerons  que,  la 

quantité  xn  pouvant  se  mettre  sous  la  forme  -  (axn  -\-b —  b), 
l'intégrale  um+!,,P-\   du  second  membre  de  la  formule  (1)  pourra 


s  écrire  ainsi 


, ,      ,  fax'1  -h  b         b\ 
f[axn  4-  b)P'i  I \xmdx 


=  -  f[axn-h  b)Pxmdx f[axn  4-  b)P~1xmdx. 

ce  qui  change  la  formule  (1)  dans  la  suivante  : 

( 3 )  ( m  4-  /?/••>  4-  1  )  um>p  =  xm+k  [axn  4-  b)P  -H  npbullup^l , 

qui  diminue  p  sans  changer  m. 

Si  l'on  veut  augmenter  p  sans  changer  m,  on  n'aura  qu'à  rem- 
placer, dans  la  formule  (3),  p  —  1  par  p,  ce  qui  donnera 

(4)  n[p  +  x)bum,p  =  —  xm+l  [axn-+-  b)P+l  +(m  +  B  +  ^Hh  l)um,P+v 

20  Si  l'on  veut  faire  varier  m  sans  changer  p,  nous  parlirons  de 
la  formule  (2),  où  l'intégrale  du  second  membre  peut  s'écrire 

um_n>p+i  =  f(axn-h  b)P(ax'l-+-  b )xm~n dx  —  aum,p 4-  bum_n.p- 

donc 

(5)  [m  4-  np  -hi)aum,p  =  xm-'l+l  [axn-h  b)P+i  —  [m  —  n  4-  i)bum_n,p, 

formule  qui  diminue  m,  sans  changer  p. 


DIFFÉRENTIELLES    BINÔMES.  4°9 

Pour  augmenter  m  sans  changer  p,  remplaçons,  dans  (5),  m  —  n 
par  m,  et  nous  aurons 

(6)    [m  -h  i)bum,p  =  xm+l  {axll-±  b)P+i  —  [m  +  n  H-  np  H-  i)aum+a,p. 

439.  Discussion  des  formules  précédentes.  —  Les  formules  (i) 

ïïi  —  '-- 1 
et  (6)   sont  en   défaut  pour  m  = — i.   Mais  alors  ■ — ■ —  =  o  est 

entier,  et,  en  posant  [435,  I]  axn-\-  b  =  jr,  du  devient  égal  à 

r    y-q+r j 

- F"  dJ-> 

n    jr —  b 

expression  rationnelle. 

Les   formules  (2)  et  (4)  sont  en  défaut  pour  pH-i  =  o,  ce  qui 
rentre  dans  le  cas  I  du  n°  434. 

Les  formules  (3)  et  (5)  sont  en  défaut  pour  m  -+-  np  H-  1  =  o, 

,                   m  h-  1  .  .  ïïi 

auquel  cas  p  -\ =  o  est  entier,  ce  qui  rentre  dans  le  cas  du 

n°  435.  On  a  alors 


r  r*+r—i    7 

du  =z ' «r, 

n    yr  —  a 

expression  rationnelle. 

Les  formules   (2)    et  (5)    donnent  immédiatement  l'intégrale, 

lorsqu'on  a  [434,  II] 

m  —  n  +  i=o, 

Les  formules    (4)   et  (6)    donnent  immédiatement  l'intégrale, 
lorsqu'on  a  [434,  III] 

m  -4-  n  -f-  np  -f-  1  =  o. 

440.  Exemples.  —  I.   Considérons  l'intégrale 

f      dx 


U  : 

o,-4 


1  -+-  x- 


En   lui   appliquant   la   formule    (4)    pour    augmenter    l'exposant 


3    ..     . 
p  = ?  il  vient 

'  2 


2(—  f-M 

\j\  +  xi 


(o  +  2  —  3 


I+.r2)2 
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IL   Transformons   l'intégrale   u    5  —J  (i  —  xi^fxldx.  La  for- 
mule  (3)  donne 

l3«     ,.  =:  j?8  f  I  ■ — xz)3   -\~5u     „, 

7,—  '  1,— 

"3  3 

2 

IO«     „  =  Xs(l  —  ^]3-t2H         ,  ; 


puis  on  a,  par  la  formule  (5), 


'      7,-4  4,- 


=  a?5(i — ,z3)a  —  5m 
v  '  4 

4«        ,  =z^2(i  —  x3)3" —  2«       ,. 


Ainsi  le  calcul  de  l'intégrale  proposée  est  ramené  à  celui  de  l'inté- 
grale 

/x 

III.  En  appliquant  la  formule  (4)  à  l'intégrale  m0j_„=  /  — — -• 

il  vient  [425] 

—  [l  n  —  2)h0,-„  =  —   /j.i^x.j/,-1   +  (2  —  272  +  0  "0,-n+i. 

IV.  Soit  encore  l'intégrale 

r  xmdx         r  -■ i  i«-i 

J  sjiax  ■ —  x2  OT_ 

En  appliquant  la  formule  (5),  il  vient 

—  m  X  m  =  x'"_1  \Jiax  —  .r2  —  (  2  m  —  i  )  «  X„j_] , 
ou,  en  changeant  m  en  m  -+- 1, 


i       i  • 


«(2m  -+-  i)X„j  =  xm  \jiax  —  x2  -f-  (m  +  i)X,n+1, 

formules  qui  conduisent,  pour  m   entier,    positif   ou   négatif,    à 

X0=  arc  sin • 

a 

441 .  On  peut  ramener  aux  différentielles  binômes  toute  intégrale 

de  la  forme 

ZM  =f[az  +  by[a'z  +  b')*dz, 
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en  posant  l'un  des  binômes,  a! '  z  -+-  V  par  exemple,  égal  à  x,  ou 
encore  à  x''",  si  v  est  une  fraction  —  • 

V 

Mais  on  peut  aussi  traiter  cette  intégrale  directement,  en  sui- 
vant absolument  la  même  marche  que  pour  les  différentielles  bi- 
nômes. Remarquons  qu'il  est  avantageux,  pour  la  symétrie  des 
calculs,  de  prendre  ici  la  formule  de  l'intégration  par  parties  sous 

la  forme 

fuv.dlogu  =  uv  — J  m>  .dlogc. 

§  iv. 

AUTRES    EXEMPLES    D'iNTÉGRATION    PAR    DES    FORMULES    DE    RÉDUCTION 

SUCCESSIVE. 

442.  L'intégrale 

vm,n  =ysin'" x  cos"  xdx, 

m  et  n  étant  des  entiers  quelconques,  peut  se  ramener  à  l'intégrale 
d'une  différentielle  binôme,  en  posant  s'mx~y,  d'où 


vm,n=j  (i 


n—\ 


J2)  2  ymdy, 


ce  qui  rentre  dans  le  cas  traité  au  paragraphe  précédent.  Si  n  est 
impair,  on  a  immédiatement  une  fonction  rationnelle.  Si  ni 
est  impair,  on  rendra  de  même  cette  expression  rationnelle,  en 
posant  cos,r  =  z. 

443.   On  peut  aussi  trouver  directement  les  formules  de  réduc- 
tion pour  cette  intégrale.  On  a,  en  intégrant  par  parties, 

vm>n  =  —  ysin"1'-1  x  cos'1  x . d  cosx 

I  171 I 

&mm~'1  x  cos"+l x  -1 ■fsixi"l~ix  cosn+2xdx, 


«+i  n+i 

ou  bien 

(i)  («  +  i)pOTjB  =  —  sin^-1a;cos"+1^4-  (ira  —  ijfm_s.n+s. 

En  intégrant  autrement  par  parties,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  changeant  dans  la  formule  précédente  m  en  m 4-  2,  n  en  n  —  2, 
on  a 

(2)  (ira  -h  i)('m,n  =  sin'"+1.rcos"-I.r-l-  (n  —  1  )c/w+2,„_2. 
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Si  l'on  ne  veut  faire  varier  que  le  seul  exposant  m,  on  remar- 
quera que 

-fsva'"~^  cosre.r(i  —  sin2.r)t?.r  =  vm_tt1l  —  ('„,,„, 


'm—  2,71+2 


ce  qui  change  la  formule  (i)  dans  la  suivante  : 

(3)  [m  H-  n)pm>n=:  —  sinm-1.r  cos"+1.r  -f-  [m  —  i)fm— 2,»- 

En  changeant  m  en  m  -h  i,  il  vient 

( 4  )  ( m  -+-  i  )  pm,„  =  sm"l+lx  cos'i+1  x  -h  ( m  -f-  «  -4-  a  )  vm+t>n. 

Si  l'on  traite  de  même  la  formule  (2),  en  remarquant  que 
vm+<i,n-i  =  Vm,n-v.  —  ^m,n,  on  en  tire  les  formules 

(  5  )  [m  +  «)  fmjK  =       sin'"+1  .r  cos"-1  x  -4-  [n  —  1  )  (',„,„_,, 

(6 )  (*  H-  1  ) fOTj„  =  —  sin'"-*"1  x  cos'î+1  x  -+-  [m  -f-  «  -4-  2)  ?„,„+». 

444.  Les  formules  (1)  et  (6)  sont  en  défaut  pour  n  = — 1. 
Quand  on  a  amené  l'exposant  n  à  cette  valeur,  on  fait  alors  varier 
m  par  l'une  des  formules  (3)  ou  (4),  qui  ramènent  vm^\  à  l'une 
des  valeurs 

/dx                          Psinxdx                           r      dx 
■ -,      «'1,-1—"   I '      "-1,-1  =   /  ~ ' 
cosx-                     J      cosar                          J  sinxcosjc 

suivant  que  m  est  pair,  ou  impair  et  positif,  ou  impair  et  négatif. 
Les  formules  (2)  et  (4)  sont  en  défaut  pour  m= — 1.  Alors,  en 
faisant  varier  ji,  on  ramènera  v_\,n  à  l'une  des  intégrales 

/dx                            fcnsxdx                             f*       dx 
- 5         (>_!!=     I     — ,         ('_! ,_.,  —     I    -. 
smx                     J      smx                          J  sinxcosj; 

Les  formules  (3)  et  (5)  sont  en  défaut  pour  m -h  n  =  o.  Alors 
l'intégrale  vm  _m  est  de  la  forme 


■/: 


sin"\r  _  , 

—  <£r  =  J  tangmxdx, 


et  les  formules  (1)  et  (2)  donnent  les  suivantes  : 

(7)  —  [m—  i)wm~  —  tang"l-1x+  [m  —  i)^WI_„ 

(8)  (m  +  i]«fB=      tangw+1ar—  (m+  i)«*-m+2, 
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qui  ramènent  wm  à  l'une  des  intégrales 

„ ,                  Psinxdx         _                                  fcosxdx        n 
n>0=:Jdx,   «'j=  |  =  J  tangxdx,   w_1-=  j  =  Jcotxdx. 

445.  En  résumant  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  on  est 
ramené  aux  intégrales  suivantes  [279,  281,  282]  : 

Jdx  =  x  -+-  C,     fcosxdx  =  sin.r  -+-  C,     fsmxdx  =  —  cos.r  +  C, 
Ain*  cosxdx  =  -  sin2*  +  C  =  —  —  cos2.r  +  C'= cos2,r  -4-  C" , 

J  2  2  4 

ftaxigxdx  =  log  séca?  H-  C,     Jcotxdx  =  log  sin>r  -(-  C, 

/efa-               rséc^xdx       . 
=   I =  log  tang,r  +  C, 
sinoCcoSoC       J      tangue 

r  dx       r     ±dx  ,  i 

/  - —  =   |  —. r —  =  log  tang  -  x  +  G, 

J    S1Q*         j    Sin-j.r  COS^.r  2 


Autrement,  en  posant  cosjc  =7',  d'où  sinxcZx  = —  dj,  on  a 

/<£r  /^sin.^-^r  C  dy  1  t  — •  r  _ 
—  /  — : =  —  I  ■ — -  =  -  log H-  G 
sin*       J     s\xi~x              J    \  — -y        2         1  -\-y 


1  ,        1  —  COS.T 

=  -  log h  C 

2  I  -f-  COS.r 

—  log  tang  -  x  -f-  C. 


De  même,  en  posant  sina:'  =y, 

/dx           C    ch            1  t       >  +  sin,r        _        . 
=   /  — — -  =  -  log : h  C  =  log  tang    ?  + 
cos.r       j    1  — j2         2         1  —  sina'  \4 

Remarquons  encore  que  les  formules  (1)  et  (3)  donnent  immé- 
diatement la  valeur  de  l'intégrale  pour  m  =  1 , 

(  q  )  f  sinar  cos"xdx  = cos"+1*  -f-  C. 

\ji  j  n  -\-i 

Les  formules  (2)  et  (5)  donnent  l'intégrale  pour  /?  =  1 , 

(10)  fsin'"*  co&xdx  = ■  sin"z+1,r  -+-  C. 

K      '  J  m  -h  1 
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Les  formules   (4)  et  (6)  donnent  l'intégrale  pour  n  =  —  m  —  2, 

Cûnmxdx         [*  dx  1 

11  /  17-=   ltangmx- — — —  tang"7+I.r  +  C. 

v      '         J   cos//M-2<r        J         °        cos2*        m  -f-  1 

446.   On  peut  abréger  le  calcul  dans  les  cas  suivants  : 

i°  Un  des  exposants,  n  par  exemple,  est  impair  et  positif.  On 
le  diminue,  par  la  formule  (5),  jusqu'à  le  rendre  égal  à  l'unité,  ce 
qui  ramène  à  la  formule  (10)  pour  m  différent  de  ■ — 1,  ou,  pour 
m  = —  1,  à  l'intégrale  fcotxdx  =  log  sina:  -h  C. 

Ou  encore,  en  posant  n  =  ip  -j-  1 , 

J sin'".r  cas?p+ixdx  =  fûn.mx[i  —  sin2,r)/'cos.r6?,r, 

et,   en  développant  (1  —  s\n2x)P,  on   obtient   un  polynôme  dont 
tous  les  termes  s'intègrent  par  la  formule  (10). 

20  Si  n  est  pair,  on  le  ramène  à  la  valeur  zéro  par  la  formule  (  5  ) 
ou   (6),   puis   on  réduit  fsinmxdx   à  l'une  des  intégrales  fdx, 

f  dx 

fsxnxdx,    j  -. —  ;  ou  encore,  si  m  est  positif,  on  développe,  par 

les  formules  connues,  sin"z.r  en  une  somme  de  sinus  ou  de  cosinus 
des  multiples  de  x. 

3°  Si  m  et  n  sont  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  on  les 
fait  varier  ensemble  ou  séparément,  de  manière  à  les  rendre  égaux 
et  de  même  signe,  ou  bien  égaux  et  de  signes  contraires.  Dans  ce 
dernier  cas,  on  applique  les  formules  (7)  ou  (8).  Dans  le  cas  où 
m  =  ji,  on  a  alors,  en  faisant  ix  —  y, 


f  sm"lx  cosmxdx  =  —  f  hiamixdx  = f  smmydy, 


ce  qui  conduit  à  un  cas  déjà  traité. 

4°  Si  l'un  des  exposants,  n  par  exemple,  est  impair  et  négatif, 
=  —  p,  alors,  en  posant 

/sin'".r 
n  X1 

COS1'  X 

on  fait  varier  p  par  l'une  des  formules 

,  .  sin'n_1.r 


l)Um.„Z= 


sin"!+1  x 


cos"-1*       v        r-r*)«>n.P-2> 
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et  l'on  arrivera  ainsi  à  l'intégrale  um  {  —    /  dx.  Or  on  a 

J    cosx 


sin2<?.r  i  i  —  sin2?.r 


cos.r         i  —  sirx 
i 


cos>r  i  -+-  smÀx  -h  snr.r  -4-    .  .  +  sin-ï- -x  , 

COS.T  ; 


d'où 


dx 


cos,r 


/ 


dx  .  sin3.r        sm5x  sm-'?~_1,r 

■  —  smx  - ...  —  ■ •+-  C, 

cos.r  6  5  iq  —  i 


/ 


sin2?+1.r 

dx 

cos<r 

r  sin2  x       sin4x        sin6x  sin2?^ 

-—  /  Iaxis, x  dx  — -. ... h  C. 

-'  2  ^  b  iq 

447.  Voici  une  formule  générale  de  réduction  qui  s'applique  à 

un  grand  nombre  d'intégrales.  Soit  u  une  fonction  de  x  que  l'on 

sache  intégrer,  et  v  une  autre  fonction  de  x.  Proposons-nous  de 

calculer  l'intégrale 

J '  uvn dx, 

n  étant  un  nombre  entier,  que  l'on  peut  supposer  positif,  le  cas  de 
n  négatif  se  ramenant  à  celui  de  n  positif  par  le  changement  de  v  en 

-•   On  a,  en  intégrant  par  parties  et  posant  u{  =  fudx, 

J  u  v11  dx  =  uiv11  —  nfui  vn~l  dx. 
Supposons  maintenant  que  l'on  sache  calculer  l'intégrale 

dv 


Jux  dv  =  I  «j 


dx. 
dx 


On  trouvera,  en  intégrant  de  nouveau  par  parties, 

/ ux vn~l dv  =  u2vn~l  ~{n  —  \)Ju% p"-2 dv. 

Si  l'on  peut  continuer  à  calculer  successivement  toutes  les  inté- 
grales 

«3  =  J «2 dv,     uk=fu3dv,     .  .  . ,     un  =  f  k„_i dv , 
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on  arrivera  jusqu'à  l'intégrale 

qui  ne  contiendra  plus  v,  mais  seulement  sa  différentielle.  Cette 
formule  est  particulièrement  utile  dans  le  cas  où  v  est  une  trans- 
cendante à  différentielle  algébrique. 

■448.  Exemples.  —  I.   Soit  l'intégrale 

zn  =  f{\ogx)ndx. 

En  prenant  u  =  i,  v  .=  logx,  on  aura,  par  le  calcul  précédent, 
zn  =  x(logx)n  —  nzn-!,     zfl_i=x(\ogx)"-l—(n  —  i)zn_1,      .  .., 

jusqu'à  z-2  =  x(logx)2 —  zz{,  zx  ==  xloga:  —  x,  et  l'on  en  tire  zn 
par  des  substitutions  successives. 

Si  l'on  donne,  au  contraire,  l'intégrale 


/dx 
{Toi^r 


la  formule  qui  donnait  zn  deviendra,  en  changeant  n  en  —  n,  puis 
n  .-+- 1  en  n, 

_  * Jra-i 

7n~~  [n—  i){logx)"-1       na-i 

et  elle  conduira  à  l'intégrale 

/dx 
logx* 

c'est-à-dire  à  la  transcendante  \\x  [362,  II]. 

Si  l'on  pose  x  =  et,  les  mêmes  intégrales  deviendront 

*  Ce* 

zn=fettndt,     f'=  J  - 


dt. 


et  on  les  traitera  de  la  même  manière,  en  prenant  u  =  et}  v  =  t. 
On  transformerait  aussi  par  le  même  procédé  l'intégrale 

J"xm[logx)ndx, 
en  faisant  u  =:  xm,  v  =  logx.  Mais  on  peut  ramener  cette  intégrale 
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au  cas  précédent,  en  posant,  pour  m  différent  de  —  i , 

■*  —  b» 

d'où 

IL   Soit  l'intégrale 

znz=  _/ (arc  sin  .r)*  aie. 

En  posant  u  =  i,   w=  arc  sin  .r,  on  a 

«!=  fudxzsz  x,      «2  =    I   — —  — —  yi  —  .r2, 


J  si 


1  • —  # 


M3  =  —  x,  uk^=  -Y-  \J I  X2,        .  .  .  , 

d'où  l'on  tire 

zrt  =  ,r(arcsin.r)re-f-  n  \Ji  —  x2  (arc sin  .r)'1-1 —  «(«  —  i).r  (arcsin.r)'1- 2 — . . .. 

Autrement,  on  fera  arc  sinx  —  t,  d'où  zn  —  f  lncostdt,  \>=  l, 
u  =  cos£,  etc. 

449.  Exemples  divers  d'intégration.  —    Soit  proposé  de  cal- 
culer l'intégrale 

Jsm[ax-\-  6)  sin  [a' x  -f-  b')dx. 

On  décomposera  le  produit  de  sinus  en  une  différence  de  cosinus, 

—  cos[(a  —  a')x  -f-  £  —  Z»'] cos[(a  +■  a')x  •+■  b  +  b'], 

ce  qui  donne  en  intégrant,  pour  «±a'  différent  de  zéro, 

sin  [(«  —  a') x  -h  b  —  h']       sin  [fa  -+-  a')  x  ■+-  b  -f-  //] 


Pour  arh  a'  =  o,  l'un  des  termes  se  réduit  à  +-  sin(&  rfc  Z»'). 

Le  même  procédé  pourrait  être  employé  pour  calculer  l'inté- 
grale J sin™ x  cos" x dx ,  en  changeant  sin^x  et  cos"x  en  deux 
sommes  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  x,  et  effectuant  le 
produit  des  deux  polynômes,  ce  qui  amènerait  à  une  somme  d'in- 
tégrales telles  que  f  sinpxcosqxdx. 

H.  —  Cours  de  Calcul  infin.,  I.  27 
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On  a,  en  particulier, 


I     „  ,  v    ,  i  i 


f  sin2 xdx  =  -  f(i  —  cos ix)dx=  -x  —  -j sin i x  -+-  C. 

J  iJ  x  '         i       4 

450.   Pour    calculer  l'intégrale  fdx\ji-{-cosx,   on    changera 
i  -+-  cosx  en  2  cos2  -  x,  d'où  il  résultera 


/.^=*./^.-i. 


=  "2  sjn  sin  -  .r  H-  C  =  i  \j  i  —  cos  x  -+-  C. 

On  aura  de  même 

J  dx  \J  i  —  cosj:^=    I  dx.^isin  —  x 

=  —  îl/î  COS  -  X  +  C=  —  2l/l  +  COS.r  +  C. 
T  2  v 

451.  Pour  intégrer  une  fonction  rationnelle  de  sinx  et  de  cosx, 
telle  que>/>(sinx,  cosx)dx,  on  pourrait  poser  sinx  =  r,  d'où 

dy 


cosa:  —  \/i — j2,     c?jî 


sji-f- 


et  Ton  ramènerait  ainsi  l'expression  proposée  à  une  irrationnelle 

du  second  degré   de  la  forme  de  celles  que  nous  avons  traitées 

dans  le  §  II  de  ce  Chapitre. 

Mais  on  peut  obtenir  immédiatement  une  expression  rationnelle 

1  i)    » 

en  posant  tang  -  x  =  z,  d  ou 

iz                            i  —  z2  i  dz 

smx  = •>      cos^  == •>      dx  =  2a  arc  tangz 


I  -h  Z*  I+Z3  I  +  s2 

Si  l'on  donne,  en  général,  à  intégrer  une  fonction  rationnelle 

de  la  forme 

/(sin.r,   cos.r,   sin2.r,    C0S2.r,    .  .  .)dx, 

comme  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  multiple  de  x  sont  eux-mêmes 
des  fonctions  rationnelles  de  sinx  et  de  cosx,  on  ramènera  immé- 
diatement ce  cas  à  celui  que  nous  venons  de  considérer. 
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452.   Etant  proposée  une  intégrale  de  la  forme 

dx 


f 

J    [a  cos  x 


b  sin.r)'J 


au  lieu  d'employer  la  transformation  générale   du  numéro  précé- 
dent, il   sera  plus  simple  de  calculer  les  constantes   A,  /  par  les 

équations 

«  =  £sin/,      b  =  kcosl, 

et  alors  l'intégrale  proposée  deviendra 

dx 


/: 


X-"sin"(.r  +  /) 
et  se  calculera  par  les  formules  du  n°  442. 


453.   Soit  encore  l'intégrale    |  ; Posons  [4511 

J   a  -f-  b  cos.r  L         J 


i 
tang  —  x  =  y, 


et  l'intégrale  deviendra 


(  r ciy_ 

J   a-\-  b-h  [a 


„ .     .                        .                    ,                        .                    a  —  b  .  .r 

Distinguons  maintenant  deux  cas,  suivant  que sera  positif 


b)f- 

it  mip 

«H-  b 


ou  négatif, 

a  -+-  b 


i°  Soit —  positif  et  =  A2  ;  il  viendra 


dy 


r      dx  i     r     d 

J   a  -j-  b  cos.r       a  -Y-  b  J    i  -+- 

a         i     f*     d.ky               i       i 
= 7    t  /  ■ r^—v  = r  y  arc  tang  k y  +  G 


arc  tang  (  /•  tang  -  ,r  )  -f-  C. 


V^2  —  62 

2°  Soit r  négatif  et  =  —  A2.  Alors 

a  +  b      & 


J  a  -h  b  cos^c        a-\-  b  J    i  —  A2/2       ./£2 rt*         j  —  /■  tang^ 


2.7 


4*20  LIVRE    II.    —    CHAP.    III,    §   IV. 

L'intégrale 


/ 


dx 


a -h  b  cos.r  -h  c  s'v&x 


se  ramène  immédiatement  à  la  précédente,  en  mettante  cos  x-f-  csinx 
-sous  la  forme  k  cos  [x  -+-  /). 

454.    Si  l'on  propose   d'intégrer  une  expression  de  la  forme 

f '{  COS.r  1 

— r — -  dx,  fet  ©  désignant  deux  fonctions  rationnelles  et  entières, 

y(cos^)        >J      r        b  > 

on  commencera  par  décomposer  cette  expression  en  une  partie 
entière  par  rapport  à  cos  a:  et  en  fractions  simples.  Celles  qui  cor- 
respondront aux  racines  simples  de  (f(cosx)=o  seront  de  la 
forme  que  nous  venons  de  traiter.  Celles  qui  correspondront  aux 
racines  multiples  seront  de  la  forme 

Kdx 


la  -f-  b  COS  a:' 


Si  l'on  avait  a  =  ±  b,  ce  cas  se  ramènerait  à  un  cas  déjà  traité 

[442  et  suiv.],  en  introduisant  l'angle  -  x. 

/dx 
[a->rbcosx)n 
mettons-la  sous  la  forme 


P 


cos2.r  -+-  sin2.r)c?.r 
la  -\-  bcosx)'1 


-,            „            fa  -h  b  cos.r         a\ 2 
a  cause  de  cos-o,'=  I — —  -  j  ->  on  aura,  en  posant 


h 


dx 


I 


(a  +  b  cosx)" 
un  =  -  (  «„_2  -  *a«^  +  «-«.)  +  J  (a_^cQ^ 
s'in^xdx  i 


fs'm.v.d.[a  +  b  cosx)~"+l 


■  bcosx  j11        («  —  i)b 

i         T  sin.r  Ç  cosxdx 

~  [n  —  i)b\_(a -\- bcosx)"-1       J    (a -{-  b  cosx)"~l] 
D'ailleurs, 


/, 


cos  x  dx  T 

h  bcosx )'l—L        b 


ltn-2  —  fltt/i-l 
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En  substituant  ces  diverses  expressions,  il  vient  finalement 

/  \/7=>         =>\  bsinx 

(„  —  i)l&  —  a*)un=  ,_hbco     >_!  +  (>»  — a)  a,-,  — (a  w  — 3)  ««,-j^ 

formule  qui  servira  à  réduire  l'exposant  7z,  jusqu'à  ce  que  Ton  soit 
arrivé  à  tz  =  i ,  c'est-à-dire  au  cas  du  numéro  précédent. 

455.  Ajoutons   encore  quelques  exemples  d'intégration  par  les 
séries  [362]. 

I.   Soit  l'intégrale  d'une  différentielle  binôme 

Jxm[axn-\-  b)Pdx. 

Si  l'on  suppose,  en  valeur  absolue,  axn  <^  b,  on  aura  alors  le  dé— 
veloppement  convergent  [348] 

/         axn\P 
[axn  +  bf=bP[\  +  —j- 

=  bP-h  (p)î  bi'-la.x"  -+-  (p)2bi''-*-a*x-n  +  .  .  . , 
d'où  l'on  tire,  en  multipliant  par  xmdx  et  intégrant, 

y,m+l  j.m+n  +  1 

f(axn-h  b)Pxmd.x  =  bP— h  [p)lbP-1a  — \-  .  .  . -f- (X 

J  K  '  m  +  i        u  '  m  +  B  +  i 

Si,  au  contraire,  ax"  ^>  b  en  valeur  absolue,  on  aura 

[axn  -+-  b)P  ■=.  aPxP"  (  i  H ) 

=  aPxP"  +  (pï^aP-ixU'-1)"  -+-  (p)îb-aP--x<.P--)"  -h - 

d'où 


J[axn  ■+■  b)Px'"dx  =  a 


pn  -+-  m  -b  i 


r(/>— l)«-t-w-t-l 

u  '  (jo  —  i)«  +  m  -+-  i 


II.   Soit  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce 

»/o     v^1 — -^2  \/i  —  ^'2-^2      i/o     \/i  —  ^si' 


> 
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où  x  =  sin<p,  et  A2<T  i.  Développons  le  facteur 

'      :=--=  —  1+  -  +  Px*  +  ~  Pxk  -f- 


\Ji  —  Px2       y/i  — *2sin2?  2  2-4 

cette   série  étant  convergente  pour  x2  5;  1   ou  pour  çp  réel  quel- 

dx 
conque.  En  multipliant  par  —  =  <7cp,  intégrant,  et  posant 

y/ 1  —  .r"2 


Xn=  I  -=  /      smn?df, 

Jo        VI  -£2  J O 


V7' 
on  aura  le  développement  de  m  sous  la  forme 

u  =  X0  -!-  -  /-2X2  -h  ^4  *'x*  +  •  •  •  » 
2  2.4 

où  X0  —  arc  sinx  =  cj>. 

Autrement,  on  développera  les  deux  facteurs 

1  *     a       T  «3    , 

_  =I  +  -.r2  -I 7  ^4  H-  .  .  .  , 

yfX  —   X*  2  2.4 

Q 

Jl  —  Pa:*  2  2-4 

et  l'on  multipliera  entre  elles  les  deux  séries,  qui  sont  convergentes 
pour  x2<^i.  On  obtiendra  de  cette  manière  un  développement  de 
la  forme 

1  H-  K^r2  -+-  K2.z4  -h  .  .  . , 


y/i  —  x%  y/i  —  A-2.r2 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

.r3  .r5  .  sin°©       Tr   sin°«> 

u  —-  x  H-  K^  -5-  H-  K2  ■=■  -+-...=  sina)  -+-  Kx  -!-  K2  —g-1- 


îi  11 5  , 


développement  convergent  pour  toute  valeur  de  cp. 

On  peut  enfin  obtenir  une  autre  forme  de  développement,  or- 
donnée suivant  les  sinus  des  multiples  de  cp.  Si  l'on  pose  À=sin0, 
on  a 

1  —  P  sin2y  =  cos4  -    1  +  tang2  -  es,'f\  1 1  4-  tang2  -  <r-s/ï  ] , 
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comme  on  le  voit  en  développant,  et  remarquant  que 


i  =  (  cos2  — F-  sin2  -      =  cos4  — | —  sin2  0  +  sin4  - 

2  2/  2  2  2 


donc,  en   posant  tang  -  =  h,  on  aura 

(i—  Â-2sin2y)w=cos4re-[i.-f-  [■n)lh*éll*-h  {n)%hke^  +  .  .  .] 

X  [i  +  (4i/'2e~2,'î+(n)2^«~i'ï  +  --  •]• 

Faisant  rc  = •>  et  posant,  pour  abréger, 

i  .3. .  .[ip  —  i)  _ 

2.4.  •  -2-P 

on  a 


d'où 

1 

y/ 1  —  £2  sin2  y 


L2J/" 


:-2  c;r>2,„  .fit         LJ  '  1         LJ  J 

cos-  - 
2 


—  A0  H-  Ai  cos 2  y  +  .  .  . , 
en  posant 

cos2  - 

2 

Donc 

r?     d?        *      *  *  ■       r  a  •  / 

/  - — •  =  A0  ?  H —  At  sin  2  y  -+-  y  A2  sin  4  y  -4-  ... . 

./ o    V  1  —  *2  sin2  y  2  4 

Pour  y  =  -  ?  on  a 


Jo      VI  — 


K-A0--, 


y/i  —  /c2  sin2  f  2 

d'où 

îî  =  A, --I^li  +  tHî*» +  [«»**  +  ...). 


cosz  - 

2 
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On  développerait  de  la  même  manière  l'intégrale  elliptique  de 
seconde  espèce 


dx\J    i—x*    ~J      ^  V  i  —  **  sin2?. 


§  v. 

REMARQUES    SUR.    LE    PASSAGE    DES    INTÉGRALES     INDÉFINIES 
AUX    INTÉGRALES    DÉFINIES. 

456.  Si  F(.r)  est  une  fonction  ayant  pour  dérivéey(x),  et  que 
la  fonctiony(.r)  ne  devienne  :  afinie  pour  aucune  valeur  de  x  com- 
prise entre  les  limites  x0  et  X,  nous  savons  [241]  que  l'on  a 

X 


F(X)-F(*0J. 


Si,  pour  X  infiniment  grand,  F(X)  tend  vers  une  limite  déter- 
minée, que  nous  désignerons  par  F(oo  ),  on  aura 

lim   f   f[x)  dx  =  \f[x)  clr  =  lim  [F  (X)  -  F  (*0)]  .-=  F  (  oo  )  -  F  (,r0) . 

Donc  la  formule  (i)  subsiste  encore  dans  ce  cas. 

De  même,  si  lim  F(x0)  a  une  valeur  déterminée  F( — go  ),  on  aura 

/      /(*)**  =  F(X)-F(-co), 

J —  oo 

et  pareillement 

/-4-co 
/(*)«&  =  F  (+»)  —  F(— go). 
-OO 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  f(x)  restera  finie  entre  les  deux  li- 
mites x0  et  X,  et  que  l'intégrale  indéfinie  F(x)  aura,  pour  ces 
deux  limites,  des  valeurs  déterminées,  la  formule  (i)  donnera  l'in- 
tégrale définie  prise  entre  ces  limites  x0  et  X. 

Exemples.  —  1.  Pour  m  positif,  on  a,  en  omettant  la  con- 
stante arbitraire,  qui  doit  disparaître  lorsqu'on  prend  la  différence 
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des  deux  valeurs  de  l'intégrale  indéfinie, 


Tm+1  /»A 

fxmd.r.  =  9      d'où        /      xmd.7 

m  +  £  J0 


m  +  i         m  -+-  i        m  -+- 1 


Pour  m  négatif  et  =  — ;  n,  on  a,  zz  étant  supposé  ^>  i ,  et  x0  et  X 
de  même  signe, 

Ç^dx  _     .  i       /     i  i     \ 

d'où,  pour  X  =  co  , 

Mais,  pour  7z  <^  i,  X'~"  croît  indéfiniment,  et  par  suite,  dans  ce 

f™dx 
cas,  l'intégrale  /      - —  a  une  valeur  infinie. 

Jx.    X'1 

On  voit  parla  que,  si  m  etn  sont  deux  nombres  positifs  inégaux, 
et  m  ^>  7i,  par  exemple ,  et  que  l'on  considère  la  courbe  qui  a  pour 
équation  xmj"  =  a,  l'aire  asymptotique  comprise  entre  la  courbe 
et  l'axe  des  x, 


/      y.dx—    ! 

Jx°  Jx. 


00      2 

«"  dx 

" ^  » 


î 


aura  une  valeur  finie  — —  5   tandis  que  l'aire   asympto- 

(--1)-: 

tique  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  desj^, 


aTndy 

v"1 


sera  infinie. 

II.   Pour  a  ^>  o, 

fe~axdx  =. <?—a' 

d'où  l'on  tire 


t 

a 
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III.   On  a 


/; 


I  X 

—  =  -  arc  tang  -  ■> 
xz  -+•  a?         a  a 


x  .x  i 

si  l'on  fait  tendre  -  vers   l'infini  positif,    arc  tang-  tendra  vers 
a  l  °  a 

H — •  si  -  tend  vers  l'infini  négatif,  arc  tang-  tendra  vers • 

On  aura  donc 

rx    dx     _  n_       r+o°    dx    _  77    _(_jl\—  1 

J0     x2  -\-  a2        2 a        J_ x    x-  -+-  a2        2 a        \      zaj        a 

IV.  Nous  avons  trouvé  [285],  a  étant  positif, 

„—ax 

çe—ax  QQslxdx  =  — —  ( —  a  cosbx  -+-  b  sinbx), 

J  a2  +  b2  v 

p—ax 

re-ax  smbxdx  —  __ _  ( —  a  sinbx  —  b  cosbx)', 

u  a2  -\-  b2 

si  l'on  intègre  entre  zéro  et  oo  ,  il  vient 

rœ  a  r°°  b 

I       e~ax  cos  b  xdx  = — ,        /       e~ax  sin  bxdx  =  — -  • 

J0  et2  +  b2        J0  a%-\-  b- 

V.  On  a  généralement 

/       cosxdx  =  smX, 

d'où,  en  faisant  tendre  X  vers  oo  , 

cos  xdx  =  sin  oo  , 

0 

quantité  entièrement  indéterminée,  mais  comprise  toujours  entre 
les  limites  4-  i  et  —  i . 

457.   S'\f[x)  devient  infini  pour  x  =  X,  on  désignera  alors  par 

f[x)dx  la  limite  vers  laquelle  tend  l'intégrale    /     J[x)dx, 

lorsque  sa  limite  supérieure  x  tend  vers  X.  Ce  sera  donc  la  limite 
de  la  différence  F(x)  —  F(x0),  lorsqu'on  y  fera  tendre  x  vers  X, 
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c'est-à-dire  la  valeur  de  F(X)  —  F(x0),  si  F(X)  aune  valeur  déter- 
minée,  auquel  cas  l'intégrale    /      f{x)dx  sera  aussi  déterminée; 

donc,  dans  ces  conditions,  la  formule  (i)  continuera  de  subsister. 

On  en  peut  dire  autant  pour  le  cas  oùj(x)  deviendrait  infinie 
pour  x  =  x0. 

Ainsi  on  a 

J^ a       dx  rx       dx  (  x\  TT 

■     =  lim   /  -  =  lim    arc  sin  -  )  =  arc  sini  =  —  j 

0       sja^  —  X%  x=aJ0       y/«2—  .x2  x=a\  */  2 

j 


dx  ,.  .    x 

■=.  lim  arc  sin lim  arc  sin 


a      \J  a1  —  X2         *=a  a         x=-a  a 

=  arc  sin  i  —  arc  sinf —  i)  =  te. 


■458.  Sif(x)  devient  infinie  pour  une  valeur  x  —  a,  comprise 
entre  x0  et  X,  alors  on  décomposera  l'intégrale  proposée  en  deux 
autres,  et  l'on  aura,  par  définition, 

r*  X  /•»  x  P^- 

l      f[x)  dx  =  lim    i       f(x)dx-\-\\va.    I      f[x)dx 

Jx0  x=a  Jx0  r=a  J X 

=  flimF(.r)  —  F(.r0)l  +  [F(X)  —  limF(.r)l. 

Lx—a  J  L  x=a  J 

Si  donc  F  (a)  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  cette  formule  se 
réduira  à  la  formule  (i);  donc  la  formule  (i)  est  vraie  toutes  les 
fois  que  F  (a?)  est  finie  et  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  x0  et  X,  ces  limites  incluses,  quelques  disconti- 
nuités que  présente  la  dérivée  f(x)  dans  cet  intervalle. 
En  général,  d  et  e  désignant  des  infiniment  petits,  on  aura 

Jf»X  n  a  —  §  Z"^- 

f{x)  dx  =  lim  /  f[x)  dx  -+-  lim  /        f[x)  d-T- 

x0  Jx0  va-+-s 

=  F(X)  -  F(*0)  +  lim  [F  (a  -  <?)  —  F  (a  +  «)], 

et,  si  F(x)  éprouve  une  indétermination  ou  une  solution  de  con- 
tinuité pour  x  =  a,  on  ne  pourra  plus  dire  alors  que  F  [a —  ô)  et 
F(a  +  e)  tendent  vers  la  même  limite.  Aussi  l'application  de  la 
formule  (i)  peut-elle  conduire,  dans  ce  cas,  à  des  conséquences 
absurdes. 
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rx  dx 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale     /      — >  pour  laquelle  la 

Jxa      x 

formule  (1)  donne  la  valeur  log — >  qui  est  la  véritable  valeur  toutes 

les  fois  que  x0  et  X  sont  de  même  signe.  Si  l'on  appliquait  cette 
même  formule  au  cas  de  x0  —  —  a,  X  —  -h  b,  a  et  b  étant  positifs, 
elle  donnerait 


•J  —  a 


dx  b  b 

—  =  log =  log-  +  log •  (—  I 


et,  comme  le  logarithme  de  — 1  n'a  que  des  valeurs  imagi- 
naires [374],  on  arriverait  à  ce  résultat  absurde,  que  la  limite  d'une 
somme  d'éléments  réels  aurait  une  valeur  imaginaire.  Mais,  si  l'on 
décompose  l'intervalle  de  — a  à  -1-  b  en  deux  intervalles  partiels» 
séparés  par  la  valeur  zéro,  on  aura 


J  —  a      x  \J—a       "*         J-hs      x  J 


■=  lim  (  log  — h  log  - 


Km  I  log  — 1-  log  - 


quantité  entièrement  indéterminée,  puisque  rien  ne  détermine  le 

S 
rapport  -  • 


459.  Dans  l'application  de  la  formule  (1),  il  faut  faire  attention 
aux  valeurs  multiples  dont  la  fonction  F(x)  peut  être  susceptible,, 
et  entre  lesquelles  on  doit  choisir  par  des  considérations  fondées 
sur  la  marche  de  la  différentielle  f[x)dx.  Donnons  quelques 
exemples  de  cette  discussion. 

I.   On  trouve,  par  la  formule  (1), 


I 


dx  .  . 

rc  sin  +  1    —  arc  sin  —  1 


■  a    \ja^ — x'1 
Les  valeurs  générales  des  arcs  contenus  dans  cette  expression  sont 

arc  sin  (  -4- 1  )  =  (4  m  +  i  )  - ■  »      arc  sin  (  —  1  )  =  (4«  —  1  )  -  » 
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m  et  n  étant  des  nombres  entiers  quelconques.  D'après   cela,  la 
valeur  de  l'intégrale  est  comprise  dans  la  formule  2(7/2  —  tzW'-J-  tt. 

Pour  lever  l'indétermination,   remarquons  que-,   en  variant  de 

—  1  à  -+- 1 ,  ne  passe  qu'une  seule  fois  par  chaque  valeur,  tandis 

que  le  radical  -\Ja2 — x2,  qui  représente  le  cosinus  de  l'arc,  est 

supposé  conserver  toujours  le  même  signe.  Donc  l'arc,  partant  de 

la  valeur  (£n —  1)  —  >  et  croissant  avec  son  sinus  -5  si  le  cosinus  est 

positif,   devra  croître  de  tt  et  arriver  à  la  valeur  (4?z — 1) — f-  tt. 

Donc  il  faut  prendre  m=  n,  et  l'intégrale  a  pour  valeur  7r.  Si,  au 
contraire,  le  radical  était  pris  négativement,  l'arc  décroîtrait  lorsque 

le  sinus  croît,    et  passerait   de   la  valeur   (4« —  1)-  à  la  valeur 

(4/i  —  1) x  ;  donc  alors  la  valeur  de  l'intégrale  serait  —  ~. 

Ce  résultat  est  le  même  que  celui  que  l'on  obtiendrait  en  res- 
treignant, comme  au  n°  280,  la  notation  arc  sin;r,  dans  le  cas  du 

radical  positif,  aux  arcs  compris   entre  les  limites et  H — • 

II.   Soit  maintenant  l'intégrale  définie 

J0     «2  cos2.r  -4-  b-  sin2.r       JQ     a2  -h  />2  tang2.r 

L'intégrale  indéfinie  correspondante  a  pour  valeur 

séc*  xd.v 


/: 


arc  tang    —  tan.£.z 


«2  -+-  b*  tang2x        al 
Lorsqu'on  fait  varier  x  de  zéro  à  7r,  l'intégrale  ayant  tous  ses  élé- 
ments   positifs,    et   la   fonction   — - ._   .  .     étant  toujours 

1  a-  cos^-r  H-  ù~  siir.r  J 

finie  et  continue,  la  fonction  F[x)  =  — j  arc  tang  (.-  tango?)   devra 

croître  d'une  manière  continue  avec  x.  Or  -  tango;  devient  une 
seule  fois  infini  dans  l'intervalle  de  x  =  o  à  x  =  n;  donc 
arc  tang  ( -tangx)  passera  une  seule  fois  par  un  multiple  impair 
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de  -•  Oh  doit  donc  prendre,  pour  la  différence  des  valeurs  de  cette 

quantité  qui  correspondent  àx=oetàa;  =  ïï,  un  intervalle  qui 
ne  renferme  qu'un  seul  multiple  impair  du  quadrant.  Si  donc  on 
prend 

(h 
arc  tang  I  -  tan  g  o 


il  faudra  prendre 


'b 

arc  tang  I  -  tang  tu  \  =  n  tz  -+-  tc  , 


d'où  l'on  conclut 

dx 


[ 

J o 


dl  cos2.r-f-  b%  sin2.r        ab 


On  voit  que,  dans  cet  exemple,  on  ne  pourrait  plus,  comme  dans 
le  précédent,  restreindre,  suivant  les  indications  du  n°  280,  la  no- 

tation  arc  tango:  aux  seuls  arcs  compris  entre et  H 

III.   Considérons  enfin  l'intégrale  définie 


£ 


n     [a  —  b  cos>r)  dx 
a2  —  2 ab  cos.r  H-  b1 


On  a,  pour  l'intégrale  indéfinie  correspondante, 


a —  bcosx)dx  i      f*f  a? — V" 

i  H —  I  dx, 


f 

J  a?  —  ?.  ab  cosx -\- b%        %aJ  \         a^ — 2.ab  cosx  -\-  b2 
d'où 

JÇ~      [a — bcosx)dx  7i  d1  —  b2    Ç™  dx 

a?  —  2 ab  cos.r  -f-  b"2        2«  ia      JQ     a"1  —  lab  cos.r  -+-  b"1 

Or  on  a  [452] 

/dx                        2                         I       /g  —  /*  x  \ 
—- —  =  — arc  tang     t  /  l tang  -     +  C. 
g -h  h  cos.r        si  g*— h*                \  V  g  H-  h       °  2  j 
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En  faisant  maintenant  g  =  a2  -f-  b2.  h  =  —  lab,  on  a 

g  —  h  =  (a  +  b)\      g  +-h  =  (a—b)\      yfpZTJfi  —  a% .—  b*, 
et  par  suite 

dx  2  f  a  -\-  b 


S: 


2                          fa^-b  jc\ 

——ri  =  — 7^  arc  tang     7  tang  -     -f-  C. 


conse 


"2  «6  cos.r 

Lorsque  x  varie  de  zéro  à  7i,  tang  -  varie  de  zéro  à  -f-  co  ,  et  par 

/  a  -f-  b  x\  .      -,         .  .  , 

squent  arc  tang  I  • tang  -  I  varie  depuis  arc  tang  o  jusqu  a 

/             ,            .            ,v                      /             ,                                a  +  b 
arc  tang  (+•  co  ),  ou  jusqu  a  arc  tang  ( —  oo  ),  suivant  que j  et 

par   suite  a-  ■ — b-  seront  positifs    ou  négatifs.    Si    donc   on  fait 

arc  tang  o  =  mil,  on  devra  prendre  arc  tang  (rh  oo  )  =  mi:  ±  ->  le 

signe  -h  correspondant  à  a2  —  b-  positif,  le  signe  —  ka2  —  b2  né- 
gatif. Donc,  pour  a-  —  b-  ^>  o, 


T 


«2  —  2  ab  cos.r  H-  62        a?  —  ô2  2  «2  —  b"1 

et  pour  «2 —  b-  <^o, 


t/O 


a2  —  2a&  cos.r  -4-  b"2  a2  —  b2 


Donc,   pour  a'2 —  b2^>o,   l'intégrale  proposée  a  pour  valeur-; 

pour  a2  —  b2<^o,  elle  a  pour  valeur  zéro. 

On  conçoit,  en  effet,  dans  le  premier  cas,  que  a  —  bcosx  est 
toujours  de  même  signe  que  a,  et  qu'il  en  doit  être  de  même  de 
tous  les  éléments  de  l'intégrale  ;  donc,  dans  ce  cas,  l'intégrale  doit 
avoir  une  valeur  différente  de  zéro  et  de  même  signe  que  a.  Dans  le 
second  cas,  a  —  bcosx  change  de  signe,  et  rien  n'empêche  que 
les  éléments  de  signe  contraire  ne  se  détruisent. 

Pour  b  =  a,  on  a 

Jr>7r«(i  —  cos.r)dx_     i       rn  _    u 

0      1a2  (i  —  cos.r)  ~"2«J0  rta 

I.  if 
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La  comparaison  de  ces  trois  cas  montre  que  (fig.  26),  si  l'on 
fait  varier  b  d'une  manière  continue  depuis  une  valeur  moindre 
numériquement  que  a  jusqu'à  une  valeur  plus  grande,  l'intégrale 

b  cos  x  )  dx 


J™  n     l'a  —  b  cos  a 
2 û 
a~ —  lab  cos, 


prendra,  pour  b  =  a —  h,  a,  a-\-h,  les  valeurs  -5  — •>  o.  Ce  sera 
donc  une  fonction  discontinue  de  b.  Si  l'on  prend  b  pour  abscisse 

Fig.  26. 


£A' 


2a  1   , 


ic____J 


AI? 
'  2a 


C{  D^ 

0  a  b 


et  la  valeur  de  u  pour  ordonnée,  la  ligne  qui  représente  cette 
fonction  se  composera  de  trois  portions  de  droite,  dont  l'une  A' A 
est  de  longueur  ia,  et  les  deux  autres  CD,  CD'  sont  indéfinies 
chacune  dans  un  seul  sens  ;  et,  de  plus,  des  deux  points  B  et  B'. 

460.  Si  f  [x)  est  une  fonction  paire  de  x  [288],  et  que  l'on 
intègre  cette  fonction  entre  deux  limites  égales  et  de  signe  con- 
traire —  a  et  +  a,  on  a 

f(x)dx  =    l      f  [x]  dx -h     I         f(x)dx 
-  a  J —  a  J 0 

=  -    f°f{x')dx'+   faf{x)dx, 
en  posant  x'=  —  x,  ou  enfin 

f(x)dx=zi     j       fi^X^jdx. 
-  a  J 0 

On  peut  arriver  à  cette  formule,  en  remarquant  que,  la  courbe 
y  =  f(x)  étant  symétrique  par  rapport  à  l'axe  desjy,  les  aires  des 
deux  parties  comprises  entre  cet  axe  et  les  ordonnées  correspon- 
dantes ài  =  ±fl  sont  égales. 
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On  a  ainsi 

r+a     dx      _    frt     dx 

J—  a     \  a1  —  x%  J  o     V al  —  x* 

r+a    dx  ra    dx 

I  =  1  I      =  i  arctangrt, 


[  clx        -^   f™ 

J_  M       I  -H  x2  ~~  V0        I 


dx 

»  =  w. 


461.    Si  /"(x)    est  une  fonction  impaire  de  .r,    de   sorte  que 
/  ( — ■  x)  =  — f{x)i  on  verrait  de  même  que,  en  posant  x  =  —  x, 

/-+-  a  />0  n-\-  a 

f{x)dx  =  f(x)dx+  f{x)dx 

-  a  J —  a  J  a 

=  -  f.[-f(x')]dx'-h  C  f[x)dx  =  o. 
On  a,  de  cette  manière, 

/-+-  a  n- 

sin2  *+1  x  dx  =  o ,       / 


œ    x%dx 

o. 


x"  -+-  a" 


462.  SiFona/^aa —  x)  ~f(x),  en  faisant  alors  x — a=y, 
il  vient  f(a  — y)  =zf(a  -h  y),  et  par  suite  J  (a  -rj)  est  une  fonc- 
tion paire  de  y.  On  a  donc  alors 

f-4-  b  nb 

f[a  +  y)dy  =  i  \     f[a-hjr)djr, 
—  b  Jo 

c'est-à-dire 

Jfta  -+-  b  r>a  -+-  b 

/(  x  )dx  =  h.  j  f{  X  )  dx. 

a  —  b  J  a 

Pour  b  =  a,  cette  formule  devient,  en  posant  ici  — -x  =  z, 

nia  nia  nia 

i       f[x)dx  =  i  j       f[x)dx  =  i  j       f[ia  —  x)dx 
J  o  J  a  J  a 

=  a  f°f{z)d{-z)  =  i  Çaf[x)dx. 

J  a  Jo 


H.  —  Cours  de  Cale,  irifîn.,  I. 
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Ainsi,  de  la  relation  sin  (tt  —  x)  =  sinx  on  tire 

/[sin(7r  —  x)]=f{smx), 
d'où 

J     f[smx)dx  =  i  I     f(sinx)dx, 

«.    O  J 0 

et,  en  particulier, 

r*  ■  r2  ■ 

I       suiOTxà  — 2  /      smmxdx. 

i/O  i^O 

463.   Si  l'on  a  J'y  2 a  —  x)  =  — f{x)j  ou?  en  posant  x—  a  —  y, 
j\a  — y)  ~  — 'f{a~^~j)j  on  trouvera  de  même 


/*-+-  b  na  -+-  b 

/         /(«-i-  l)dj=  f{x)dx=o, 

J-b  Ja  —  b 


>a  -h  b 
'a  —  b 

et,  en  particulier, 


>2« 

)  dx  =  o . 


/         /(*)' 
«/  o 

Ainsi,  y  désignant  une  fonction  impaire,  on  a 

I      f[cosx)dx=o,        I       cos2/+lxdx  =  o. 

J  O  J  0 

464.  Les  formules  de  réduction  successive  des  intégrales  peu- 
vent souvent  se  simplifier  pour  certaines  valeurs  des  limites  de 
ces  intégrales.  Ainsi,  de  la  formule  (3)  du  n°  443, 

[m  -+-  ?i  )  J*  s'mm  x  cosn  x  dx  =  —  sin"!— l  x  cos""1-1  x 

-t-  [m  —  i)J,sm'"~2xcos'lxdx, 

on  tire,  en  supposant  m  <—  î  et  n  -j-  i  positifs, 

[m -r- n)  j      s\n"lxcosnxdx=  (m  —  i)  /      sm'"~2xcosnxdx. 

i/O  i/O 

Si  Ton  suppose  ji  =  o,   et  que  l'on  fasse  Am  =  /      s'mm  x  dx  ,    on 

I/O 
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aura 

m  —  i  m  —  3 

ce  qui  nous  ramène,  pour  m  impair,  à  A,  =  i,  et,  pour  m  pair,  à 
A0  =  -  •  Par  conséquent,  on  aura 

Jsin2/'+1  xdx  =  ,,    I" ^-^ r  > 
0                                             3.5.7..  ■(**-+-!■) 


£ 


.     ,k         ,  1.3.5.  .    .{ik  —  l)     7T 

sm-hxdx  = .  n •  — • 

2 . 4  •  o . . .  2  A"         2 


465.   On  peut,    sans    avoir   besoin   de    calculer    une    intégrale 

rx  ... 

/      f(x)dx,   obtenir  des  limites  entre  lesquelles  sa  valeur  est 

Jx0 

comprise. 

Soient  <?(x),  x{x)  deux  fonctions  que  l'on  sache  intégrer,  et 
telles  que  l'on  ait  constamment,  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  x0  et  X, 

f(*X/(*Xx(*). 

Les  intégrales 

Je»  X  /» X 

x0  J  xa 

dont  la  première  a  tous  ses  éléments  positifs,  la  seconde  tous  ses 
éléments  négatifs,  seront  l'une  positive,  l'autre  négative.  On  aura 
donc  la  double  inégalité 

J/»X  i^X  ^»X 

ï(x)dx<    !       f[x)dx<C  x[je)dx. 

xa  Jx0  Jx0 

Exemples.  —  I.   On  a,  pour  À2  <^  1  et  o  <^  cp  <^  -5 


1  ^>  ^1 — k'1  sin2  y  ~^>  cosij), 
et  aussi 

y  1  —  A9  sin2  y  >>  1  —  A-2  sin"2  y  ; 


28. 


436  LIVRE    II.    —    CHAP.    III,    §   V. 

donc 


et  aussi 


/  <T  /     = •  arctane(V i  —  X2 . tango). 


/i  —  A-2  sin2  r    "  Jo    l  —  x  "2  sin2  f      Z1  —  X'2 
En  particulier, 


2       Jo      \/i 


< 


y/ 1  —  X-2  sin2  ©        2  y/ 1  —  X-2 
II.   De  même, 

r?     , = —     /> 

o^>  I      d'f  y/i  —  A2  sm2ç  ^>  J      cosad'f  =  sin  y, 
i/o  «-  o 


et  aussi 


X'f f*f                                                            /              /}2\  yj-2 

cfy  \j  1  —  X-2  sin2  f  ^>  /      (1  —  A2  sin2  y)«fo=    1 )  ?  +  4-  sin  -2  y . 

En  particulier, 


~^>j      dm  y/ 1  —  X2  sin2  y  ^>  1 ,     et       /      <fy  y  1  —  X2  sin2  o  ^>  I  1 

III.   Pour  772  positif  et  x  compris  entre  o  et  -•>  on  a 

sin2"'-1  x  >  sin2'"  a;  >  sin2'"+1  x ; 
donc  l'intégrale 

1.3.5.  .  .  (  2  w  —  1  )   t. 


r 


sin2  '"  xdx  = 


,  4  . 6 .  .  .  2  m  2 

est  comprise  entre  les  deux  intégrales 


r2    .  „      ,      ,         2.4.6.  .  Jim  —  2  ' 
O.5.';...     2/72  —  I 


r- 


2  .  4  •  6  •  •   •       2/77 

sin2/"+1a7^- 


3.5.7...  (  2  /»  -+■ 
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Le  rapport  — -  —  de  ces  deux  dernières  intégrales  a  pour  limite 

l'unité,  lorsque  m  croît  indéfiniment  ;  donc,  à  plus  forte  raison,  le 

rapport  de  (i)  à  (3)  a  pour  limite  l'unité,  d'où  l'on  tire  la  formule 

de  Wallis 

7r       ,.     1. 1. 4. 4-6.6.  .  .1  m.  h  m 

—  =z  hm — — • 

i  i .  ô .  3 . 5 , 5 . 7 . . .  (  a  m  —  i  ) .  (  i  m  -+-  i  ] 

466.   Une  fonction  f  (x)    devenant   infiniment   petite    pour  x 
infiniment   grand,    proposons-nous    de  reconnaître  si   l'intégrale 


J 


f  [oc)  dx  a  ou  non  une  valeur  finie. 

Pour  cela,   soit  n  l'ordre  infinitésimal  de  f{oc),  en  prenant  - 
pour  base  des  infiniment  petits,  de  sorte  que  l'on  ait  (184) 

x 

f(.v) 
Supposons  que  lim—^— ait  une  valeur  finie,  et  que  l'on  ait  toujours, 


, x 
pour  a  <^  x  <^  '-£> 


m  M 

m  <>»/(*)<  M,     ou     -_</(*)<_. 

Alors,  d'après  le  numéro  précédent,  on  a,  pour  X  ^>  a, 

Ja         -*■  Ja  J  a         ^ 

donc  la  valeur  de  /       /{oc)  dx  est  comprise  entre 

1       \  M        /       T 

et 


n  —  i  {a'1-1        X'1"1/  n  —  i\a'1-1        Xre- 

Si  n  est  <^  i ,  ces  deux  limites  sont  infinies  en  même  temps  que  X. 
Mais,  si  n  est  ^>  ! ,  ces  deux  limites  sont  finies  pour  X  =  co  ;  donc 

Jf»00 
f(oc)  dx  est  infinie  pour  n  <^  i ,  finie  pour 
a 

n *>  i. 
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Pour  n  —  i,  les  deux  intégrales  de  comparaison  deviennent 

.     x  «-1      x 

m  log  —     et      M  log  —  » 

et  sont  infinies  pour  X  =  co  ;  donc  alors  /     f[x)  dx  est  infinie. 

Si  — - — -  avait  une  limite  infinie  ou  nulle,  on   serait  dans  un  cas 

douteux,  et  l'on  chercherait   alors   à  lever  l'indétermination,    en 
introduisant  [187]  des  infiniment  petits  d'ordres  logarithmiques. 
On  voit  l'application  immédiate  de  cette  règle  à  l'évaluation  des 
aires  asymptotiques  des  courbes  [456,  I]. 

467.  Lorsqu'une  fonction  f(x)  devient  infinie  entre  les  limites 
x0  et  X,  nous  avons  vu  [458]  que  cette  intégrale  peut  dépendre  du 
rapport  indéterminé  de  deux  infiniment  petits.  Il  y  a  des  cas  où 
l'intégrale  est  indépendante  de  ce  rapport,  et  où,  par  suite,  sa  valeur 
est  complètement  déterminée. 

En  omettant,  pour  abréger,  la  différentielle  ^(.r)  dx,  nous  avons 

fX 
défini  l'intégrale  i       comme  la  limite  (si  elle  existe)  de  la  somme 

et  /         ,  a  étant  la  valeur  de  x  pour 

a-„  *J  a  -4-  s 

laquelle/ (x)  est  infinie.  Voyons  à  quelles  conditions  cette  quan- 
tité  peut  être  indépendante  du  rapport-  des  infiniment  petits  $,  e. 
Cette  somme  peut  s'écrire 

Ji^a  —  y  r>a  —  S  /»  «  -t-  y  /»  X 

x0  *J  a  —  y  «/«+£  <J  a-\-  y 

y  étant  un  nombre  infiniment  petit.  La  partie 


X 


qui  ne  dépend  que  de  la  seule  variable  y,  a  généralement  une  limite 
déterminée,  que  Cauchy  appelle  la  valeur  principale  de  l'inté- 
grale proposée.  Il  s'agit  de  savoir  si  l'autre  partie,  celle  d'où  provient 
l'indétermination,  et  que  Cauchy  désigne  sous  le  nom  à? intégrale 
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singulière,  savoir,  la  somme 

S 


Jr*a  —  à  r*a  -{-  y 

a  —  y  «7  a  -f-  s 


a  une  limite  nulle  ou  différente  de  zéro. 

D'après  la  formule  démontrée  au  n°  283,  V,  si  «  est  une  quan- 
tité prise  en  dehors  des  limites  A  et  B  de  l'intégration,  et  \  une 
moyenne  convenablement  choisie  entre  ces  mêmes  limites,  on  a 

-B  />B 


«/A  «/A  *  ~~  rt 


,      B  —  « 

log 


En  faisant  A  =  a  —  y,  B  =  rt  —  §,  lim  (x  —  a)f(x)  ==  f,  on  aura 

x=a 

donc 

/"(.r)  <ate  =  f  .lim  log  -  5 

a  —  y  l 

la  quantité  f  étant  la  limite  vers  laquelle  tend  (x —  a)f(x), 
lorsque  x  s'approche  de  a  en  passant  par  des  valeurs  inférieures 
à  a.  De  même,  si  f;  est  la  limite  de  (x  — a)f(x)  pour  des  valeurs 
de  x  supérieures  à.  a,  on  aura 


Jn  a-hy 
f(.x)dx  =  VMm\ogï; 
a-hs 


donc  la  partie  qui  contient  l'indétermination  se  trouvera  mise  sous 

la  forme 

S  y 

f .  lim  log  — \-  f  .  lim  log  -  ; 

7  £ 

ou  plus  simplement,  lorsque  f  sera  égal  à  f, 

f  .lim  log  -• 

Si  f  et  f  sont  nuls,  ce  qui  arrive  lorsque  f(a  ±  £)  est  infiniment 
grand  d'ordre  moindre  que  l'unité  par  rapport  à  £  pris  pour  base 
des    infiniment    petits,    alors   l'indétermination    disparaîtra,    et 

!     f(x)dx  aura  une  valeur  déterminée.   Dans  le  cas  contraire, 

Jx, 

l'intégrale  sera  indéterminée. 
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468.  On  peut,  de  même,  se  proposer  de  reconnaître  si  l'intégrale 

I     f[x)dx  a  ou  non  une  valeur  déterminée,  lorsqu'une  de  ses  li- 

miles  ou  toutes  les  deux  deviennent  infinies,  et  qu'en  même  temps 

la  fonctiony(x)  devient  infiniment  petite;  on  complétera  ainsi  les 

considérations  du  n°  466. 

/•x 
Si  la  limite  inférieure  x0  devient  —  :©  ,  l'intégrale    /        sera    la 

Jx0 

fx 

limite  vers  laquelle  tend  l'expression    /      ,  d  étant  un  infiniment 
petit  positif.  Si  X  aussi  devient  infini,  l'intégrale  sera  la  limite  de 
,  £  étant  un  autre  infiniment  petit  positif.  L'intégrale    / 

à 

pourra  s'écrire  sous  la  forme 


\  o  y  y 

-h  - 

y  étant  encore  un  infiniment  petit  positif.  La  partie  1         ,  dépen- 

7 

dante  de  la  seule  variable  y,  aura  généralement  une  limite  déter- 
minée. Il  faut  voir  maintenant  si  la  partie  restante 

aura  ou  non  une  limite  nulle. 

Si  les  limites  A  et  B  sont  de  même  signe,  on  aura  [283,  VI] 
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d'où  l'on  conclut,  en  posant  lim  xf[x)  =  F,  liai  xfix)  =  F', 

I  I 

—  -h- 

/*        y  »  '  /»         s 

lira   !         f(x)dx  =  F.\lm\og-->     lim  /         f[x)dx  =  F'  .lira  log  -; 


donc  la  partie  qui  contient  l'indétermination  se  trouvera  mise  sous 
la  forme 

3 

F .  lim  log  -  H-  F' .  lim  log  - ? 


qui  devient,  pour  F'  =  F, 


3 
F. lim  log-. 


Si  F  et  F'  sont  nuls,   l'intégrale,  prise  entre  les  limites  —  x   et 
-t-ao  ,  sera  généralement  déterminée  ;  sinon  elle  sera  indéterminée. 

469.  Exemples.  —  I.  Soit  l'intégrale    /  —  ■>  où  la  dif- 

c/_a      y/a'2—  x'2 

férentielle  devient  infinie  pour  x  =  ±.a.   Cette  intégrale   est  la 

/*-+-«  ~e       d.r. 
limite  de    /  —  }  pour  §  et  s  infiniment  petits  positifs. 

J —  a  +  S    \a-  —  ,r2 
Or  on  a 

/•»-(-« — £  n — a-\-y  f*~k-a  —  y  r* -\- a — j 

v — «  +  (?  t/  —  a-i-S  t/  —  a-\-y  %J-\-a  —  y 

L'intégrale 

r+a~v      dx  .     (        y\  .    I  7\ 

I  -  =  arc  sin     i —  arc  sin  —  i  H 

J-a  +  y    sla*—.x*  \      .   «/  \  a) 

a  une  limite  déterminée  7T.  On  a  ensuite 

..        x-\-a  ..  j.v  H-  a 

lim  ■  =  lim  t  /  =  O, 

x= _„  ^2  _  *«     ,= _a  y  x  —  « 

et  de  même 

.r  —  « 


lim 


/       9  9 

jc=+a  ya~  —  -T.~ 

Donc  la  partie  qui  contiendrait  l'indétermination  disparaît. 
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Nous   avons  vu  [458]  qu'il  n'en  est  plus  ainsi  pour  l'intégrale 

J-a       x 

II.   Considérons  l'intégrale 

dx 


r 

V  o 

L'intégrale  prise  entre  les  limites   zéro  et  -  a  pour   expression 

-  arc  tanff  (  -  )  »  et  sa  valeur  limite  est  —  •  Ensuite,  la  valeur  limite 
a  \y J  2« 

de  x  — -;  pour  x  —  oo  ,  est  nulle.  Donc  la  partie  indéterminée 

x1  -t-  a1     x  x 

disparaît. 

/*  +  G0    xdx 

III.  Au  contraire,   si  l'on   donne   l'intégrale    /  -% ^'   la 

«/_  oc   ^-  +  «2 

1  1-         •  l  I  T         • 

partie  prise  entre  les  limites et  H —  aura  pour  limite  zéro 

7  7 

[461].   Mais  l'expression  xf(x)  =  — — — -  ne  tend  pas  vers  zéro 
pour  x  infini,  et,  par  conséquent,  l'indétermination  subsiste. 

IV.  Soienty(x)  etcf(x)  deux  polynômes,  dont  le  second  f(x), 
égalé  à  zéro,  n'ait  aucune  racine  réelle,  et  supposons  le  degré  de 

fix)  moindre  que  celui  de  y{x).  On  pourra  mettre  [417]  la  frac- 

f(x)  .     . 

tion  sous  la  forme 

?  H 

,   .  f[x)  _       2A(.r  —  a)  2BZ» 

^'  7W  ~~  [x  —  aY -+- b*  +  {-v  —  aT  +  b%  +  "  ' 

Or,  pour  .r  =  ±  go  , 

f       2A(.r-«)    1  T  2B/;         "j 

iUïl       X'  . r^r '—        =  2  A,        lim       X-   . rr -         =  o. 

On  en  conclut  que  l'intégrale 


I 


r/„e 
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2  (A 


Km  locr-  -f-  277 (B  H-  B' 


Si  la  différence  des  degrés  de  f  (x)  et  de  <p  [x]  est  plus  grande  que  l'u- 
nité, on  voit  alors  aisément,  en  identifiant  les  deux  membres  de  (i), 
que  la  somme  des  coefficients  A,  A',  ...  est  nulle.  Donc  dans  ce 

cas,  et  dans  ce  cas  seulement,  l'intégrale    /  ;'  ;  dx 

J-  oo       ?  ix) 

leur  déterminée,  égale  à  2  7i(B  -f-  B'-f- .  .  .). 


a  une  va- 


§  VI. 

DIFFÉRENTIATION    ET    INTÉGRATION    SOUS    LE    SIGNE   J. INTÉGRALES 

DOUBLES;     INTÉGRALES    MULTIPLES. 

470.   Soit  f{x,  a)  une   fonction   des   deux  variables    indépen- 
dantes x  et  a.  L'intégrale  définie 


•< 


f[x,  «)  dx 


sera  une  fonction  de  a  et  des  deux  limites  x0  et  X,  ces  trois  va- 
riables pouvant  être  d'ailleurs  ou  indépendantes  ou  liées  entre 
elles  d'une  manière  quelconque.  Donc  la  différentielle  totale  de 
cette  intégrale  aura  pour  expression 

.  du  du  du 

au  =  —  av.  -j-  - —  dx,  -f-  -r==  dX. 
dv.  Ôx0  dX 

Calculons  les  trois  termes  de  cette  différentielle. 

Si   l'on  représente  la  fonction  f(x,  a)    par  l'ordonnée  d'une 

Fig.  27. 


A   A 


courbe  BD  {fig.  27),  u  représentera  l'aire  de  cette  courbe  com- 
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prise  entre  les  ordonnées  AC,  BD  qui  répondent  aux  abscisses  x0 
et  X.   Si  a  se  change  en  a  •+-  dct,  la  fonction  f(pc,  a)  croîtra  de 

daf[x,  a)  =  — V~^~  dot,  et,  par  suite,  l'aire  de  la  courbe  croîtra  de 


la  quantité 

•r 


Ou.  ./  des 


qui  est  la  mesure  du  segment  infiniment  mince  BFHD.  Six0  devient 
:r0  H-  rfj?o>  l'aire  sera  diminuée  du  trapèze  infiniment  petit  ABEA', 
qui  a  pour  dimensions  AA'=  dx0  et  AB  =f(x0,  a);  donc 

—  dx0  =  —  /(x0,  K)<Zr0. 

Enfin,  si  X  croît  de  CC'  =  rfX,  on  verra  de  même  que  Faire 
croîtra  de 

Donc  l'accroissement  total  de  l'aire  est,  en  négligeant  les  infi- 
niment petits  du  second  ordre, 

du  =  da.  \       ■ ~ —  do-,  —  f(x0,  v.)dxQ  -f-  /"(X,  a)  fZX, 

et  sa  dérivée  par  rapport  à  a  a  pour  valeur 

—  =   \       ■ dx  —  /  ,r0,  a)  - h  /    X,  a)  —  • 

d«      J^         du.  v        '  d«  v  d« 


Si  les  limites  x0,  X  sont  indépendantes  de  a,  alors  l'expression 
se  réduit  à 

du        rxdf[x,x) 


)u  _  r 


d«     J„         ôk 


dx. 


c'est-à-dire  que,  pour  difFérentier  l'intégrale  m  par  rapport  au  pa- 
ramètre a,  il  suffit  de  difFérentier  par  rapport  à  ce  paramètre  la 
quantité  sous  le  signe  y. 

Il  faut  remarquer  que  cette  formule  n'est  applicable  que  dans 

le  cas  où  la  fonction  jouit,  comme  la  fonction  fix,  a),  de 
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la  propriété  de  ne  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  de  x  com- 
prise entre  les  limites  x0  et  X,  et  pour  la  valeur  de  oc  que  l'on  con- 
sidère, ou  du  moins  lorsque  l'intégrale  indéfinie  /      '  ''  '    -  dx  est 

J  O  a. 

finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  considérées  de  x  et  de  a. 
Dans  le  cas  contraire,  on  devra  discuter  la  valeur  de  l'intégrale, 
comme  nous  l'avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent. 

471.   Une  intégrale  indéfinie   u=.Jf{x,  oc)dx  peut  se  mettre 
sous  la  forme 


dx  +  C, 


G  étant  une  constante  arbitraire.  On  a  donc,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, la  limite  supérieure  x  étant  supposée  indépendante  de  a, 

du      rxdf(x,«),  ,d*n.dc      r*df(x,«) 

da.  /  dry.  J  V    °'     '   du.  Ôry.  /  doc 

C  désignant  une  quantité  indépendante  de  x,   c'est-à-dire  que 

l'on  a 

du        (*d  f[x,  a) 


)u  _    Çdf{x. 
hr~~J       d*7 


dx. 

de 

Donc  la  règle  de  la  différentiation  sous  le  signe  y  s'applique  aussi 
à  une  intégrale  indéfinie,  dans  tout  l'intervalle  des  valeurs  de  x 
et  de  a  pour  lequel  la  fonctiony(x,  oc)  et  sa  dérivée  par  rapport 
à  a  ne  deviennent  pas  infinies. 

472.   Considérons  l'intégrale  définie    j     f(x,a)dx  —  u,  prise 

Jx0 

entre  des  limites  x0,  X,  indépendantes  du  paramètre  oc.  Si  l'on  dé- 
signe par  F[x,  oc)  la  fonction  dont  la  dérivée  par  rapport  à  a  est 
f(x,  oc),  alors,  d'après  le  numéro  précédent,  u  sera  la  dérivée  par 
rapport  à  a  de  la  fonction 


\dx 
Jx„ 
On  aura  donc 


fudv.=  f    F(.r,«) 
Jxa 

l  udu=   I  du\     l       f[x,  «)  dx     =r   /       dx       \f[xi  v)da.  j, 


446  LIVRE    II.    —    CHAP.    III,    §    VI. 

ce  que  l'on  écrit  plus  simplement,  en  supprimant  les  crochets  et 
convenant  que  chaque  signe  f  porte  sur  tout  ce  qui  le  suit,  consi- 
déré comme  un  résultat  d'opérations  effectuées, 

I  du  j      f[x,  u)dx  —   I       dx  lf{x,  a.)  du. 

Si    l'on    pose    maintenant  \f[x,ot)dot  =  j     f(x,  ex)  dx  -h  C, 

G  étant  une  quantité  indépendante  de  a,  on  aura,  G'  étant  une 
autre  quantité  indépendante  de  a, 

udct=  J  dx  j  f(x,  a)  do.  +  /  Cdx  =  /  <r£r  /  f(x,  a.)  de  -j-  C'. 
En  supposant  G  —  o,  et  par  suite  C'=  o,  l'intégrale  fudtx  se  ré- 

na. 

duira  à  l'intégrale  définie    /      uda.  On  aura  donc 

j       du  l      f{x,  a.)  d.x  =   j       dx  j      f(x,u)du. 

On  voit  donc  que,  si  a?  et  a  sont  deux  variables  indépendantes, 
et  x0,  X  et  <x0,  a  deux  systèmes  de  quantités  indépendants  le  pre- 
mier de  a,  le  second  de  x;  et  si  l'on  intègre  successivement  la 
fonctionna?,  a)  par  rapport  à  x  entre  les  limites  x0,  X,  puis  par 
rapport  à  a  entre  les  limites  a0  et  a,  la  valeur  de  Y  intégrale  double 
ainsi  obtenue  est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  effectue 
ces  deux  intégrations. 

C'est  dans  ce  théorème  que  consiste  la  règle  de  l'intégration  sous 
le  signe  y,  dont  nous  allons  montrer  l'interprétation  géométrique. 

473.    Soit  (Jig-    28)    une    surface    représentée    par  l'équation 

Fig.   28. 

y 
b 

dy 


z~f(x,y).  On  veut  trouver  un  volume  polyédral,  par  exemple 
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un  parallélépipède  rectangle,  équivalent  au  volume  compris  entre 
la  surface  et  le  plan  des  xy  d'une  part,  entre  le  plan  des  zx  et 
le  plan  y  —  b  d'autre  part,  et  enfin  entre  le  plan  des  zy  et  le 
plan  x  =  a. 

Partageons  le  volume  en  tranches  infiniment  minces  par  des 
plans  parallèles  au  plan  des  zx  et  correspondants  à  des  valeurs 
constantes  de  y.  L'aire  de  la  section  formée  par  un  de  ces  plans 
est  [236] 

Jr>  a 
zdx. 
o 

Cette  aire  est  une  fonction  de  la  coordonnée  y  de  la  section.  Le 
volume  de  la  tranche  comprise  entre  les  plans  menés  aux  distances 
y  et  y  -t-  dy  de  l'origine  diffère  infiniment  peu  de  celui  d'un  cy- 
lindre de  base  X  et  de  hauteur  dy.    On  a  donc,  pour  le  volume 

rb 

cherché,  V=  /     ïdy,  ou,  en  mettant  pour  1  sa  valeur, 

J 0 

V  =   /      dy  f      z  dx, 


o  J 0 


chaque  signe  d'intégration  portant  sur  tout  ce  qui  Le  suit,  consi- 
déré comme  résultat  d'un  calcul  effectué. 

On  aurait  pu  faire  la  sommation  dans  un  autre  ordre,  en  divi- 
sant le  volume  en  tranches  infiniment  minces  par  des  plans  paral- 
lèles au  plan  des  zy.    On   aurait   trouvé  de  cette  manière,  pour 

J,-»  a 
zdy,  et  pour  le  volume  total, 
o 

Jr»  a  r>  a  /»  b 

V dx  =  !      dx  j      zdy. 
O  J  Q  J  O 

Si  les  limites  inférieures,  au  lieu  d'être  x  =  o,  y  =  o,  étaient 
des  plans  quelconques  parallèles  à  ceux  des  zy  et  des  zx,  et 
que  le  volume  fût  compris  entre  les  deux  surfaces  z  —f(x,y), 
7j  =  F(x,y),  on  verrait  de  la  même  manière  que  la  mesure  de 
ce  volume  serait  donnée  par  l'une  ou  l'autre  des  expressions 


dy  \       (Z  —  z)dx,     V  =  /      dx  (Z  —  z)dy. 
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On  voit,  par  l'identité  des  valeurs  de  ces  deux  expressions,  que, 
lorsqu'une  double  intégration  doit  s'effectuer  par  rapport  à  deux 
variables  indépendantes  entre  des  limites  constantes,  c'est-à-dire, 
lorsque  les  limites  des  valeurs  de  chaque  variable  sont  indépen- 
dantes de  l'autre  variable,  on  ne  change  pas  la  valeur  de  l'intégrale 
double  en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations  :  ce  que  nous 
avions  démontré  par  d'autres  considérations  au  numéro  précédent. 

474.  Supposons  maintenant  qu'au  lieu  d'un  plan  y  =  Y,  paral- 
lèle au  plan  des  zx,  on  prenne  pour  limite  du  volume,  dans  le 
sens  des  y,  un  cylindre  parallèle  à  l'axe  des  z,  et  ayant  pour  équa- 
tion 

y  =  cp(.x). 

Si  l'on  décompose  le  volume  en   tranches  infiniment  minces  par 
des  plans  parallèles  au  plan  des  zy,  on  a,  pour  l'aire  d'une  section, 


:    f     zc?r=    f  ' 


?  GO 

zdy, 


la  limite  supérieure  n'étant  plus  ici  une  constante,  mais  une  fonc- 
tion de  x.  On  a  ensuite 

pO") 


\dx  =   !      dx  '     zdy 


Plus  généralement,  si  l'on  demande  le  volume  compris 

i°  entre  les  deux  surfaces        z  z=zf{x,  y),      Z  =  F  (or,  y), 
2°  entre  les  deux  cylindres    y  =  <j>  (.r),  Y  =  $  [x) , 

3°  entre  les  deux  plans  x  =  x0,  x  —  X, 


on  trouvera  de  même 

(Z  —  z)  dy  =   /     dx 


/•  .r  /iY  /iX  a»$(x) 

V=/      dx  (Z-z)dy=         dx  '     [F{x,y)-/(x,y)]dy 

t;  x„  Jy  t/r.         J a(x) 


On  ne  peut  plus  ici  intervertir  simplement  l'ordre  des  intégra- 
tions, comme  dans  le  cas  où  les  limites  sont  constantes  el  corres- 
pondent à  des  plans.  Supposons,  par  exemple  (Jîg-  29)  que  les 
limites  soient,  dans  le  sens  des  y,  y  =  0  et  y  =  4>(x).  On  aurait, 
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d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  en  commençant  par  intégrer  rela- 
tivement à  y  y 

\  zdy. 


t/X„  «-'  0 


Si  l'on  veut  commencer  par  l'intégration  relative  h  x,  en  décom- 
posant d'abord  le  volume  en  tranches  infiniment  minces,  paral- 
lèlement au  plan  des  zx,  il  faudra  considérer  le  volume  qui  a  pour 

F%.  29. 


base  le  quadrilatère  curviligne  ABFE  comme  la  différence  entre 
les  volumes  qui  ont  pour  bases  les  aires  ABFG  et  EFG.  Pour  ob- 
tenir le  premier  de  ces  volumes,  on  fera  varier  x  depuis  x0  jus- 
qu'à X,  puisj)'  depuis  zéro  jusqu'à  Y  —  ^(X),  d'où 


vol.  ABFE 


=  f«xf 


zdx. 


Pour  avoir  l'autre  volume,  il  faut  calculer  d'abord  l'aire  de  la 
section  parallèle  au  plan  des  zx,  et  comprise  entre  le  plan  AEG 
et  la  courbe  y  =  <P(x).  On  intégrera  depuis  x  =  x0  jusqu'à 
x  —  %(y),  x(t)  désignant  la  valeur  de  x  obtenue  en  résolvant 
l'équation  y  =  4>  (x)  par  rapport  à  x.  Ensuite  on  fera  la  somme 
des  tranches  entre  y==  OC  =y0  =  $(-^o)  et  y  ==  OD  =  Y  —  $  (X) , 
ce  qui  donnera 


vol.  EGF 


=  j      dy  j  zdx. 


Donc  enfin  l'expression  du  volume  cherché  V  sera 
Y  /.X  ^Y  rX(y) 


V—  /       dy  \       zdx—   /      dy  \  zdx, 
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et  l'on  voit  qu'elle  différera  par  la  forme  de  celle  que  nous  avions 
obtenue  en  faisant  les  intégrations  dans  un  autre  ordre. 

475.  Supposons  que,  au  lieu  du  volume  compris  entre  la  sur- 
face z  =f(x,y),  le  plan  des  xy,  et  quatre  plans  parallèles,  les  uns 
au  plan  des  zx,  les  autres  au  plan  des  zy,  on  cherche  la  masse 
d'un  corps  hétérogène  compris  entre  les  mêmes  limites,  et  dont  la 
densité  p  soit  une  fonction  continue  des  trois  coordonnées  x,  y,  z. 
On  décomposera,  comme  précédemment,  le  volume  en  tranches 
infiniment  minces,  parallèles  au  plan  des  zy  et  d'épaisseur  dx; 
puis  chaque  tranche,  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  zx,  en 
prismes  infiniment  minces,  de  base  dx  dy  et  de  hauteur  z;  et 
enfin,  chacun  de  ces  prismes,  par  des  plans  parallèles  au  plan 
des  xy,  en  parallélépipèdes  infiniment  petits  du  troisième  ordre, 
de  volume  dx  dy  dz. 

Si  le  corps  était  homogène,  la  masse  de  l'élément  de  volume 
dxdj  dz  serait  p  dx  dy  dz.  Comme  p  ne  peut  varier  dans  l'étendue 
de  cet  élément  que  d'une  quantité  infiniment  petite,  l'expression 
précédente  donnera  la  masse  de  l'élément  à  une  fraction  près 
d'elle-même  infiniment  petite,  de  sorte  qu'on  pourra  [195],  sans 
altérer  la  limite  de  la  somme  des  éléments  de  masse,  prendre  cette 
expression  pour  l'élément  qui  correspond  au  point  (x,  y,  z).  On 
n'altérera  pareillement  que  d'une  fraction  de  lui-même  infiniment 
petite  le  prisme  infinitésimal  de  hauteur  z  et  de  base  dxdy,  en 
négligeant  la  portion  du  corps  comprise  entre  la  surface  et  le 
dernier  parallélépipède  dx  dy  dz  contenu  dans  l'intérieur  du 
prisme;  donc  la  masse  du  prisme  sera  exprimée  par  l'intégrale 

I      p  dx  dy  dz  —  dx  dy  f  pdz, 

l'intégrale  étant  prise  en  ne  faisant  varier  dans  p  que  la  seule  coor- 
donnée z. 

Le  résultat  est  une  fonction  de  x  et  de  y.  Pour  avoir  la  masse 
de  la  tranche  d'épaisseur  dx,  on  fera  la  somme  des  masses  des 
prismes,  en  intégrant  cette  expression  par  l'apport  à,  y,  et  lais- 
sant x  constant,  et  l'on  aura  ainsi  l'intégrale  double 


«  /     dy  \ 


dx  I      dy  I  p  dz. 
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Enfin,  en  faisant  la  somme  de  ces  tranches,  on  aura,  pour  l'ex- 
pression de  la  masse  totale  du  corps,  Y  intégrale  triple 


dx  J      dy  !  pdz. 


Dans  cette  intégrale,  les  limites  de  x  étant  supposées  indépen- 
dantes de^,  et  celles  dej^  indépendantes  de  x,  on  pourra  inter- 
vertir l'ordre  des  intégrations  relativement  à  a:  et  ky.  Si  la  limite 
variable  f(x,  y)  de  z  était  remplacée  par  une  quantité  indépen- 
dante de  x  et  de  y,  on  pourrait  alors  intervertir  l'ordre  des  trois 
intégrations  d'une  manière  quelconque. 

476.  Il  est  maintenant  facile  de  voir  ce  qu'il  faut  entendre  par 
une  intégrale  multiple 

J/»X  pY  p\J         pT 

'      dx  j     dy.  .  .         du  j     dtf{x,  y,  ...,  u,  t], 

où  f(xy  y,  .  .  . ,  u,  t)  représente  une  fonction  continue  des  va- 
riables indépendantes,  en  nombre  quelconque,  x,  y,  ...,  u,  t, 
pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  ces  variables  compris  entre 
les  limites  entre  lesquelles  elles  peuvent  respectivement  varier,  et 
où  l'on  suppose,  de  plus,  les  limites  de  chaque  variable  indépen- 
dante des  variables  suivantes,  mais  pouvant  dépendre  des  va- 
riables précédentes. 

Pour  calculer  l'expression  (i),  on  intégrera  d'abord  la  fonction 
f(x,  y,  . .  . ,  u,  t)  par  rapport  à  t,  entre  les  limites  t0  et  T,  comme 
si  les  variables  précédentes  x,  y,  .  .  .,  u  élaient  des  constantes; 
on  obtiendra  de  cette  manière  une  fonction  des  variables  x, 
y,  .  .  .,  u.  On  intégrera  cette  fonction  par  rapport  à  u,  entre  les 
limites  u0  et  U,  comme  si  x,  y,  .  .  .  étaient  des  constantes,  et  l'on 
obtiendra  une  fonction  de  x,  y,  ...  indépendante  de  u  et  de  t, 
et  ainsi  de  suite. 

Si  les  limites  relatives  à  chaque  variable  étaient  indépendantes 
des  autres  variables,  on  pourrait,  comme  dans  le  cas  de  deux  va- 
riables, intervertir  l'ordre  des  intégrations  d'une  manière  quel- 
conque ;  de  sorte  que  les  intégrations  par  rapport  à  des  variables 
indépendantes  et  entre  des  limites  constantes  sont  des  opérations 

29. 
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jouissant  de  la  propriété  commutative,  ainsi  que  de  la  propriété 
associative. 

On  représente  souvent  une  intégrale  multiple,  sans  indiquer  les 
limites,  par  la  relation 

SSS-  •  -f{x,y>  z>  •  •  -)dxcfydz 

Mais,  si  les  limites  ne  doivent  pas  être  toutes  constantes,  il  faudra 
avoir  égard  à  la  remarque  que  nous  avons  faite  sur  l'ordre  des  in- 
tégrations. 

§  VII. 

CHANGEMENT    DE    VARIABLES    DANS    LES    INTÉGRALES    MULTIPLES. 

•477.  Changement  de  variables  dans  une  intégrale  double.  — 
Etant  donnée  une  intégrale  double  fff(x,  y)dx  dy,  dans  la- 
quelle x  et  y  peuvent  varier  dans  une  certaine  étendue,  considé- 
rons x  et  y  comme  les  coordonnées  d'un  point  du  plan;  f(x,y) 
comme  une  ordonnée  perpendiculaire  à  ce  plan,  élevée  au  point 
(oc, y).  L'intégrale  double  représentera  la  limite  d'une  somme  de 
prismes  infinitésimaux  ayant  pour  bases  les  divers  éléments  dx  dy 
de  la  portion  de  plan  déterminée  par  les  limites  de  l'intégrale,  et 
pour  hauteurs  les  valeurs  correspondantes  àef(x,y).  C'est  donc 
le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  la  surface  z  -=f(pc,y\  et 
le  cylindre  qui  a  pour  base  la  portion  de  plan  en  question. 

Supposons  maintenant  qu'au  lieu  des  coordonnées  rectangu- 
laires on  introduise  un  autre  système  de  coordonnées  u,  v.  On 
pourra  partager  la  base  du  volume  en  éléments  infiniment  petits. 


Fij;.  3o. 


par  deux  séries  de  courbes  ayant  pour  équations,  les  unes 
u=const.,  les  autres  v  =  const.  Calculons  l'expression  d'un  de 
ces  éléments  infiniment  petits;  il  ne  restera  plus  qu'à  la  multiplier 
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par  la  valeur  de  z  exprimée  au  moyen  des  nouvelles  variables,  et 
à  faire  la  somme  des  nouveaux  prismes  élémentaires. 

Soient  (Jîg>  3o)  x  =  o[u,  v),  y  —  y(u}  v)  les  équations  qui 
lient  les  nouvelles  variables  aux  anciennes.  Considérons  le  parallé- 
logramme infinitésimal  compris  entre  les  lignes  u  =  C,  u  =  C  +  du 
d'une  part,  et  entre  les  lignes  v  =  G',  v  =  C-\-  dv  d'autre  part. 
En  désignant  par  {x,  y),  (x^y^,  (x2,j2)  les  coordonnées  des 
sommets  A(u,  y),  A,  (11  ■+-  du,  u),  A2  {u,  u  4-  dv),  l'aire  du  paral- 
lélogramme, double  du  triangle  A  A,  A2,  sera  [126] 


x^—x    ji  —  y 
j  x%  —  x     y\_  —  y 


Or  on  a 

à?   ,  ày  7  df  . 

xy  —  x  =  —  du,     yi  —  y  =  ——  du,      x9  —  x  =  —  dv. 
ou 


du 


dv 


Js 


OC 


Donc 


chi  = 


dj_ 

du 

djç 

du 

dy 

àx 

dv 

dv 

d(f,y) 

dudv  --  —■ =7  dudv, 

d(u,  v) 


et,  si  F  (m,  u)  est  l'expression  de  f(x,  y)  au  moyen  des  nouvelles 
coordonnées,  l'intégrale  double  deviendra 

à  fox) 


ff> 


F  lu,  v 


à  lu,  < 


r  du  dv. 


On  déterminera  les  limites  des  intégrations  d'après  la  forme  du 
contour  de  la  base. 

Si  l'on  prend,  par  exemple,  pour  nouvelles  variables  x  et  t  =  '-•> 

on  aura  alors  x  ~  <p  (x,  t)  —  x,  y  —  y  (x,  t)  =  tx.   La  valeur  du 

déterminant  sera 

i     o  I 

t     x  |  -     ' 

et,  par  suite,  l'intégrale  double  deviendra 

JJj  [x,  tx}  x  dx  dt. 

Si  l'on  pose  x  =  r  cosp,  y  =  r  sin/j>,  le  déterminant  sera 

cos/>         ûv\p  I 
j  —  rs'mp     rcosp 
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et,  par  suite,  l'intégrale  double  prendra  la  forme 
Jff[r  cosp,  r  sinp)  r  drdp. 

478.  Changement  de  variables  dans  les  intégrales  multiples. 
—  Soit  T  une  fonction  des  variables  indépendantes  yt ,  . .  .  ,yn,  et 
considérons  l'intégrale  multiple 

V=ff...fTdIidX,...djrn, 

prise  entre  des  limites  quelconques.  Supposons  qu'aux  variables 
indépendantes^,  .  .  . ,  yn  on  veuille  substituer  d'autres  variables 
indépendantes  xiy  ...,  xn,  liées  aux  premières  par  n  relations 
données 

Xi  ==Ji  (^1 1    •  •  ■  i  x?i)i  J 

ou  >  [i  =  I,  2,   .  .  . ,  n). 

Fi  (xu Xn,  JU    .  .  .,  Xn)  =  o,    | 

Commençons  par  transformer  ces  relations  comme  au  n°  31(3, 
en  leur  donnant  la  forme 

/¥\  I  Js  =  ?k[ju  xt->  •  ■  -,  xn), 


Xn  —  fn[yi r*-l.  *») 


Pour  intégrer  l'élément  Tdyt .  .  .  dyn,  il  faut  faire  varier  yn,  en 
laissant  y{,  ...,yn_,  constantes;  donc,  dans  la  valeur  àeyn  donnée 
par  la  dernière  équation  (i),  xn  devra  seule  varier,  et  l'on  aura 

L'élément  prendra  alors  la  forme 

dV  =  T  ~  dyx .  .  .  tfyn^i  dxn. 
Ôxn 

Il  faudra   ensuite    faire   varier  yn-\,   en  laissant  yt,  .  .  . ,  y~n-2< 
yn,  et  par  suite  aussi  xn  constantes,  ce  qui  donnera 

UJ  n  —  1  —     ■>  uxn  —  \i 

Oxn—l 


CHANGEMENT   DE   VARIABLES   DANS   LES   INTÉGRALES   MULTIPLES.      4^5 

et  l'élément  deviendra  ainsi 

,p      rr,  ày„-\   àfn 

d\  =  T - —  dj% .  .  .  dyn_,  dxn_^dxn. 

Oxll_l   ôxn 

En  continuant  ainsi,   on  finira  par   mettre  l'élément  dV  sous  la 
forme 


dV 


d.r1  Ô.rH 


d.r, 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  formule  (9)  du  n°  316, 


dV 


à  (.ru 


n  Jn  : 


dxt .  .  .  d-i 


Il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  cette  expression  par  rapport 
àj),  . .  . ,  xn,  entre  des  limites  dont  la  détermination  dépendra 
des  limites  primitives  et  du  mode  de  liaison  des  deux  systèmes  de 
variables. 

479.  Exemples.  —  T.  Soit  proposé  de  substituer  aux  variables 
xj  y,  z  les  variables  p,  q,  r,  liées  aux  premières  par  les  relations 

x  =  rcosp  coiq,     y  —  rsinp  cosq,     z  =  rsinq. 
Le  déterminant  fonctionnel  devient  ici 


cosp  cos<7 

—  rsinp  cosq 

—  7'  cosp  sin  q 


smpsmq        smq 
rcosp  cosq  o 

rsinp  sin  q     i-cosq 


cosq, 


et  par  suite 


T  dx  dy  dz  =  T  .  r2  cos  q  dr  dp  dq. 


II.  Si  l'on  cherche  le  volume  d'une  surface  de  révolution,  alors 
T=i,  et  l'on  peut  commencer  par  intégrer  relativement  à  p, 
entre  les  limites  zéro  et  2  7T,  ce  qui  donne 

V  =  léjff*  cosq  dr  dq. 

Soit  maintenant  p  —  f '(z)  l'équation  de  la  courbe  méridienne 
dans  son  plan.  Transformons  l'intégrale  de  manière  à  introduire  p 
et  z.  On  a 


r2  —  p-  +  z2,     tang<7  =  - , 

P 
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d'où  l'on  tire 

dq  — ■  zdp  -Y-  p  dz 

rdr  —  p  dp  -t-  zdz,      ■ —  = l— -— ! ; 

'      '  COS'q  p- 

donc  le  déterminant  fonctionnel  sera 


cos^  q 


rp- 
et  par  suite 


P     z 
z     p 


COS^(p2  +  ,2' 


—  - 1 


rp-  r 

V  =  2  TiJJp  dp  dz, 
ou  enfin,  en  intégrant  par  rapport  à  p,  de  zéro  à  p, 

V  =:  nj'p'^dz, 

formule  que  nous  établirons  plus  tard  directement. 

§  VIII. 

MÉTHODES    SPÉCULES    POUR    LE    CALCUL    DES     INTÉGRALES    DÉFINIES. 
PROPRIÉTÉS    DES    INTÉGRALES    EULÉRIENNES. 

480.  Nous  avons  vu  comment,  connaissant  l'intégrale  indéfinie 
d'une  fonction,  on  en  peut  déduire  l'intégrale  définie  de  cette  fonc- 
tion, prise  entre  des  limites  données  quelconques. 

Mais  il  y  a  beaucoup  d'intégrales  définies  que  l'on  peut  calculer 
entre  certaines  limites,  sans  avoir  besoin  de  connaître  l'intégrale 
indéfinie.  Nous  allons  exposer  quelques-unes  des  méthodes  que 
l'on  peut  employer  dans  ce  calcul,  et  qui  peuvent  même  servir, 
dans  certains  cas,  à  faciliter  la  détermination  de  l'intégrale  indé- 
finie. 

Les  méthodes  dont  nous  parlerons  ici  sont  celles  de  la  différen- 
tiation  et  de  l'intégration  sous  le  signe  f,  et  celles  qui  sont  fon- 
dées sur  la  transformation  d'une  intégrale  simple  en  intégrale 
double. 

481.  La  différentiation  et  l'intégration  sous  le  signe  f  four- 
nissent un  procédé  de  calcul  pour  les  intégrales,  tant  définies 
qu'indéfinies.  Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  un  certain 
nombre  d'exemples. 
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T.   En  désignant  par  a  une  constante  positive,  on  a 

fe-«x  dx  = h  C,         /       e—*dx  =  -  • 

Vo 

Si  l'on  différentie  n  fois  chacune  de  ces  intégrales  par  rapport  à  a, 
on  en  tire 

fe-*xndx  =  (—  i)»+1D2  —  -  -h  C  =  —  e-a^(.r  —  Da)«  -  +  C, 


£ 


-Mxndx  =  [  —  i)»Di?  -'-  =  T  ' 2  "  -  ■ 


Si  l'on  pose  e  x  =  j-,  ces  formules  pourront  s'écrire   sous   la 
forme 


fi 


>gr)w<r  =  D2^-  +  c, 


jC 


j;-1(iogr)B4r  =  (-i)B  --^-: 


et  ces  dernières  se  tireraient  directement  par  différentiation  des 
valeurs  des  intégrales    fya~~idy,    j      y*~idy. 

J  L     O 

II.  Si,  au  lieu  de  différentier  les  intégrales  définies  précédentes 
par  rapport  à  a,  on  les  intègre  par  rapport  à  ce  paramètre  entre 
les  limites  a  et  b,  il  vient,  par  la  règle  de  l'intégration  sous  le 
signe  y,  a  et  h  étant  positifs, 


J, 


r»«i  p-ax e— bx  ,  "•  '    yl>  ya  (jy  £ 

dx  =   /       : — - : —  log  -  • 

x  I  n?  y        y  a 


i»gj    r 


On  obtient  ainsi  la  valeur  d'une  intégrale  définie,  prise  entre  des 
limites  favorables,  quoique  l'intégrale  indéfinie  correspondante 
constitue  une  transcendante  irréductible  aux  fonctions  élémen- 
taires. Nous  verrons  de  nombreux  exemples  de  cas  analogues. 

III.   Pour  a)>o,  ona 


L 


dx               i                        x                       C1**      dx  rr 
=  —  arc  tancr  —  +  G,        /      — r =  — =' 

+  K         s/k  s/k  J0     ^  h-  «         2  Ju 
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En  différentiant  n  fois  par  rapport  à  oc,  il  vient 


/. 


dx                  { —  i)n    _„  /  i  x    . 

—, ^zr  =  J —  D«     —-  arc  tang  —  ) -h  C, 


f 


dx  1,3. 5.  ..(27?  i' 


2. 4-6. . . in 


ia      2 


Si,   au  lieu  de  différentier  l'intégrale  définie,  on  l'intègre  par 
rapport  à  a.  entre  les  limites  a  et  b,  il  vient,  a  et  b  étant  positifs, 


f 


x}  -\-b  -  - 

f/,r  log  — =Tc[Jb  —  Ja  ) , 

x2  ■+-  a  v  v 


TV.  Nous  avons  trouvé  [456,  IV],  a  étant  positif, 


f 


e—  a*  gJn  £r  cix 


tf2  +  ô2 

a2  -f-  ¥ 


On  tirerait  de  ces  intégrales  une  infinité  d'autres,  en  les  diffé- 
rentiant un  nombre  quelconque  de  fois  par  rapport  à  a  et  par  rap- 
port à  b. 

En  les  intégrant  par  rapport  à  a  entre  les  limites  positives  a  et  A, 
il  vient 


f. 

i 


e-kx  A2  +  Z>- 

cos  bxdx  =  -  loi. 


x  2         a-  +  b~ 

co  e—ax e—  Kx  j^  (f 

sin  b  x  dx  =  arc  tang  —  —  arc  tang  T  ■ 

x  b  b 


Si,   dans   ces  dernières  formules,   on  fait  tendre  a  vers  zéro, 
A  vers  l'infini,  on  trouve,  à  la  limite, 


r^cosbx  r 

/    -7-  dx  =  *> .     / 


smbx    ,  .    t 

—  dx  =  zt  -  5 
c  2 


en  prenant,  dans  la  seconde  formule,  le  signe  -h  ou  le  signe  — , 

suivant  que    b    est   positif  ou  négatif.    On    voit    que   l'intégrale 

1  sin  b  x  ,  , , .      ,       ,  •  /       1 
dx  est,   comme  l  intégrale  que  nous  avons  traitée  plus 


f 
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haut  [459,  III],  une  fonction  discontinue  de  b,  égale  à pour 

toutes  les  valeurs  négatives  de  cette  variable,  à  +  -  pour  toutes 
les  valeurs  positives,  et  évidemment  à  zéro  pour  b  =  o. 

482.  Une  autre  méthode  de  calcul  des  intégrales  définies  est 
fondée  sur  la  transformation  d'une  intégrale  simple  en  intégrale 
double.  On  évalue  ensuite  celle-ci  par  l'interversion  de  l'ordre  des 
intégrations,  après  avoir,  s'il  y  a  lieu,  changé  de  variables. 

Exemples.  —  I.   Nous  avons  vu  que,  pour  a  ^>  o,  on  a 

-  =  /       e~°-ydy. 
«       Je 

£    sin  h  oc 
dx,  écrire,  à  la  place  du 
X 

r        .  /.ce 

lacteur  -5  l'intégrale  /      e  xy  dy,  ce  qui  donne,  en  intervertissant 

J  O 

l'ordre  des  intégrations,  et  d'après  [456,  IV], 

C'^smbx  rr~   •    ,       ,     f  °°  /»«>/.» 

/       dx  =  /       sin  b  x  dx  I       e~x3  dy  =   I       dr  I       e~x>  sin  o  x  dx 

Jo  x  J o  J  o  Jo  Jo 

Jo      y  +  b         2 

suivant  que  b  est  ^>  ou  <C  o,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous 
avons  trouvé  dans  le  numéro  précédent. 

II.  De  l'intégrale  que  nous  venons  de  calculer  on  peut  déduire 

Fig.  3i. 


y 
l 

1 

il 

2"^ 

|i 

i  2 

i 

-i         O        +1 

la  suivante  : 

r^sin.r              ,         i   Psmfi  +  ajx   , 
/       cosaxdx  =  -  I       ! —  dx 

Jo        x  Vo  x 


i/      ^-a)xdx 

2.L  X 
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Les  deux  intégrales  du  second  membre  ayant  pour  valeurs  ±  y> 

suivant  le  signe  1  =t  a,  on  en  conclut  facilement  que  la  fonction 

discontinue  de  a,  y  =  -  /      — -  cosaxdx  prend   (fîg.  3i)  pour 
-J0       x 

a  <^  —  i ,   =  —  i ,   ]>  —  i      et     >  +  i,  =+1,  >  +  i 

les  valeurs  respectives 

r  i 

o,  -•>  I,  -i  o. 

2  2 

483.   Soit  l'intégrale  définie  u=  I      ILdx,  X  étant  une  fonction 

J  a 

donnée  de  x.  Cette  intégrale  peut  aussi  s'écrire  sous  la  forme 
u=i  J     Ydy,  Y  étant  ce  que  devient  la  fonction  X,  lorsqu'on  y 

J  a 

remplace  x  par j^.  On  a  donc 


-^(f^Mf^ 


Cette  expression  est  [236]  la  limite  du  produit 

(X0  dx0  -+-  'Kidxi  -+- . : .  -+-  X„_,  dxn_ .., )  ( Y0  dy0  -4-  Yt  dy\  -+- ...  -\~  Y„_  {  dy 
=       d.r0  (X0  Y0  dy0  +  .  •  .  +  X0  Yre_j  <:/)  „_i) 

+  r/xj  (X,  Y0  rfjv  + .  ; .  +  X,  Y„_t  drB-0 


ou,  en  posant  XY  —f(x,  y),  a  =  x0, 

r>b  r*b  r»b  ; 

dx0  j     f(x0,  y)  dy  +■  dx.!   /     f{xuy)  dy-h...+  dxn_x   \     /(.»„_!,  y)  dy    , 


ir  =  lim 

c'est-à-dire 


«2=   /     dx         XYr/j. 
J  a  «-  a 


Ainsi  la  recherche  de  l'intégrale  simple  fXdx  se  trouve  ramenée 
à  celle  de  l'intégrale  double  ffXYdx  dy,  prise  par  rapport  à  cha- 
cune des  variables  entre  les  limites  a,  h. 
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484.   Soit  proposé,  par  exemple,  de  calculer  l'intégrale  définie 

e~x'dx. 
o 

Nous  aurons,  d'après  la  transformation  du  numéro  précédent, 

/       e~~ x"~~ ^ a  t£r  <ff. 

0        t/O 

En  introduisant  la  nouvelle  variable  1=  — »  et  remarquant  que, 

pour  embrasser  tous  les  points  du  plan  qui  sont  dans  l'angle  des 
coordonnées  positives,  il  faut  faire  varier  t,  ainsi  que  x,  de  zéro 
à  oo  ,  il  viendra  [477] 


o  Jo  J  o 

rx       .  r    .- 

/        e~x'dx  =  —  Jir. 
Jo  2 


6^ 


2(1  +  ^)     4 

donc 


Si  l'on  employait  la  transformation  en  coordonnées  polaires,  on 
aurait,  en  faisant  varier  r  de  zéro  à  00  ,  p  de  zéro  à  -1 


Jn  CO  /»   2  /»  00 

e~rirdr  f       dp  =  -   I       e~r'rdr 
0  «^o  "  t/  0 


4 


En  remplaçant  .r  par  «x,  on  tirera  de  la  formule  que  nous  ve- 
nons d'obtenir 


-  ,        s/™ 

x'dx  =  — , 
0  'la 


Jr»00 
e-a 
0 

ou,  en  substituant  à  a-  la  quantité  a  ^>  o, 

f      e~ax  dx  =  JL_, 

Jo      •  2  y/a 

d'où  l'on  peut  déduire  une  série  d'autres  intégrales,  en  difFéren- 
tiant  ou  en  intégrant  par  rapport  à  a. 

485.   Traitons  encore  quelques  exemples  de  détermination  d'in- 
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tégrales  définies  par  la  différent! a tion  sous  le  signe  f,  combinée 
avec  l'intégration. 

I.    Soit  l'intégrale 

e— a-x*  COSÙX  dx. 
o 

En  la  différenciant  par  rapport  à  b,  il  vient 

—  = —  /       e~aix~  sinb x .x dx 
db  J0 

z=    e~a'x"sinbx\ -  \      e~  a~x*  cosbxdx, 

ou 

du  b  du  i  nr~ûê 

—r= -  u,      — = -bdb,      u  =  Le        , 

db  lar  u  2  cr 

G    étant  une  constante  arbitraire.  Or,  pour  b  =  o,  u  se  réduit  à 

Substituant  ces  valeurs,   on  aura 
donc 

X 


=  C; 


e—aixî  cosbx  dx  =  —  -  e    4a" 

2« 


II.   Soit  l'intégrale 


e  ■*'  dx. 


En  différentiant  par  rapport  à  a,  puis  posant  .r  =  ->  il  vient 


—  =  —  2a  j       e         x  —  =  —  2  /       e    J         dy  =  —  2u, 


d'où 

—  =  —  2t/a,      m  =  Ce_2a. 
u 
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» 

Or,  pour  a  =  o,  on  a  [484]  u  =  — -  =  C  ;  donc 

,   «s  /- 

*3dx=  ?—  e~2a. 


;   e 

t/O 

III.    Considérons  l'intégrale 

rx        .  .,   «& 

u=  I      e~ax  sia-bx  —  i 

Jo  x 


a  étant  positif.  On  trouve,  en  différentiant  par  rapport  à  &, 


rx        .     ,   dx     d2u        rœ 

:    I  <?— a,r  Sin  2  0  J: 5         — rr    =21  e—  a*  COS  2  G».T  CLP. 

Jo  x  db~  Jo 


Or  on  a  vu  [456,  IV],  en  changeant  b  en  2&,  que  la  dernière  in- 
tégrale a  pour  valeur 

d*  u  ia 

~db*  =  ^4-46*  ' 

Intégrant  cette  expression  par  rapport  à  b,  et  remarquant  que  la 

valeur  de  —  s'annule  avec  b,  on  trouve 
do 

du  ib 

777  =  arc  tang  —  • 
du  a 

Enfin,  en  intégrant  de  nouveau,  u  s'annulant  aussi  avec  b,  il  vient 

ib        a         (      ■    4ôs 


u  =:  b  arc  taner  —  —  y  log     i  -+- 
a  4  \ 

IV.   Soit  proposée  l'intégrale 

>=0   sinbx    dx 


™2       r   ' 

on  a 


f  =°  sii 


pcos 
Jo       «" 


c?«         Z*00  cosbxdx 
db 


rxsmbx.xdx  rx  .    ,     /«2H-<r2       o2 

•  /       — s 5—  =  —  /      sm  &.r 

J0         «-4-.r2  J0  \      x  x 

-s: 


/1C0  sin&  a:  c^r         , 

'-  -H  #-  M, 
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ou  enfin  [481,  IV  et  482,  I],  en  supposant  b  ^>  o,  = h  a2u, 

d'où 

tPll  7T 

——  —  cru  -h  -  =  o. 

db-  i 

Multipliant  par  2d.11,  et  intégrant  en  remarquant  que,  pour  b  =  o, 

on  a  m  —  o,  et  —  =  H •>  si  a  J>  o, 

db  ia 

du*  tv- 

d'où 

du  TV 

—  = au. 

db         2  « 

Intégrant  de  nouveau,  -et  déterminant  la  constante  par  la  condition 
que  u  s'annule  avec  b,  on  trouve 

T.      ,  ,  .  , ,     ,         du  Tî  ,  d1  U  7T  , 

u  = — r   1  —  e~ab),     d  où     —  =  —  <?-«6,     —  = e~ab. 

la2,  db         ia  db1  2 

Si  b  et  a  n'étaient  pas  tous  les  deux  positifs,  on  obtiendrait  des 
résultats  différents.  En  reprenant  les  calculs  précédents  dans  dif- 


férentes hypothèses  sur  les  signes  de  ces  quantités,  on  trouverait, 
en  posant,  pour  abréger, 

du  r x  a  cos  b  x dx  dr  u  f M  x  sin  b  x  dx 

v  =  a1T  =    /         i 5~  '       w  — TFT  =    /        —, ~  ' 

db        JQ  a-  -+-  x-  db-         J^         a-  +  x1 

pour  a  ^>  o,    b  ^>  o,      p.=       «»  =H e~ab; 


pour  «  <^  o,   b^>o,      v= — w—- 


77 


2 


-«6. 


pour  «  ^>  o,   £  <^  0,     v  =  —  «'  =  -| e+a6; 

7T 

pour  «  <T  o,  b<^o,      v=      «•  = e~ a6, 

1  2 
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D'après  cela,  si  l'on  suppose,  par  exemple,  a  positif,  l'intégrale 

'  x  sin  bx  -+-  a  cos  b  x 


f 


dx 

a'  -\-  xz 


se  réduira  à  zéro  pour  toute  valeur  de  b  négative,  à  -  pour  b  =  o, 
et  aura  la  valeur  variable  v:e~ab  pour  b  positif  (fi  g-  32). 


DES    INTÉGRALES    ETJLÉRIENNES. 


4-86.  On  donne  les  noms  d'intégrales  ealèriennes  de  première 
et  de  seconde  espèce  aux  deux  expressions 

(  i)  (p,q)=j     xP-1  (  i  —  .r)?-1  dx, 

(2)  T{p)—  l      e-xxi,-i-dx=    /      (log-j        dz, 

dont  la  première  est  une  fonction  des  deux  variables  p,  q,  et  la  se- 
conde une  fonction  de  la  variable  p. 

Occupons-nous  d'abord  de  l'intégrale  de  première  espèce. 

En  changeant  x  en  1  — x  dans  l'intégrale  (1),  on  échange  entre 
eux  les  exposants  p  et  q.  Donc  [p,  q)  —  (q,  p),  c'est-à-dire  que  la 
fonction  (p,  q)  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  variables. 

Si  l'on  pose  .r— cos2<p,  d'où  1 — x  =  sin2cj),  dx  = — 2sina>cos<p  Jcp, 
l'expression  de  [p,  q)  prend  la  forme 

7T 

(  3  )  {p,  q)  —  2  /     cos2^-1  ?  sur9?-1  fd?. 

•  o 

x          ,,    ,                    t          j                  dt 
Jln  posant  t  = 1  doux= 1  ax=  -, ra?  on  a  cette 

1  1  —  x  1  -h  t  (1  -+-  t)- 

autre  expression 

r~-°    t'}-xdt 
(4)  [p>q]=L   (i  +  i)^" 


487.   L'intégrale  [p,  q)  peut  s'exprimer  au  moyen  d'intégrales 
de  seconde  espèce. 

H.  —  Cours  de  Cale,  inftn.,  I.  oO 
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En  effet,  si  dans  l'intégrale  (2)  on  change  x  en  x2,  il  vient 


(5)  r(j9J  =  2  e-^xlP-xdx. 

J 0 

On  aura  de  même 

r(g)=2  f    e-ry-v-ldr; 

J o 

par  conséquent,  en  faisant  le  produit  de  ces  intégrales  comme  au 
n°  483,  puis  posant  x  —  r  costf ,  y  -—  r  sincf,  on  a  [-477] 

/      e-*"-y\v^y^dxdy 

0      J 0 

=  4  /      e-'-2  r2^+2'?-  >  dr  \      cos2^"1  y  sin2'^-1  f  df, 
J  0  «^o 

c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (5)  et  (3),  —  T(p-\-q).(p,q); 
donc 


6' 


^>  ? 


Hp  +  î 


488.  On  peut  démontrer  autrement  cette  formule  fondamentale. 
En  changeant,  dans  (2),  x  en  ax,  a.  étant  ;>  o,  il  vient 

(  7  )  I     e~«x  xP~l  dx  —  ^p-  • 

i/o  a'J 

On  a  de  même 

Jo  (l-ha)'4' 

par  conséquent, 


(i  +  ct)"      r(«) 
Intégrant  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  et  remarquant  que 

f 

t/O 


r  p) 
e-*x  Kp-i  dv  _  _y^ 


il  vient 


? ïi:  =  w-ï   /      -^  l^'x"-1  dx  =  -+£>   /     e^xn-p~ldx, 
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ou  enfin,  d'après  (4), 

T{p)T[n—p) 

(P*»-P)  =  — T^) '' 

ce  qui  donne  la  formule  (6),  en  changeant  n —  p  en  q. 

489.   Passons  à  l'étude  des  propriétés  de  la  fonction  T. 
On  trouve,  en  intégrant  par  parties, 

Je~x  xp~-dx  =  —  e~~ x  xi'~ l  -\-  [p  —  \)  Je~x  xp~2dx. 

En  prenant  pour  limites  zéro  etco  ,  il  vient,  dans  la  supposition  de 
P  >h 

(8)  T(p)  =  (p-l)T(p-1) 

Si  l'on  désigne  par  n  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans 
p  — •  i ,  on  aura,  pour  p  ^>  2, 

(9)  t{p)  =  iP  - l)  [p  ~  2)  •  ■  •  [p  ~  n)  viP  -  ")• 
Pour  p  <^  1 ,  mais  positif, 

(10)  r(/0=^—r(/»-f.i). 

Ces  deux  formules  permettent  de  ramener  le  calcul  de  Y  relatif  à 
un  argument  positif  quelconque,  au  cas  où  cet  argument  est  com- 
pris entre  1  et  2. 

Si  p  est  entier,  la  formule  (9)  conduira  à  F  (1),  qui  est  égal  à 
l'unité.  On  aura  donc,  dans  ce  cas, 

(n)  r(/>)  =  i.2.3...(/>  — i). 

Si,  dans  la  formule  (5),  on  fait  p  =  ->  il  viendra  [484] 
r  f  -  j  =  2  /      e~xdx  =  fi. 
D'après  cela,  on  aura,  n  étant  entier  et  positif, 

12)  r(«4--l  =1.3.5.  .  .(272  —  1)  ^. 


2  /  '  '2' 


490.  En  faisant,  dans  la  formule  (4),  «7  =  1 — p,  pour  o<^p<^i, 

3o. 
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et  appliquant  la  formule  (6),  on  aura,  à  cause  de  T(i)  =i, 
[p,i-p)  =  T[p)r(i-I,)=J      TZ^- 

Pour  évaluer  maintenant  cette  dernière  intégrale,  considérons 
l'intégrale 

^+co    x1mdx 
J^œ      1+*"»' 

m  et  n  étant  des  entiers  positifs,  et  m<^n.  En  décomposant  la 

x-"1  n        .  -,     ,      r  2A'[x  —  fl]  +  2Bi 

fonction  — en  tractions   de  la  iorme  — r d rs — '    et 

xin -\- i  [x — ay  H-  o 

appliquant  la  formule  du  n°  469  (IV),  on  aura,  pour  la  valeur  de 

l'intégrale, 

27r(B-{-  B'-h.  .  .). 

Or,  d'après  le  calcul  du  n°  426  (III),  on  a,  en  changeant  m  en  im, 

i    .    [im  H-i)(a/c  -f-  1)77 

2B  =  -  sin  — —  ?      pour     k  =  o,    1 ,    .  .  . ,   n  —  1 . 

11  in 

c.    ,  „  .  1     ,  (2/rc  -+-  i)tt 

ïn  donc  on  iait,  pour  abréger, —  ==a,  on  aura 


2(B  +  B'  +  ...)  =  -[sin a  H-  sin 3k  H-  .  .  .4-  sin (2 «  —  1) a]. 

La  somme  de  sinus  est  la  partie  imaginaire  de  la  somme  de  la  pro- 
gression 

gin  ai j 

e«/_l_  e3a/-f- .  .  .  +  e(Sre-i)a*  =  g»!, . , 


et   comme   2/za  =  (2  7?z  H-  1)71,   e2"0"  = — 1.   Donc   la  somme   des 
exponentielles  est  égale  à 

—  2  e"  î 

e2°" —  1        sin« 

et,  par  suite, 

2  (B  +  B'H- .  . .  )  =  -  coséc v.  ; 
x  '  72 


do 


ne 


r*3    x*mdx  _  7T 

J X'ln  -\-  I  72 


,      2  m  +  1   7r 
cosec —  < 
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La  fonction  sous  le  signe/  étant  une  fonction  paire,  on  a  [458], 
en  prenant  la  moitié, 


I 


^  ximdx           iz           ,    [%m-\-\ 
=  —  cosec ; 


X""-h  I  2  72 

Iffl  +  I 


Si  l'on  pose  maintenant  x~n  =  t,  - =  p,  il  vient 

r^tp-idt_     t: 

ln       i  -f- t        sin»77 


On  peut  ensuite,  en  faisant  varier  m  et  n,  faire  converger  p  vers 
un  nombre  quelconque  compris  entre  zéro  et  -f-  i.  On  aura  donc 
enfin  la  formule 

(13)  T[p)T[i-p) 


sinj»7r 


491.  Formule  de  Dirichlet.  —   Considérons  l'intégrale  mul- 
tiple 

(i4)  u  =ff-  ■  •Jx{       ^!      •  •  •  ^n       dxtdx2.  .  .dxn, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  des  variables  xi}  x2,  . . .,  xn, 
qui  vérifient  la  condition 

X^  -f-  X%  -\-  ■  •  ■  — f-  xn  _;  I , 

les  nombres  pt ,  p»,  . . . ,  pn  étant  tous  positifs.  Nous  allons  prouver 
que  l'on  a 

(.5)  «=     r(ft)rfft)-r(fa) 

On  a  d'abord,  pour  n  =  i,  à  cause  de  la  formule  (8), 


U  =    I        X 

J  0 


dxt 


Pi      r(i+jPl) 
Pour  n  =  2, 

u  =  I     xPi~    dxy  f  xP -~~  dx%  =  !     xPi     dxY 

_     r(/>.)     ,  r(/>,)      r(fl)r(i+p,; 

-r(I+^)^'  I+iP2/-r(i  +  p2),r(i+/,1+j,2; 

r(/>Qr(^) 


i  —  #,  )Pi 
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de  sorte  que  la  formule  est  vraie  pour  ji  =  2. 
Pour  n  =  3 , 

u=  I     xPl~x  dx!   I       xP°~l  dx2  l       x^1  dxZl 

J  O  *)  O  v  O 

en  posant  y2  =  1  —  x,,  yz=y<>  —  x*  =  1  ■ —  xf  —  x2-  Si  l'on  fait 

x%  ——  y%  z%i    xï  ==  y%  z2  ? 
l'intégrale  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

i/O  «-   O  t/(> 

ou,  à  cause  de  jA2  =  1  —  X\, y$=y% — y2z2  =  (1  —  ^i)(ï — ^2)? 
«==-/.     x^dxtf     (1  —  ^)^zf:~VZz2  f    (1  — 

i/O  i/O  i/o 

=  f   x^-1  (  !  _  j^p.+p. dr,   f  '  z?*-1  [i  —  z%)p,  dz%  f  '  zj*"1  dz 

i/o  i/o  i/O 


•*i)'MI  —  ZîJ^af*   ^«j 


Pb 


_r(^,)r(n-/78-4-/»3)  r(j?2)r( !+/>,)  r(i+/?3)_  r(Pl)r(/?2)r(^3) 


r(i+p1+jp2+p3)  r(i  4-/^-4-^3)     r(Ps)        r(i-hp1+p2H-p3) 
Pour  7z  =  4'  on  posera  de  même 

puis 

af*  =  r4«4i        -^3  =  73^3,        .*-2=J2Z2, 

d'où 

J2=i—  xu     .T8=(ï  — *i)(i  — «i).     J4=  (1—  -»i)(ï  —  za)(i  —  *g)i 

et  l'on  décomposera  ainsi  l'intégrale  multiple  en  un  produit  d'in- 
tégrales que  l'on  sait  évaluer  séparément,  et  ainsi  de  suite  pour 
toutes  les  valeurs  de  n;  donc  la  formule  (i5)  est  générale. 
Soit  maintenant  l'intégrale 

V=ff,..ft-l%-i..Jn»-ldhdh...dtn, 
étendue  à   toutes    les    valeurs    possibles   de   tt,  t2,  ...,tn,    pour 


lesquelles  on  a 
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*,  V">      { t*\m*  t 


alj  \a2J  \afi 

q{,  . . .,  qn,  mK,  . . .,  mn,a{,  ...,  an  étant  des  constantes  positives. 
Si  l'on  pose,  pour  un  quelconque  des  indices  i,  2,  .  . .,  n, 

t\m  lf   ,  -  «     --« 

—       =ar       d  ou     t=  axm,      clt  ■=.  —  .vm      dx, 

a  m 


I  vient 

■  ■  al" 

\mj      \ms) 

1 

-rmn 

-1 

mlmi.  . 

.  .  cfl» 

n 

fflj  ?n2 . 

■  ■  mn 

r(x  +  ^  +  li  +  . 

+.ÎJL 

) 

formule  de  Dirichlet,  qui  renferme  un  grand  nombre  de  résultats 
relatifs  au  calcul  des  volumes,  des  centres  de  gravité,  des  moments 
d'inertie,  etc. 

§X. 

CALCUL  APPROCHÉ  nES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

492.  Le  calcul  approché  d'une  intégrale  définie  peut  se  ramener 
à  l'évaluation  approximative  de  l'aire  comprise  entre  un  arc  de 
courbe,  l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées  extrêmes. 

On  peut  toujours  supposer  que  l'ordonnée  de  la  courbe  conserve 
un  signe  constant,  et  que  la  concavité  soit  toujours  tournée  dans  le 
même  sens.  Si  cela  n'avait  pas  lieu,  on  partagerait  l'intervalle  de 
l'intégration  en  intervalles  partiels,  par  des  ordonnées  corres- 
pondantes aux  points  d'intersection  avec  l'axe  des  x  et  aux  points 
d'inflexion. 

493.  Formule  de  Poncelet.  —  Soit  /      y  dx  l'intégrale  à  cal- 

culer.  Divisons  l'intervalle  X — x0  en  un  nombre  pair  %n  de  parties 
égales  de  longueur  commune  h  (fîg.  33).  Si,  par  les  sommets  des 
ordonnées  correspondantes  aux  abscisses  d'indices  impairs  xK ,  . . . , 
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■3"2/2-i>  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe,  l'aire  d'un  trapèze,  tel 

que  ABB'A',  sera 

Ji{x,  —  x0)  =ihjr\. 

Donc  la  somme  totale  des  trapèzes  formés  par  les  tangentes  sera 

Q2/*=2/Mjl  +  J3+.  .   .-hj2„_,)  =lklj2p_i. 

Si  l'on  mène  maintenant  les  cordes  qui  joignent  les  extrémités 

Fig.  33. 


H,-'''        ^ 

''  '^^ 

F    , 

r 

^:"' 

C 

Y.' 

r2B-i 

des  mêmes  ordonnées  d'indices  impairs  et  celles  qui  joignent  les 
extrémités  de  y0  et  de  j\,  de  Jïn-\  et  de  Y,  la  somme  des  tra- 
pèzes correspondants  sera 

P2"  =  ^|  \  (^o+jO  +  ^+Js)  +».+  ( J2»-3+jr2»-i)+  ^(ri»-i+T) 
=  //    22j2p_!  +  ^  (j0  +  Y)  —  '-  (ji+ j2»-i) 


=  Q2„  -i-  a 


Tn 


.r,  +jr»i»-i 


La  différence  entre  P2rt  et  Q2«  est  égale  à  la  différence  entre 
deux  trapèzes  de  hauteur  commune  h,  et  dont  les  bases  seraient 
y0  et  Y,  j^  et  j^n-\-  Si  l'on  joint  F  et  K,  C  et  I,  HGB'  étant  l'or- 
donnée médiane,  on  a 


HB' 


Jo  +  Y 


GB'  = 


.r",  -4-  Tïn-l 


donc 


P.„-Q2„  =  //.GII, 


ce  qui  donne  une  limite  supérieure  de  l'erreur  que  l'on  commet, 
en  prenant  pour  valeur  de  l'aire  soit  P2/n  soit  Q2„. 
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•4.  Formule  de  Simpson.  —  Partageons  encore  X  —  x0  en 
2  72  parties  égales,  et  assimilons  Tare  de  courbe  correspondant  à 
chaque  intervalle  2  A  à  l'arc  d'une  parabole  ayant  son  axe  parallèle 
aux  ordonnées.  Si  l'on  représente  par 

y  =  a  -+-  bx  -+-  cx% 

l'équation  de  la  parabole  pour  un  intervalle  2/1,  l'aire  de  cette  pa- 
rabole sera 


f 


2 

y  dx  =  -  h  (  3«  •+-  3  bh  +  4 clî1  ' 


t/o  "-* 

Or  les  ordonnées  correspondantes  à  cet  intervalle  sont 

Jïp-2  =  ch     J2/J-1  —a  +  bh  -f-  c/V2,     j2p  =«  +  2^-f  4e^2i 
d'où  l'on  conclut 

a(3a+3*A-+4  ch2  )  =  j2p_,  +  4j2p-i  +  j2/J  ; 
donc  l'aire  du  trapèze  parabolique  a  pour  valeur 


Â(j2p-2  +  4  J2P-1   +J2 


En  faisant  la  somme  de  tous  les  trapèzes  analogues,  on  aura,  pour 
valeur  approchée  de  l'aire, 

—  -hdv     -4-i^y  Jo+Y 


3     V  —■"*-*  2     y 

495.  Formule  de  Maclaurin  ou  d'Euler.  —  Nous  allons  établir 
cette  formule  générale,  qui  comprend  les  précédentes  comme  cas 
particuliers.  Nous  montrerons  d'abord  comment  cette  formule  a 
été  obtenue  par  les  premiers  inventeurs.  Pour  rendre  ensuite  la 
démonstration  rigoureuse,  nous  ferons  voir  comment,  en  s'appuyant 
sur  les  propriétés  d'une  certaine  classe  de  fonctions,  introduites 
pour  la  première  fois  par  Jacques  Bernoulli,  on  peut  arriver  à 
l'expression  du  terme  complémentaire  de  la  formule.  La  démon- 
stration que  nous  donnons  ici  est  due  à  M.  Imchenetsky  (voir 
Giornale  di  Matematiche,  t.  IX,  1871). 
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Supposons  l'intervalle  X  —  x0  divisé  en  n  parties  égales  à  h. 
En  désignant  par  S,  l'aire  de  la  courbe  terminée  à  l'abscisse  Xi,  on 
aura  cette  suite  d'égalités 


W    ,  li1     „ 

Si  —  S0      —hy0      H y        -\ j0 

2  2.  5 

S2  -  Sx     =  hyx     +-Xt  +  —  3^ 


Q  Q         -/  •     h"      '  -       h%        "         ■ 

d'où 

s„  —  s0  =  a  (j0  +  Xi  -+-  •  ■  •  -+-  j«-0  +  —  (  j'o  +  j'i  -+-  •  •  --  -+-  y'n- 

n  —  1  n  —  1  n  —  1 


On  aura  de  même,  en  remarquant  que  y,  y  ,  y",  . . .  sont  les  dé- 
rivées successives  de  S, 

yn- y0=  hly'  +  -  ly"  +  ~  I y'"  +  .  .  . , 

2  2.0 

y"n-y"0  =  hly»'+  ~  2 j-+  ^L  2^  +  .  .  . , 


Multiplions  ces  équations  par  des  indéterminées  A0  h,  A,  7i2,  ..., 
et  ajoutons-les  à  la  précédente.  On  aura,  en  écrivant  S  au  lieu 

cie  o/?       b0, 

s+ KHrn-ro)  +A1*"(y«-yo)  +A.*>(y;-/o) +•  ■  • 

=  A2j  +  A2  f  I  +  U  2 j'  +  P  f-^  +  \  A0  -h  A,)  2jr*+ .... 

Déterminons  maintenant  A0,A,,  ...,  de  manière  à  réduire  le 
second  membre  de  cette  égalité  à  son  premier  terme,  en  posant 

i  +  A0  =  o,  ^  +  1^  +  ^  =  0,  ^t^A,+  ;a1  +  ^o,  . 
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On  en  conclura 

i  i 

A0  = ■>      Ai= — ,  A2  =  o, 

2  12 

A3  = ■>     A4  =  o, 

720 

A5=  5 — j—>      A6  =  o, 
00240 


On  voit  que,  à  l'exception  de  A0,  tous  les  coefficients  d'indices 
pairs  sont  nuls.  On  a  donc 

S  =  h  (  j0  +  Xi  -f- .  .  .  +j„_]  ;  —  A0  h  (  jn  —  Xo  )  —  Aj  /*2  [x'n  —  /„  ) 

-a3amj:;-:~j;)---- 

=  h  y-xo  +  ji  +...-r-r»-i  +  -  j«j  -  —  (r„-  Jo)  +  —  (r„-/„  ) 


30240 
ou,  en  posant 

^„  =  T,  /B=ri,   ...,     et     P7l  =  A(ijo  +  .ri+---+J»-i+^Y), 


Y' y  Y'" y"  Yv rv 

(1)         S^P„_  * ^*«  +    *>*»-,     f°*'  +  ..- 

12  720  0024° 

Si  l'on  subdivise  en  deux  parties  égales  chaque  intervalle,  on  a, 
en  changeant  n  en  in,  h  en  -  h, 

Y'— y  Y'" —y'"  Yv— rv 

40  ii520  1935360 


Soit  maintenant  Q,2  la  valeur  approchée  de  S,  que  l'on  ob- 
tient en  construisant  des  rectangles  sur  les  ordonnées  médianes 
JL,Tr  ■■  ■ ,  Jn_L>  savoir  : 

Q„  =  h  (jr.y-t-jr±  H-  •  •  •  +  Xn±  \  • 


on  aura 


2P2„  =  h  l-Xo  -f-  Jj_  +  Xi  +  •  ■  •  +  J      ,  +  -11  =  P„  H-  Q„. 
\  2  2  «   -  2         2     , 
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En  retranchant  l'équation  (1)  du  double  de  l'équation  (2),  il  reste 
donc 

,3)      S  =  Q,  +  ^P_?«Z£5S1+?^i),_.... 
24  0700  go^ooo 

Des  formules  (1)  et  (3),  qui  montrent  que  P„  et  Qw  sont  des 
valeurs  de  S  approchées  aux  quantités  près  de  l'ordre  de  A2,  on 
tire,  en  éliminant  h-,  la  formule 


a: 


1  Y'"—  y'"  Yv—  rv 


où  la  correction  est  de  l'ordre  de  7z4.  Le  premier  terme 


""Ijo  +  (  Jl  +  J2  +  •  •  •  ■+-  Jn-l)  +  i  Y 


coïncide  avec  la  valeur  fournie  par  la  formule  de  Simpson. 

Le  terme  Qrt  de  la  formule  (3)  correspond  à  la  formule  de 
Poncelet. 

496.  Établissons  maintenant  d'une  manière  rigoureuse  la  for- 
mule (1)  du  numéro  précédent 

On  appelle  fo7ictions  de  Bernoulli  une  suite  de  polynômes  ^\{x), 
y.2(jc),  .  .  . ,  déterminés  successivement  par  les  relations 

w1  (<r)  =  x, 

y2(.r)=  J      [A0-{-  wl(x)]dx  =  A0x  -i -x-, 

[  A-i  H-  ys(*)]  dx  =  Ai  ,r  +  -5  .r2  +  —  ,r3, 


et  généralement 

(51  Jo 


A*  x  -h  — —  *c-  -\- 
2! 


A„ 


*  +  i   ! 


^/t+i 


A  +  a  ! 
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Ces  polynômes  s'annulent  tous  avec x.  Déplus,  les  coefficients  A0, 
A0  ...  sont  déterminés  de  telle  façon  que  tous  ces  mêmes  poly- 
nômes, le  premier  excepté,  s'annulent  pour  x=i.  Cette  condition 
entraîne  les  relations 


o  =  A0  H , 

2  ! 

°=K--+^.  +  Ti  +  h: 


d'où  l'on  tire 


i  r\  l  I  r 

o  A0  = ,      Aj  = — ■>      A,  =  o,     A3  = >       .... 

2  12  720 

En  mettant  pour  A0  sa  valeur,  on  a  généralement,  entre  les  coeffi- 
cients A|,  A2,  .  •  . ,  Aa,  la  relation 

(7  O  =  A/,  H : 1 —, h  ...  H-  — 


3!  "  /!        2(X-4-2)! 

497.    Les  équations  de  définition  des  fonctions  ®k(x)  donnent 
7*+s   M  =  A*     +?*+iW. 


,£?>(*)  =  », 

d'où,  en  faisant  x  =  1 , 

?'/,-+,  (  1  )  =  A /,,      f"^  2  (  1  )  =  AA._j ,      .  .  . ,      ?W 2  (  1  )  =  A/,+2_i,      .  .  . , 

par   suite,  le  développement  de  <p^+2(x),  suivant  les  puissances 
de  x  —  1 ,  sera 

\   fi+aW  =  A*  (a:  —  1)  -f-  -£=±  [x  —  i)2  +  .  .  . 

(8) 

k+i 


H r^ rT*-ir1  + 


2.(X+i)!v  '  U-  +  2)! 
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En  faisant  maintenant  x  —  o,  on  aura,  entre  les  coefficients  A/f, 
la  nouvelle  relation 


(9)     ° 


2! 


3! 


•  + 


0*a,  H_  1 


f —  i)^-*-1/- 


/,■! 


2  (  /•  -t-  2  ' 


En  faisant  h  =  in,  et  combinant  les  relations  (7)  et  (9)  par 
soustraction  et  par  addition,  on  obtiendra  deux  relations  séparées, 
l'une  entre  les  coefficients  d'indices  pairs 


A2;,  ■ 


A2D_, 


-1- 


3!  [ip  —  1 

l'autre  entre  les  coefficients  d'indices  impairs 


2! 


A9D_S 


4! 


(2/>)I  (2p  +  2)! 

Le  coefficient  A2  étant  nul  par  les  formules  (6),  on  voit,  en  fai- 
sant, dans  (10),  p  égal  successivement  à  2,  3,  /\,  . .  . ,  que  tous  les 
coefficients  d'indices  pairs  A2p  sont  nuls. 

D'après  cela,  en  faisant,  dans  (7),  h=  zp  —  1,  et  supprimant 
tous  les  termes  nuls,  on  obtient  une  seconde  relation  entre  les 
coefficients  d'indices  impairs 

A-2p— 3  _  Ai 

"3F 


o  =  A2p_i  -\ £1— 


ip  —  1 


ip 


2  (  2  p  +  1  )  ! 


Des  relations  (11)  et  (12),  on  peut  tirer  une  double  expression 
de  la  valeur  d'un  coefficient  quelconque  A2/7_i,  savoir  : 


A2/J--1  — 


1                     [ 

4l                           2Ï 

O 

0 

(-')"-'• 

2'J 

2                                 I 

81                  4] 

I 

2l 

0 

p            I 

I 

I 

(2/7  +  2)  !      [ip)  ! 

[o.p  -  2)  ! 

"      4! 

I 

3! 

0 

0 

(-l)p-l 

3                   1 

5!                  3~7 

1 

0 

2 

ip  —  1               1 

T 

1 
"    3l 

fc 

p  +  l)!        (2/?  —  l)! 

(2/^-3)!      • 
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i98.  D'après  cela,  les  expressions  générales  (5)  et  (8)  de  cp#+2(.r) 
se  présenteront  chacune  sous  deux  formes  différentes,  suivant  que 
l'indice  /:  +  i  sera  impair  ou  pair.  Dans  le  premier  cas,  on  aura 

/  A, 

j    f  JjH-1  {■*)  =  A2p_!  x  H ^-i  x*  +  .  .  . 

1  .A,         ^p_x_      x'-p        .        ^ 


(-3) 

=  Aap-^ar  —  i)  + 


2/3  —  i)!  2.(2/3)!  (2J9-T-I)! 


3! 

h       A'      r*  -  ti^  +  [x~iy'P  +  (*-'),f;+l 

(2P-1)!1  j        "*"    2.(2/3)!    "*"    (2/3  +  1)!  : 


?2,;+2  (■*]  =   -^j-  ^  +   -+p 


X* 


A ,  .r2/;+1  r2/j+2 

r2/7. 


,  1  (2/3)!  2.(2/3  +  1)!  (2/3  +  2)! 


L2/J  — 1 


*2n-  S 


2!    v         ;         4! 

(x  —  1  2'  +  + ' — -  + 


\  [2P)'  2.(2/3  +  l)!  (2/3+  2)  ! 

En   remplaçant  x  par  1 — x  dans   les  secondes  expressions  de 
chacune  de  ces  formules,  on  en  conclut  immédiatement 

(i5)  yv+1(ï  —  x)—~  y2;;+i(«), 

(16)  yip+1  (  I  —  j?)  =       f,p+%  [x] . 

499.   Pour  x  =  ->    l'équation  (i5)  donne 

(17)  <?*P+l\~J=°> 

et,  comme  on  a 

r»  x 
?2P+i  [x)  =  j       [A2p_,  +  ySp(j?)]rir, 


on  en  conclut 


£ 


72p(x)dx=—  -A>p_i. 


Pour  obtenir  les  valeurs  de  cp2/,  f  -  j  et  de  /     f2p-\  [x)  dx, 


rem- 
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plaçons,  dans  (16),  x  par  — h  x,  ce  qui  donnera 

■         s  -  —  x  \  ■=  <o%p+2  I  -  -f-  x  \ 

ou,  en  développant  le  second  membre  par  le  théorème  de  Taylor, 
et  remarquant  que  les  premières  formules  du  n°  497  donnent 

îgE'Q)  =  ».    fï£?  (;)  =  ««>  (;)  +  A^)-< 


il  vient,  en  faisant  ensuite  x  =  —  ) 

7  2 


Kij  or. il  2.^.[7.pjl         i->'-,~-.[ip-{~i} 

D'autre  part,  la  première  expression  (14)  donne 

^2/>—  1      , 

A: 


i\        A, 
'Va    +^! 


+ 


2^.(2^)!        a"'*».  (a/>  +  ij'l        22^+2.  [ip-^i)\ 


Ajoutons  ces  deux  équations,  multiplions  le  résultat  par  i2p~'  ,  et 
comparons  l'équation  obtenue  avec  la  relation  (11),  en  faisant  suc- 
cessivement p  =  1,  2,  3,  ...  ;  on  trouvera,  en  général,  la  relation 

^P~' 9-"  u)  +  2PA2;-i  =  a*2p-i> 
ce  qui  donne 

/  ]  \  x  _  22p 

(20)  ?%P\â)  =      2*P-*     A*P-1; 

et,  puisque  y»P(x)  =  j     <p2/,_ ,  [x)dx,  il  viendra,  pour  .r  =  -, 
1 

f  2  1  _  22* 

(21)  J      yâ/,_,  (j:)  cte  =  _i— j-A^,.,. 

500.  Nous  avons  besoin,  pour  ce  qui  va  suivre,  de  connaître  la 
marche  de  la  fonction  ©^(.r),  lorsque  x  varie  entre  zéro  et  1.  Pour 
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cela,  il  suffit  de   connaître  les  racines  que   l'équation  ^k(x)  =  o 
peut  avoir  entre  ces  mêmes  limites. 

D'après  ce  que  nous  savons  sur  les  expressions  de  <p2  (x)  et  de 
<p3  [x),  le  premier  de  ces  polynômes,  qui  est  du  second  degré,  s'é- 
vanouit pour  les  deux  valeurs  x  =  o,  x  =  i  de  la  variable  ;  le  se- 
cond, qui  est  du  troisième  degré,  a  pour  ses  trois  racines  x  =  o, 

x  =■  -■>  x  =  1 .  Donc,  pour  les  deux  valeurs  2  et  3  de  l'indice  k,  la 
2 

fonction  ^k{x)  ne  s' annule  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  soit 

1         .  1  •        jj 

entre  o  et  —•>  soit  entre  -  et  1 ,  et  par  suite  elle  conserve  un  signe 

constant  dans  chacun  de  ces  intervalles.  Lorsqu  on  fait  passer  x 
d'un  intervalle  à  Vautre,  la  fonction  de  degré  pair  ne  change 
pas  de  signe,  la  fonction  de  degré  impair  prend  un  signe  con- 
traire. Nous  allons  voir  que  ces  propriétés  subsistent  pour  toutes 
les  valeurs  paires  ou  impaires  de  l'indice  Je. 

Supposons  que  la  propriété  énoncée  ait  été  reconnue  vraie  jusqu'à 
la  valeur  k  ~  ip  —  1  de  l'indice.  Considérons  l'équation 

Son  premier  membre  s'annule  pour  x  =  o  et  pour  x=  1;  mais, 
dans  l'intervalle  compris  entre  zéro  et  1,  l'équation  n'a  pas  d'autres 
racines.  En  effet,  l'équation  dérivée 

n'a,  par  hypotlièse,  dans  cet  intervalle,  que  la  racine  x  =  -•  Donc 

y2p(x)  ne  passe  qu'une  seule  fois  par  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, et  par  suite  ne  peut  s'annuler  pour  une  valeur  intermédiaire 
entre  les  racines  zéro  et  1. 
Passons  à  l'équation 

<?Zp+i  (-r)  =  o 

qui   est  vérifiée   pour   x  --  o,   -«  1;   dans  chacun  des  intervalles, 

1  1  .,  .  ,, 

entre  zéro  et  -  et  entre  -  et  1,  il  ne  peut  exister  cl  autres  racines 

2  2  L 

de  l'équation  :  car  il  est  aisé  de  démontrer  que  le  premier  membre 
^2p+i  (x)  ne  peut  devenir  maximum  ou  minimum  qu'une  seule  fois 

H.  —  Cours  de  Calcul  infin.,  I.  O  I 
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dans  chacun  de  ces  intervalles.  Considérons,  en  effet,  l'équation 

ÏV-l  ('r)  =  ?*P  [X)  +  A2P-  1  =  O. 

Tandis  que  x  varie  entre  zéro  et  ->  y>2p(x)  doit,  d'après  ce  qui 

précède,  varier  toujours  dans  le  même  sens,  et  par  suite  conserver 
le  même  signe,  en  passant  de  la  valeur  zéro  à  la  valeur 

^î)  A-sp-i' 


P  \  „ ^  np-l     "-*p 


De  la  proposition  que  nous  avons  démontrée  dans  toute  sa  géné- 
ralité, il  résulte  encore  cette  conséquence,  que  les  coefficients  A(, 
A3,  . . . ,  A2/,_i,  A2p+l,  .  . .  forment  une  suite  de  quantités  alter- 
nativement positives  et  négatives.  En  effet,  cp2j0+2 (x)  ne  change  pas 
de  signe  de  x  —  o  à  x  -—  1  ;  donc,  en  désignant  par  s  un  infiniment 
petit  positif,  et  développant  cp(s)  suivant  les  puissances  de  e  par  la 
formule  de  Maclaurin  [333],  on  aura,  à  cause  de 

?2p+2  (O)  =  f^p-i-l  (O)  =  f2p  (O)   —  O, 

et  en  ne  conservant  que  les  infiniment  petits  de  l'ordre  le  moins 
élevé, 

quantité  de  même  signe  que  A2p_t.  On  a  ensuite 

1  .  ,  , 


tp+i  11-         -         tp_t 


quantité  de  signe  contraire  à  A2p+i.  Or,  <f2jt>+2(.r)  ne  changeant 
pas  de  signe  dans  l'intervalle  de  x  =  o  à  x  =  1,  il  faut  que  A2/7_, 
et  A2p+\  soient  de  signes  contraires. 
Si  l'on  pose 


-  (-')p"1Bt/>-i 


les  quantités  B2/,_i  seront  les  nombres  de  Bernoulli  [293];  mais, 
pour  la  simplicité  de  l'écriture,  nous  conserverons,  dans  nos  for- 
mules, les  coefficients  A2/>_i. 
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501.  Soit  maintenant/^)  une  fonction  finie  et  continue,  ainsi 
que  ses  ip  -4- 1  premières  dérivées,  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
dans  l'intervalle  entre  x0  et  X.  La  formule  du  n°  223  peut  s'écrire 
sous  la  forme 

En  intégrant  par  parties,  il  vient 

/   f'[*  +  ht)dt=f'{x  +  h)—hC   tf"[x  +  ht)dt, 

Jo  J  O 

ou,  à  cause  de  t  =  y{  [t)  =  tfn(t)  — ■  A0, 
C\/"{x  +  ht)dt=-^[f{x  +  h)-f[x)]~  hT  n{t)f'''{x-^ht);dt. 

De  même,  en  remplaçant  <p2  (*)  par  <p'3  {t)  —  A<,  on  a 

F    ?2(t)f'"(x  +  /lt)dt 
Jo 

=  -  X  [/*(*  +  A)  -/'(x)]  -  h  f\[t)f»[x  -h  A*)*/*: 
puis,  en  remplaçant  <p3(0  par  <h(0> 

/      fz(t)fIV{x-\-  ht)dt  =  —  h   I      ylt(t)fy(x -\- /lt)dt, 
J  o  Jo 

et  par  suite 

/    ^{t)f"{x  +  ht)dt 
Jo 

=  -j  [/"(*  +  *)-/'(*)]  +  h*Jl?i(t)f-(x  +  Af)*. 
En  continuant  de  la  même  manière,  on  trouve,  en  général, 

=  -h  f  ftp^{t)f(*P)[x  +  ht)dt 

Jo 

J  n 


—  A2  !     99„  (  t)  /(«P+»)  far  -4-  //f )  rff. 

«/O 

3i 
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En  substituant  successivement  ces  valeurs,  on  obtiendra  le  dé- 
veloppement suivant  : 

-i^1  [/'(*  + A) ->>(*)] 
_A3  A*  [/-(.*  + A]  -/*%)] 


-  A^_3  /^~2  [/<2*-2)  (*  +  h)  -  f(*-r-V  [x)] 


en  posant 


rp=h*P  f  np^{t)fVP)[x+{ht)dt 

y  o 

502.    Remplaçons   maintenant    successivement,    dans    la    for- 
mule (22),  .r  par  les  valeurs 

xa,      x0-\-h,      x0~\- ih,       ...,      ,r0 -+- 2«A  =  X, 
et  faisons  la  somme  des  équations  obtenues;  il  viendra 

/'(X)  -f[x0)  =  hlf'{x  +  A)  -4-  A0  h  [/'(X)  -/'  (*0)] 


-  A2i,_3^-2[/(2p^)(X)  _/C«P-«)(xp)] 

—  2rp, 


ou,  en  posant/ (x)  =  1    j^x,d'où/W(xo)^j(^-1),/(A)(X)=Y^-|), 


/ 

<j  x, 


x  1 

.r«&  =  A(jr"1+1r«  +  ..-  +  T)  — -A(T— .ro) 

_,A1^(Y'-/0).-A3^(T'"-y;) 

-A,p^hzp-*[Ye-p-v-y:'P-^-lrp, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  (1)  du  n°  495,  complétée 
le  reste  P\.„  =  —  Si 


FORMULE    DE    MACLAURIN.  4^5 

On  peut  donner  à  ce  reste  une  forme  qui  permette  d'en  déter- 
miner aisément  les  limites.  On  a,  en  vertu  de  la  formule  du 
n°  283,  VI,  la  différentielle  y2p(t)dt  étant  de  signe  constant,  et  6 
étant  positif  et  <^  i , 


D'ailleurs 


rp  =  —  h*P^fVP+»[x  +  Bh)r<!%p[t)dt. 

f 


f 


f2p(t)dt  =  f2p+1(t)  —A^p-it, 
d'où,  en  faisant  t  —  i , 

fip[t)dt  =  —ASp+i; 

rp  =  A2i,_!  h%P+*f*P**  [x  +  9 h). 
Par  conséquent, 

-  2rp  ~  —  A2p_!  A****  [/(2/J+i)  fa  +  Qhj  +fpP+i)  fa  +  /,  +  9/,j  +  . .    ] 

2.   7>»/(,^*o+M)+/<"*+1>(*o+AH-M)  +  ... 

XI9  ^ j .  2  72/2  m  II    ' 5 


donc 


ou  enfin,  en  représentant  par  01Lj(2/>)  une  valeur  moyenne  entre 
les  valeurs  que  prend  j^p)  depuis  x  =  x0  jusqu'à  x  =  X, 

(23)  RP  =  -  A2p_i(X  -  x^tfp.SNLtfPP). 

503.  Exemples.  —  I.  Calculer  l'intégrale 
dx 


£ 


1  -t-  x 


log2  =  0,693!47l3.  .  .  . 


En  prenant  2/2=  io,  A  =  o,2,  on  trouve 
■|  j0  =  o  ,5ooooooo 


j2  =  0,83333333 

j4  =  0,7142857 1 

j6  =  o,625ooooo 

j8  =  o,55555556 

4jio=  o,25oooooo 

p 

-  =  3,47817460 

p  =  0,69563492; 


71  =  0,90909091 

J3  =  0,76923079 
j5  =  o , 66666667 
J7  =  0,58823529 
j9  —  0,52631579 


Q 


3,45953943 


Q  =■  0,69190789  (form.  de  Poncelet)  ; 
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r-/0 


i 


I  -|-  X) 

3 

X 


1£ 


(Y' — j'0)  — —  o,oo?.5oooo, 


h 

—7  (Y'  —  r o)  =  —  0,OOI25oOO; 
24 


P  =  0,69563492 

ire  correction.  — 25oooo 

2e  »  4-      i25o 


s  =  0,69314742 

S  —  valeur  exacte  =      +26. 


v"  —  v'" — 4z . 


A4 


720 


Y'"— y'I)  —  —  0,0000  ia5o, 

JS:  (Y'"-/;)  =  -0,00001094, 

Y'"— j 0)  =  —  o,ooooo3 1  2  ; 


5760 
A4 


2880 


Q  =  0,69190789 
jre  correction.  -f-i25ooo 

2e  »  —     io94 


S  =  0,69314695 

S  —  valeur  exacte  =      —  23. 


j(P  +  2Q)  =  0,69315023  (formule  de  Simpson), 
jie  correct.  =  —  3o2 


S  —  0,69314721 
S  —  valeur  exacte  =  -+-  3. 

En  prenant  n  =  10,  h  =  o,  1,  la  formule  (1)  donnerait 

P  — _  0,69377140 
jre  correction.  — 625oo 

2e  »  ■+■  78 


s  =  0,69314718 

valeur  exacte  jusqu'au  dernier  chiffre. 
II.   Si  l'on  propose  de  calculer 

•MOIO 

I         log.rc?.z  =  69, 1273869526.    ., 

J  IOOO 
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on  a,  en  prenant  h  =  i, 

logiooi  -f-  logioo2  +  .  .  .-+-  logioog  =  62,2146556821 

^(loglOOO  -+-  loglOIû)  r=     6,9I273o4444 

p 

—  =  p  =  69,1273861265 

^(T-j'0)=  +8a5i 


S  =  69 , 1 27  38  695 1 6 

valeur  exacte  jusqu'à  la  dernière  décimale. 

III.  Mais  il  y  a  des  cas  où  la  formule  est  beaucoup  moins  con- 
vergente, et  où  même  elle  ne  peut  servir  à  obtenir  une  approxi- 
mation suffisante.  Soit,  par  exemple,  l'intégrale 

\ogxdx  .—  10  logio  —  9  =  14,0258509.  .  .  . 

On  trouve  ici 

P  = i3,953 1200 

( 1  )  =  o ,  07  5oooo 

12  \io         / 

H (— 2)  =      —   27751 

720  \10co  / 


s  =  14,0253449 

S  —  valeur  exacte  =     —     5o6o. 


On  voit  dans   cet  exemple  que  la  formule  (i),   avec   deux  cor- 
rections, laisse  encore  une  erreur  ^>  o  ,ooo5. 
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EXERCICES. 

I.    —   DÉVELOPPEMENT   EN   SÉRIES. 

1.  Développer,  par  le  théorème  de  Maclaurin,  les  fonctions 
.co.j  cos  .  .    ,.  xsina 


sm  i  —  -xx  cos  a  -+-  x2 

\/i—  x -\- x2,  arc  cos  (a-hx), 

ax-+ay^  arc  tang(^c  -+-J-). 

2.  Série  de  Bernoulli, 

F(o)  =  F(x)  -  - F'(x)  h-  . . .  h-  ( _  i)«-i f- ,  F^-D  (x)  -+-.... 

V      '  I        V      '  V  '  1.2.  .  .  (AZ  —  I)  *■      ' 

La  déduire  soit  de  la  série  de  Taylor,  soit  de  l'intégration  par  parties,  ap- 
pliquée à  l'expression  jF'{x)dx.  Expression  du  reste.  Application  au  dé- 
veloppement des  fonctions  log(i  +  x),  (î  -+-  x)m,  etc. 

3.  Développer  suivant  les  puissances  de  h  les  fonctions 

sm(x -h  h),    Ch(x-hfi),     Sh(.r  -+-  h  \J  —  i),     arc  cos(x  +  h). 

4.  Sommer  la  série 

x       ,r2       2.r3       "ix^ 

12  3  4 

en  la  différentiant,  sommant  la  série  obtenue,  puis  intégrant  de  nouveau. 
Déduire  de  là  la  somme  de  la  série 

iii 

1  ~  2~73  ~  473  ~  5~76 

5.  Sommer  de  même  les  séries 

2  4,6. 

-  X  -+-  rr  X    -+-  T  *     -+-  '  '  '  1 
I  3  5 

T  X  X*1  X3 

1.2        2.3         3.4         4-5 

x3  .r4  a:5 


1.2.3        2.3.4         3.4.5 
xn  Xn'hi  Xn+P 


n        i.(hh-i)  1 .2. .  .p.(n-hp) 

6.  Trouver  la  somme  des  séries 


^    <f(ll).X>1  ^  <p  (  «  )  .  07" 

^I.2...A  ^ifl(«+l)...(fl+//  —  l)' 

n=:o  n  =  o 

où  <p(«)  désigne  un  polynôme  algébrique  d'un  degré  déterminé  quel- 
conque. 
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/dx 
— 7-  suivant  les  puissances  de  sin.r.  En  déduire  le  dévelop- 


pement  de 


loi: 


1-+-7 


1  —  y . 

8.  Développer,  suivant  les  puissances  de  x-,  la  fonction 

y  =  tang(rtr0  —  a\x-\-  a^x2  —  . . .  ). 

9.  Développer,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  les  fonctions  y 

données  par  les  équations 

1 

y  =  arc  cos -, 

v'i  +  j;2 


y/i  -+-x  —  \J 


I  X 


(x  -+-  i)ey  =  \/x2  -+-  ^x  -h  3. 

10.  y  et  x  désignant  deux  fonctions,  continues  ainsi  que  leur  dérivées,  et  ^ 

un  nombre  compris  entre  les  entiers  positifs  m  et  m -h  i,  jusqu'à  quel 
terme  peut-on  pousser  le  développement  de 

f{x)  =  cp(jc)  -f-  (x  —  x0)^x(x) 
suivant  les  puissances  de  x  —  x0  ? 

11.  Développer,  suivant  les  puissances  de.r,  les  expressions 

log  (x  -f-  \J  l  -I-  X*  )  , 


e~  x  cos  [\J-ix  —  x-  ) , 
ex  cos(x\/3). 

II.  —  Fonctions  exponentielles  et  circulaires  d'une  variable  complexe. 
Mettre  sous  la  forme  a  -+-  bi  les  expressions 

1.  -  arccos(sécr). 
1 

_    arc  cos.r 

2.  f     pour^>i. 

y/i  —  x2 


_    arc  cost/i  —  ^ 

3.  — p ,     pour^<o. 

yx 

£!      gare  6in  2 
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„    ,      a-v-sjcfi  —  j;2  i/oP  —  x*  _       , 

6 .  log arc  tang  - ,     pour  x*  >  aï . 

«  —  \/a2  —  a;2  * 

7.  /sin[nog(o?+  v^-r2-+-I)]C0S[i'  log(^  +  y'.*2  —  ')]• 

8.  arc  sin  (  -  \J—  i  -t-  i  -f-  -  y/—  x  —  /  ) . 
log (i  -4-  .r  -+-  ?j)    |    log  (  i  -+-  .r  —  iy) 


x  -f-  iy  x  —  iy 

10.  log(.r  •+- y-t-  z)  -+-  alog(.r  -+-  ct.y  -4-a2z)  -h  a2  log(.z  -f-  a2/  -f-  az), 

a  étant  une  des  racines  cubiques  complexes  de  l'unité. 

11.  Les  variables  x  et  y  étant  liées  par  la  relation 

tangj  =  m  tang^, 

développer  y  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  m,  en  se  ser- 
vant des  expressions  des  tangentes  au  moyen  des  exponentielles  ima- 
ginaires. 
De  la  différentiation  de  la  série  ainsi  obtenue  tirer  le  développement  de 

i  —  «2 
i  -t-  %n  cosix  -+-  n% 

i  —  m 


ou  n  = 


i  -t-  m 

12.  Décomposer  la  fonction 

i  —  2«cosjc-i-  «2  =  i  —  a{exi -\- e~xi)  h-  aï 

en  facteurs  de  la  forme  a  +  pe±xi,  et  en  tirer  l'expression  du  dévelop- 
pement d'une  puissance  quelconque  de  cette  fonction. 

13.  Développer  les  expressions 


lo 

gv/i  — 

2.rC0Sa  -+-  x^: 

I 

,      i  -+- 1  x  sin  «  -+-  x* 

4 

lOgj  _ 

■  ix  sina-4-.r2 

i 

i     T  "+- 

■  ix  cosa  -+-  x2 

4       &  I  —  2^C0SaH-O72 


Examiner,  pour  x  =  i ,  les  cas  de  a  =  - ,  -,  -  • 

o    4    " 
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(A).  Calculer 
—  x2-\-  a\]a 


III.  —   DÉTERMINATION  DES  VRAIES  VALEURS. 
Pour  X  =  rt, 


a  —  \Jm 


\Ja  -+-  x  —  \j%  a 
y/a  -+-  ix —  \/'ia 


5. 

6. 

7. 


sin  (x2  ] 


ex  —  es 


9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 


.r  —  sin.*1 

sin.r  —  .re^ 
cos  x  ■ —  e2x  ->r1X 

x\o%{i  -+-  sin  x) 
e  ia"ê  *  —  x  —  î 

(<7  -+-.*•)*—  /7* 


.Z2 

I  ^  sîn* 
X 

l0g(l-f-  X-jr-  X2] 

sin2.r 

x  —  arc  sin  x 
sin3.r 

tangTT^1  — ttx 
%x2  tang^-r 


x2      %x  tanea; 


15    sin(tang^) 
tang(sin^) 

ft    tang.r  —  x 


3.  * 


•r2  -+-  ax)  \Ja  —  (x2  -^a2)\Jx 
2 a \Jx  —  [a^t-  x)\Ja 

x  —  yx2  —  a2 


\/x2  —  a2 


log 


Pour  x  =  o, 
17. 

18. 

19. 

20. 


sin  2  x  -4-  2  sin2  or  —  2  sin  .r 

COS.T- — COS2-r 

sin  (  «  -+-  a:)  —  sin  (  a  —  x) 

cos  (<t  -+-  x)  —  cos  («  —  x) 

ex  —  1  —  log(i  -+- a;) 

Sh.r 
1  —  .r  —  log(e  —  .r) 


n,    Sh,z —  tanga: 

21.  — 

sin  a-  —  Th.r 


1  —  x  cot  JT 
1  —  cosa- 

los;tang«^ 
I02;  tana;^ 


1 


22. 
23. 

24.  J 

2  .r       a?  [e11-1'  —  i  ) 

_„      TVX  I  7T 

2o      ■ 1 ; 

2,z2  x[e™ — it 


26.    (  — —  )     ,      [n=  j,  2,  3). 


27.  (cosa-r)*",     («=  1,  2,  3] 
2tanga:- — tang2.r 


28. 


x(i  —  cos3^] 
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29. 
30. 
31. 


log-r 
y/i  — x 

xtii xin+n 

I — X2P 

Xx  —  X 

I  — x  -+-  losx 


logsin^.r 


Pour  x  =  i , 


33. 


7rtangy7r,r 


4#  i- 

^    logcos(ar-i)< 


35. 
36. 


%]  IX^  — x j 

\/x3  —  I 

I  IX 

I  X  1  —  J72 


37.  séc2.rcos 

38.  tana;2^cot 


(H- 

=  +  «) 


Pour  .r  =  -  > 

4 


39. 


v/ï- 


sin,r  —  cos.r 


log  sin2,r 
4<r  tang2.r 


C0S2.T 


Pour  x  = 


41.  (sin.r)tansx. 

42.  (tang.r)c03*. 

43.  (a  +  6e,ans*) 


45.  (i  -i-ax)x. 

46.  ^c\ax —  i) . 

47.  .r  —  x^  log  (  i  H — 


44. 


Pour  x  —  oo  , 


49. 


50. 


2-i-COS2,r  —  smx 
x  sin  2  ,r  -+-  x  cos  .r 

2  sin2,r 


ff*  4-  <v-1'  -+-...  -+-  ar 


;6  (  Vk  ■+"  ■r°  ' —  v/3  -+-  ^3  )  -+-  ^4 

V/l  +  ^72 


51.  3.r2(i-f--)    — 8e.z3log(n-.r) 


48.  (Th^)Shx. 

52.  Pour  x  =  o,  calculer  la  valeur  de  j,  donnée  par  l'équation 
[x — y)2 —  y-  cosx-+-  x  =  o. 
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leurs 
équations  suivantes 


dy 
(B).  Déterminer  les  valeurs  des  dérivées  ~  des  fonctions  y  données  par  les 


Pour  x  —y~-  o, 

1.  3<772  —  laxy  +-  ibx-  =  o. 

2.  j4  —  xs  -t-  .r4  -+-  3.r2j2  =  o. 

3.  .r4  —  fl.r2/  -i-  ôj3  =  o. 

4.  (.r2  —  y2)  (a?  —  «)  —  {x2  -+-j2)  (j—  6)  =  o. 

5.  #3-hjt*  =  3«  (/2  — 4ar/+j  3^2]. 

6.  (a?—  j)(.r2+j2)  =  «(.z-i-y)2. 

7.  xz -{- ax2y -h  axj- -h yz  —  o. 

8.  j4-h  (fl2-f-.r2)j2  =  «2^2. 

Pour  x  =  y  ==  <     5 
y       j  i 

9.    (j2  —  .r2)  (j:— il  (* J  =  z[xï-i-y*-—2xy-. 

Pour  ar=  2, 

10.  3j3  —  6/2-4-3r  —  .r2  +  4-z  —  7  =  o. 

Pour  x  =  a,    y-  =  £2, 

11.  (a—  *)2+/2  =  62. 

Pour  ,r  =  y  =  i , 

12.  a:3  -+-  a:j2  —  2«2  —  2j+  2  =  0. 

Pour  a:  =  y  =  ±  t/  - , 

13.  x4  +  y4  =  rt(ar2+j2). 

3 
Pour  .rjr  =  —  <72,     a:2  -+-  j2  =  a2, 


14 


.   —  a3  —  fia:/  =  I  —  a2  —  xy\  \J x2  -t-/2. 


Pour  a:  =  «,    y  =  b, 
15'.  3 (/y  —  6)3  —  (j:  —  ff)2  =  o. 
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46.  (/-6)2  —  [x  —  a)*[jc—c)  =  o. 

._    n  ,     ,      rfr      .    2(a?  —  a)  {x  —  c)  —  [x  —  /7)2 

17.  Calculer  -f-  et  — '-^—. Vr-^ —  >   en  supposant 

rt,r  2(7—0) 

j2 — g?  _  (,r  —  a)(j7 — c)  =  o,    ^  =  «,    y—b. 

(x £)2(r_  c) .  (  y e)3 

18.  Calculer- j-^— - — rT-^ ^5 L  5  en  supposant 

(*-4-«)  (j—  b)* 

x"1  ■+-  xy  -+-  ax  —  cy  -f-  c(a-f-  c)  =  o,     .r  =  —  «,    jr  =  c. 


IV.  —  Maxima  et  minima. 

[A).  Maxima  ou  minima  des  fonctions  explicites  : 

1.  3^4  —  28  a  x3  -+-  84  cf-  x2  —  $Qa*x  -h  48e*. 

2.  ïox$  —  iix5  -+-  i5j;*  —  20a;3  h-  20. 

a?3  ±  ,r 
xk  —  X1  —  I 

4.  — 


a  —  x 


3 

5.  (a  —  xy  —  -  [%ax  —  x2 

6.  xne~xi. 


1  -h  .r  lang^ 

8.  COS.Z  -+-  C0S2X  -t-  cos  3x. 

9.  cos.rCha?. 

10.  (tang-r)005*. 

11.  ar*-t-j*  —  2a;2 -t- 4^7  —  ix2. 

12.  j4  —  8  r3  -h  1 8j2  —  8j  h-  .r3  —  3x2  —  3 x. 

13.  2^2j'2—  3.rr2  —  4^2j-t-  5. 

14.  cfix^y  —  inx^y  -\-  xky  --icfix^y—  2x3y2  ■  +-  a?2r3. 

15.  ^  +  jr — -c2  —  2j3  —  4-^j". 

16.  sin.r -t- sinj -h  cos(.r-t-j-). 

17.  xer+xsiny. 

18.  o:2  -+-  j2  -+-  z2  H-  x  —  xz  —  xy. 
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19.   (fl3  —  x*)(x2z  —  z*){xy  —  y*). 


u. +„...  +  {*  +  £  +  *  +  ...)■ 


a.  IX X* 

21 


sin  (a  -+-  y  )  sin  (  p  -+-  y  ) 

2  2 

22.  ix"-  —  4j -h  g  (  3 a  —  .r2 )"3"  -f-  6  (j  —  i)":î. 

23.  x11  +  j»  +  (i  -  arm  —  ym )m. 

24.  «  cos2.r  -+-  £  cos2jr,    pour   y  =  x  -h  -  • 

(B).  Maxima  ou  minima  des  fonctions  m,  déterminées  par  les  équations  : 

1.  cos(«  —  x)  =  2  sin  «  h-  cos.r. 

/     3 

2.  x*  —  ow2  H : — ■  —  x2  yJau  —  x2  —  o. 

e/.  +  a 

3.  «3  -h  x3  =  1 2  ;<2 x  —  960. 

4.  «  ( x3  -+- yz  -+-  «3)  —  .z2/^  -+-  .r/2 u  -f-  ^r«2. 

5.  m  =  rx2  4-  25.rj  -4-  ty2,     1  —  (1  -H  p2) x2 -h  ipqxy^r-  (1  -H  q2)y2. 

6.  «  =  .rj^     ,r3  -+-  j3—  3rt^rj*  =  o. 

7 .  «  =  5  x  -h  3  j,     4  sin.r  =  3  cosj,     (  .r  et  y  <  -  ]  • 

8.  oJ*x2  =  (^2  +  m2)3. 

9.  k  =  (j  +  i)(j  +  i)(z  +  i),     axbyc-=k. 

x        Y  - 

10.  u  =  x -hy-h  z,     -  =  t-'     rz -f- z.r -+- .rr  =  c. 

11 .  m  =  .rz  +/2,     37  4-j'  -+-  z  =  <■'• 

12.  «  —  .r2 -+- j2-— z2,    x;j=2:3,    x  +  j-  z=i2. 

/  /    I  I  I  I   \  oc 

\    ?«  =  X\X2XzXk 1-  ■ 1 -H r     )       Xi  +  X%  -t-  X3  -+-  Xi,  =  315, 

13.  {  V^i        ^2        ^         "^  / 

(        j?t  :  jr2  ;^3  =  2 : 3  :  \. 

u  =  Xl-hx2-hx3-^x!n     xxx2x3xk  (  —  -+-  —  +  —  +  -—)  =  3993°» 

*^"l  •  *^2  •  *^*3  "^  ^   .2.3. 


14. 


15. 


U  =  ^j^a  -\~XiX3  -h  X\Xi+  -f-  X2X$  -h  X^Xit  -h  XsXi, 

xi:x2=-. 2:3,   #3:  #4  =  3:4,   ii  +  -r2 -h  #3  +  ^4  =1262, 
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=  x\  -+-  x\  -+-  ...  -\- x\,     Xi-i-'x^-h  ...  ■+■  xs  =  388, 


16.  , 

a?!  :.r2  =  3  : 8,     -r3  :  #4  =  7  :  io. 

17.  ii  =  (xJ  +  ...+^)  —  (j"i-4-  . . .  -+-xs):  les  cinq  nombres  xt,  ...,  j:5 

étant  en  progression  harmonique  (c'est-à-dire  leurs  inverses  étant  en 
progression  arithmétique.  ) 

(C).  Questions  diverses. 

\ .  Inscrire  dans  un  cône  de  révolution  un  prisme  régulier,  à  base  de  n  côtés, 
dont  le  volume  soit  maximum. 

2.  Avec  quatre  côtés  donnés,  former  un  quadrilatère  d'aire  maximum. 

3.  De  quel  point  d'une  verticale  faut-il  faire  partir  un  point  pesant  pour  qu'il 

arrive  en  un  point  donné  du  plan  horizontal  dans  un  temps  minimum, 
en  tombant  suivant  une  ligne  droite? 

4.  Partager  un  triangle  en  deux  parties  équivalentes  par  une  droite  de  lon- 

gueur minimum. 

5.  Un  levier  horizontal,  formé  d'une  tige  pesante  homogène,  et  dont  l'unité 

de  longueur  a  un  poids  donné  a,  repose  par  une  de  ses  extrémités  A  sur 
un  appui  fixe  ;  en  un  point  donné  B  de  ce  levier  est  suspendu  un  poids 
donné  P,  et  à  l'autre  extrémité  C  agit  une  force  verticale  Y,  tenant  ce 
poids  en  équilibre.  Quelle  doit  être  la  longueur  AC  pour  que  la  force  Y 
soit  un  minimum? 

6.  On  veut  enclore  une  pointe  de  terrain,  terminée  par  deux  murs  rectilignes 

BC,  DE,  raccordés  par  un  arc  de  cercle  CAE,  en  abandonnant  la  por- 
tion comprise  entre  cet  arc  et  les  prolongements  CO,  EO  des  deux  murs. 
La  valeur  par  mètre  carré  du  terrain  enclos  est  /?z,  celle  du  terrain 
délaissé  est  n,  et  le  prix  du  mètre  courant  de  mur  est  p.  Où  doit-on 
prendre  les  points  de  raccordement  C,  E,  pour  que  la  construction  soit 
le  plus  avantageuse? 

7.  Une  courbe  étant  déterminée  par  l'équation  / ydx  =  kxy,  trouver  la  plus 

courte  distance  d'un  point  donné  du  plan  à  cette  courbe. 

8.  A  un  segment  de  paraboloïde  elliptique,  dont  la  base  est  perpendiculaire  à 

l'axe,  circonscrire  un  cône  de  volume  minimum. 

9.  Soient,  dans  une  parabole  donnée,  une  corde  fixe  AB,  passant  par  le  som- 

met A,  et  une  ordonnée  BC,  perpendiculaire  à  l'axe  AC.  On  cherche  un 
point  M  de  la  parabole,  situé  entre  A  et  B,  et  tel  qu'en  menant  MNM| 
perpendiculaire  à  l'axe  et  coupant  AB  en  N  et  la  courbe  en  M',  et  MPQ 
parallèle  à  l'axe  et  coupant  AB  en  P  et  BC  en  Q,  on  rende  maximum 
l'une  des  quantités  suivantes  :  i°  le  segment  MN,  i°  le  segment  MP, 
3°  le  triangle  MNP,  4°  le  produit  MN  x  NM',  5°  le  produit  MP  x  MQ. 
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10.  Partager  un  arc  donné  en  n  parties  dont  la  somme  des  sinus  soit  maxi- 

mum ou  minimum. 

11.  Étant  donnés  plusieurs  points  A,  B,  ...  dans  un  plan,  trouver  un  point  M 

du  plan,  dont  la  somme  des  distances  aux  premiers  soit  un  minimum. 
Discuter  en  particulier  le  cas  où  l'on  donne  trois  points. 

12.  Un  mobile  part  d'un  point  A  avec  une  vitesse  de  grandeur  donnée  «,  en 

se  dirigeant  vers  la  droite  BC.  Pendant  son  mouvement,  il  est  entraîné 
avec  une  vitesse  donnée  b  parallèlement  à  la  droite  BC.  Quelle  doit  être 
la  direction  de  l'impulsion  primitive  pour  que  le  mobile  atteigne  la 
ligne  BC  dans  le  moins  de  temps  possible? 

13.  Circonscrire  à  un  triangle  donné  une  ellipse  d'aire  minimum. 

14.  Avec  trois  côtés  égaux  former  un  trapèze  d'aire  maximum. 

15.  Par  un  point  de  l'un  des  axes  d'une  ellipse  mener  à  la  courbe  une  droite 

de  longueur  maximum  ou  minimum. 

16.  Circonscrire  à  un  triangle  donné  un  triangle  isoscèle  d'aire  minimum. 

17.  Dans  un  cône  de  révolution,  de  base  et  de  hauteur  données,  faire  une  sec- 

tion elliptique  d'aire  maximum. 

18.  Avec  un  secteur  découpé  dans  un  cercle  de  rayon  donné,  on  forme  la 

surface  convexe  d'un  cône  de  révolution.  Déterminer  l'angle  du  sec- 
teur de  manière  à  rendre  maximum  i°  le  volume  du  cône,  20  la  diffé- 
rence entre  les  aires  de  la  surface  convexe  et  de  la  base. 

19.  Plus  courte  distance  de  deux  courbes  dans  l'espace. 

20.  Avec  quatre  côtés  égaux  AB,  BC,  CD,  DE,  former  un  pentagone  d'aire 

maximum,  les  côtés  AB,  DE  étant  perpendiculaires  au  côté  inconnu  AE. 

21.  Parmi  les  tétraèdres  de  même  base  et  de  même  hauteur,  quel  est  celui 

dont  la  surface  est  minimum  ? 

22.  Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  triangle  de  périmètre  donné  et  d'aire 

maximum. 

23.  Par  un  point  A  pris  à  l'intérieur  d'un  angle  droit  BOC,  mener  une  droite 

BAC,  de  manière  que  la  différence  de  ses  segments  AB,  AC  soit  mini- 
mum. 

24.  Maximum  de  l'aire  d'un  quadrilatère  à  la  fois  inscriptible  et  circonscrip- 

tible  au  cercle,  et  dont  on  donne  le  périmètre  et  un  angle. 

25.  Étant  donnés  n  points  A1?  ...,  A„  dans  l'espace,  mener  par  un  autre  point 

donné  un  plan  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux  n  points  soit 
un  minimum. 
H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  I.  ^2 
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26.  Déterminer,  sur  la  surface  d'un  cylindre  ou  d'un  cône  de  révolution,  la 

ligne  la  plus  courte  entre  deux  de  ses  points,  par  la  condition  que  cette 
ligne  doit  se  changer  en  ligne  droite,  lorsqu'on  développe  la  surface 
sur  un  plan.  Cela  posé,  déterminer  la  distance  minimum,  sur  la  surface 
d'un  cylindre  ou  d'un  cône  de  révolution,  entre  un  point  delà  sur- 
face convexe  et  un  point  du  plan  de  la  base. 

27.  Un  cylindre  de  révolution  étant  surmonté  d'une  demi-sphère,  minimum 

de  la  distance  d'un  point  de  la  surface  convexe  du  cylindre  à  un  point 
de  la  surface  de  la  demi-sphère. 

23.  Déterminer  la  position  des  sections  circulaires  menées  par  le  centre  d'un 
ellipsoïde,  par  la  condition  que  le  rayon  vecteur  d'un  point  de  la  sec- 
tion ne  présente  ni  maximum  ni  minimum. 


V.  —  Intégration  des  fonctions  algébriques  et  transcendantes. 

Intégrer  les  fonctions  suivantes  (multipliées  par  dx)  (*)  : 


1. 

ox  -+-  7 
•ix1  —  3x  -+-  5 

11. 

x  -+-  2 

X*  —  2.T2  C0S2a-4-l 

2. 

X5-\-  Ç).ï2-4-  \o,x —  iG 

12. 

6x(6  +  5.r2)(4  +  5.r2)2 
(2-+-  Sx'2)- 

3. 

7  .r3  — ■  1 7  ,r2  -+-  \  7  x  —  6 
x'* —  jx3-+-  îyx2 —  ijx  -4-  (i 

13. 

1 

(  1  —  x  )  (  1  —  2  x  )  ...  (  i  —  /2.r  ) 

4. 

2  —  X  —  x% 

14. 

8  x*  —  3  x3  -4-  5 

I  -4-x3 

X(J72+  2J  -4-  3)3 

5. 

4.Z3—  63.r2-!-  338a:— 6 

[x  —  7)  [x  —  5)3 

19 

15. 

2X5  —  .r2 

(x'2-h  i)2  (X2-HX  -t-  l)2 

6. 

2  x'*  -+-  2  X2  -+-  I 

(x2-m)3 

16. 

5xs 

I  -t-  J75 

7 

I 

(x —  ])  [x'2~\-  x  -+- 1)3 

17. 

3x  -t-  212 

4o  -4-  38  x  -4-  1 1  x2  -4-  x3 

8. 

I 

18. 

1 

X6  —    I 

a:8  -+-  x7  —  x4  —  x3 

9. 

Xk —  2rt2.T2 —  ICl'* 

( x* -+-  a2 x2 -+-  a*)2 

19. 

.r'« 

flXs''H-h"'+  C 

10. 

x6  -+-  7  x*  —  4  x 3  -+-  1 4  'r 
(  x'"  —  7  x'2  )  - 

20. 

.r2-i-  1 
(.r  —  i)+  (.r3  -+-  1) 

(')  Voir  les  Exercices  relatifs  au  Livre  I,  p.  2G6  et  suiv. 


21. 


22. 


23. 


24. 


!r —  i2x4-t-  i6x"  —  i6x5"| 
[    — i4x-+-6 j 
r  1 6  .r6  —  4°  x*  "+"  4 x  x*  —  52  x 
L     -4-8o.r2 — i6a:-(-i6 

\Jx  -+-  X  \JX  -+-  X2 

x-+-\/x 

X 

\Jx  -+-  I  —  \J  X  -+-  l 
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3. 

36.  (lax — x-)2  (5a  —  x). 
i 


(a-^bxy 
25.  F[my/ax-hb,  V[ax  +  b)P,  x]. 

26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


31. 


\/i  -t-  x'1  —  y/i  —  x2 

x2—\ 
x(x2-+-  i)2' 

I  IX2 


1  X  (i  —  X2  )  H-  \/l  —  X2 


(i  -f-  .r)  /i  -i-  ,z  ±  j;2 


v/i  — ^2 

2 x3-t-  ?>ax2 —  ia2x  —  a3 
i(x2-+-  ax)2 
x 


(i  -+-  X2)  \/l  -+-  X1* 


[i  -+-  2.r  cosa  -f-  x2)  v/i  — t-  x2 

mx  -+-  n 


(ax2-hbx-h-c)  \f(f.x2-\-'^x-\-'j 
Simplifier  cette  expression  par  la 


substitution   x 


X-t-  ;j-t* 


35. 


[a1*—  b'+x'')\J>z-ï-  px2 


37. 


38. 


\J  x  -t-  a  -t-  yAr  h-  b 
.r-i-  i 


)  +  j;2)\/i  —  .z2 


39. 


40. 


ab2-i-\Ja2b2  —  ^bx2 


(a  H-  .r)6  \Jnax  —  ,r2 


41 


V    i  -*-  t/âr 


42. 


.r2 —  b- 

i/        ,   ly 

44.  •zJ  \«  -+-  oj:"  J    . 

5 

45.  x-2(a-+-x3)~2. 
i 
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.    \/i  —  x2 

47.  xm(iax±x2)    2. 

48.  x-'*(i  —  x2)1  . 

49.  x*(i  —  x2)-*. 

50.  xÂ  (  i  —  x)"  *  . 


51. 


52. 


(a2-+-x2)i 


x1  y/jc4 


53.  I(fl  +  «f)' 

x  ' 


32. 


5oO  LIVRE    II.  —   EXERCICES. 

54.  Des  formules  établies  pour  la  réduction  des  intégrales  des  différentielles 

binômes  ump=fx"l(ax'l-t-b)pdx,  déduire  d'autres  formules  qui 
fassent  varier  les  deux  exposants  m  et/?  à  la  fois  et  dans  le  même  sens. 
{Foir&l,  438.) 

55.  Étant  proposée  l'intégrale  um  p  —  fxm  ~X.Pdx,  où  X  —  ax2'1  -+-  bx,l-hc, 

établir  une  formule  de  réduction  pour  faire  varier  l'exposant  m,  sans 
altérer/?.  Il  suffit,  pour  cela,  de  différentier  xm+l~X.P+1,  et  d'intégrer 
de  nouveau  la  différentielle  convenablement  transformée.  Considérer, 
en  particulier,  le  cas  de  n  =  i,  avec  m  entier,  positif  ou  négatif.  Dans 
le  cas  de  m  =  o,  trouver  une  formule  de  réduction  qui  fasse  varier 
l'exposant  p  (en  éliminant  «2  p-u  «1^-1  par  la  formule  précédente). 

Cas  de  p  entier  et  de  p  —  un  entier  -t-  -  • 

-  '  2 

56. 


(x2 —  lax  cosa  -+-  a2)'1 

(#4  —  IX2  C0S2<7.  -|-  l)« 
Tin 

58.  — r^-- 


59.  7='     (n  =  4î,    4</-t-i,    4(7  +  2,    4? +  3; 

(  1  -+-  xn  )  \J  1  -+■  -r2 

J"»#         (*x        dx  (  12 

0  Jo     U 


■£)#/>       V       2       3       4 


Opérer  soit  par  substitution,  soit  à  l'aide  de  la  formule 
jjydx2  =  xfydx  —  fxydx. 

61 .  Calculer  /   /   /  — — :2  au  moyen  de  la  formule 

fffydx*  =  ï  {afljjrdx  -  zx  fxydx  -t-  fafljrdx). 

62.  tang'w^,  (/«  =3,-2,-3). 

63.  sin2  .r  cos3  .r. 

64.  sin4^rcos4^. 


cos 

sin  ,  .  _ 

65.  7  (/??,  «  entiers).  —  Poser  c*1  =  k. 

cos 
.    nx 
sin 


66. 

67. 

68. 

69.  (i  -+-  tangue)  \/i  —  tang,r 

70. 
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sin2  (x  —  a )  sin ( x  —  p ) 

sin2.r 
cos  3  x 

i 

2  -+-  tane;.r 


y/i  —  cos.r 


tang2.r 


71. 

72. 
73. 

74. 
75. 

76. 

77. 
78. 


v/sin , 


V   i  —  y/sin . 


2  \/tangj?  —  i 
(i  -i-  cos2.r)(i  -i-  tangue) 

(sin.r  -+-  cos.r)  y/sin^  —  cos.r. 

tang3.r  -+-  cot3.r 
tang3.r  —  cot3.z 

Ch3.r  —  Sh3a? 
Cti*x-i-ShZx' 

y/tang*. 

«  dix  -+-  b 

a  -t-  \ja2  -+-  x2 


79.  ^  loe 


80. 


, ,     x2  —  b2 

x  \Jx2  -+-  a2  log  — -n, 


81. 


log; 


\/l  —  X2       °^1  —  X 

82.  «*log.r. 
ChHx 


83 

84 


x  -h  Shx 

i  "* 

\/ChxSh2x* 

i  -+-  tang,r  h-  tang2.r  -+-  tans;3.». 


SG 


.    \/ a2  —  sin2 . 


sin  2  x 

87.  ^msin"^-. 

88.  ,z"îarctang.r. 

89.  x"1  arc  sin  x. 

90.  (arc sin*-)2. 

91.  .r  (arc tangue)2. 

92.  3X  sin3.r. 

93.  axxm. 
exxm 


94. 


(tf-f-X^ 

95.  amxsm!lx. 

i 


96 


v/i  —  e~a 

q^      „/;tarcsinx 

98.  arc  tans;— 


VI. 


./      2.r2  —  iJi 


)dx 


Calcul  des  intégrales  définies^1). 

—  ix\  dx 


2      Ç    (3  —  ix)dx 


'  (')  Faire  les  calculs  soit  en  passant  par  les  intégrales  indéfinies,  soit  au  moyen 
des  formules  d'approximation  ou  du  développement  en  séries. 
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f     | ^dx. 


3  -+-  x- 


jf 

/•"  .z2f/.r 

d-  Jo     (7T^3p' 

b.     / — -  dx. 

J__l-+-1X-+-3X% 

s.    /%* 

ra~hbdr    


5 5  dx. 

Va      ^  ~  ■*" 


10. 


X' 


.r2  rf.r 


j?3+5o72+8^-f-4 


îi 


/**  ^2r/.r 

a. 

7> 


y/i  4-  2.r  —  3.r2 
12.     / 

i/o      \/l  —  -*2 


13.    /     -L 


14.     /     ,rlog(.r-i-i)r/.r. 
3  dx 


1 


cos3.r  sin3cT 


cosxdx 


17 


18. 


sin^rfx. 


arctane^t^r. 


•     f 

JT  5  +  4  cos.r 

3 

/  ^2si 

v  o 

19.  I  exsinsxdx. 
Ji 

20.  |  -r-; —  dx. 

X  Sln  ■* 

4 

22.     f*  v/c 

23.  r  f?-*2 

■/ 

2b.     /  e~xx*dx. 

27      / • 

Jo  Ultr 

28.     /  rrr- ■ 

J  b\xx 


dx 
\ozx 


'cosx  dx. 


■-dx. 


24.     /       e~xx*dx. 


LIVRE    II.   —    EXERCICES.  5o3 

VII.  —  Intégrales  dourles. 
Étant  données  les  relations 

x  —  a(t  —  Th/),    r  =  ^t-  -,     r  =  7'cos,u.,    z  =  7-smu, 

K  '  Cru      J 

transformer  et  calculer  les  intégrales  doubles 

ffxdydz,     ff&djrdz,     ffi*dfdz, 
ffx^ydydz,     fjx^dydz,     ffxyzdydz. 


et,  si  l'on  fait  w  =  t  /  i-t-  (  —  j  -t-  (  —  j  ,  les  intégrales 

ffaxdydz,     ffvdydz,     ffaxdydz,  etc., 

en  y  introduisant,  au  lieu  des  variables  indépendantes,;',  z,  les  variables 
indépendantes  ?,  u,  et  prenant  pour  limites  des  intégrations  /  =  o  et  oo  , 

U  =  O   et    2  7T. 

VIII.  —  Application  de  la  méthode  de  la  différentiation  et  de  l'inté- 
gration SOUS  LE  SIGNE  /  AUX  INTÉGRALES  SUIVANTES,  DÉFINIES  OU  INDÉ- 
FINIES. 

1.  jcosax  dx. 

2.  ftangaxdx. 

3. 


b  cos^ 


C  ,  ■  s     y  277,7" 

4.  /  e-"msxcos[asmx  -+-  nx)dx  =  (—  \\n 

/  v  '  v        '    i .  2 . . .  n 

<-> O 

5.  /  e-acosx  sin(as\nx -h  nx)dx  =o. 

•J  o 

r^xsinxdx 7te~a 

/  ~Cl>-  ■+-  x*    =       2 


Intégrer  entre  les  limites  a  =  o  et  eo  . 

Xœ               x"ldx 
,— T7T7T-, — rr'     pour  /»  =  o,  1,2. 

Intégrer  par  rapport  à  6  entre  les  limites  «  et  6,  ou  entre  les  limites 
b  et  oo  . 


5o4  LIVRE    II.   —    EXERCICES. 

dx 


f- 


iab  cosx  -i-è2 


C x    sinbx    dx  .  TTT . 

9.     /       — (Voir  n°  485,  IV.) 

Jo     a*-hx*   x 

Intégrer  entre  les  limites  b  =  o  et  i ,  ou  encore  différentier  par  rapport  à  a. 

10.   En  désignant  par  u  l'intégrale 

■>ax°dx 


r1  ea 

X  7 


démontrer  qu'elle  satisfait  à  la  relation 

,    (du      V     , 

4  a  \  1 — h  "  )    =  4  ea  u  "+" 7T- 
On  s'appuiera  sur  la  formule  du  n°  483. 
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